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はじめに

圭子系の "雑音"は,量子光学や散逸量子系の研究など理論物理から応用工学にわたる分

野で盛んに研究されてきた(例えば 【2日 5日 211やそこに引用されている文献).一方で,

この10年来,Accardi達の一連の報告集 【11,Hudson-ParthaSarathyによる量子確率微分

方程式の基礎づけ 【11】,Meyerl121や Parthasarathyl201による量子確率過程の教科書,

Ohya･-Petzの量子エントロピー理論 【19】などを通して数学者の関心も高まってきている･

なかでもFock空間上の量子確率過程は,減衰過程のノイズ項のモデルなどに現れ,数学的

にも興味深い研究対象となっている.量子確率論の起源は,量子力学における波動関数の確

率解釈や位置と運動量の不確定性などにある.したがって,数学的定式化としてHilbert空

間上の作用素環論が広く用いられ,実際,それは強力な手段を提供している.ただし,物理

的に興味のある作用素はしばしば非有界作用素となるので,情況に応じて理希を工夫する

必要がある.その意味で,確率解析といわれている"無限変数"の超関数論のアイデアを導

入することは一つの研究方向ではなかろうか.

この論文では,ホワイトノイズ解析 (飛田解析)と呼ばれている確率解析の方法を量子確

率過程の研究に導入し,理論を再構成するという最近の試みの一端を紹介する.ホワイトノ

イズ解析は,その著しい特徴

(a)通常は確率超過程として扱われているホワイトノイズを,各時点毎にガウス空間上の

超関数が対応するような超関数空間内の連続な(実際はC∞一級)流れとして定式化し

ていること;

(b)通常は作用素借超関数として敵われている生成 ･消滅作用素を,各点毎に意味のある
連続作用素として定式化していること;

を生かして,古典的確率過程の問題に応用されてきた 【101.-万で,ホワイトノイズ解析の

超関数論的側面からの研究はFock空間上の作用素理革へと進展している(理論の詳細は

【13日141;概略は【151など).したがって,これまで古典論に終始してきたホワイトノイズ解

析を,作用素レベルに引き上げることによって,各点毎の生成 ･消滅作用素を基本的な量子

確率過程とする理論が構築できるはずである.また,この観点は物理学に現れる量子確率微

分方程式(【2日51など)の基礎づけにも有効であると思われる.
むろん,量子確率過程を議論するにあたって,ホワイトノイズ解析は唯一の選択肢ではな

いし,この論文で提起するアプローチ自体も発展途上にある.ただ,これまでのところ,量

子確率論の研究に超関数論的なアイデアはそれほど積極的には現れていないので,本論は
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確率解析の非可換版を構成する上でたたき台ともなるだろう.まだ関連する論文も少ない

が,【15日161,【17日18】も参照されたい.

1 ホワイトノイズ解析とfbck空間上の作用素論

この報告では,.Gelfandの三つ組

E-S(R)⊂H-L2(A,dt)⊂F -S'(IR) (1.1)

に基礎にして話を進める.ここでRは,後で議論する量子確率 "過程"の時間軸に相当する.

ただし,この章で述べる主要な結果のためにはE として急減少関数の空間S(A)をとる必
然性もなければ,R上の関数空間にこだわる必要もない.実際,Rをかなり一般の位相空間

(topologiCalspace)にとりかえて理論を構成することができ,その方が応用上も有利である

[13].このことについては,この論文の最後(§3.3.5)で少し触れる.

なお,(1.1)に現れている3つの空間はいずれも実空間である.Hの実内積とE'×E上

の標準双線形形式は,整合しているので同じ記号 (･,･)で表す.またH とその複素化Hcの

ノルムを同じ記号 日｡で表す(添字 Oは後の都合による).さて,E昌×Ec上の標準複素双
線形形式は,Hの実内積を拡張したものであるから,同じ記号 (･,･)で表そう.したがって,

購 -(f･E)-/RE繭 (i)dt, E∈Hc-L2(A,dt;C),
に注意すべきである.

注 意 混乱を避けるため,この論文を通して,複素Hilbert空間のエルミート内棟を表す固
有の記号は用いないことにする.

1.1 Wiener-It6-Segal同型

1･1･l Fock空間 Hc-L2(Rldt;a)の n 重対称テンソル棟 (つまりn変数複素数値■ヽ
L2-関数で対称なもの全体)をH8nで表す･なお,H80-Cと約束する.各 nに対してJヽ
fn∈Hgnとなっている関数列 f-(fn)註｡で

●●
Ilfll2≡∑n!lfnl岩<∞n=0

(1･2)

をみたすも.の全体は,"･日をノルムとしてHilbert空間になる.これをHc上の (Boson)
Fock空間といいIl(Hc)で表す.これは,本来,自由度1のtlose粒子の生成 ･消滅を記述
するためのHilbert空間である.

物理学の文献では,Fock空間のノルム(1.2)の定義で,荷重n!をつけないのがむしろ普
通の流儀であるが,数学的構造に本質的な違いを生ずるものではない.しかし,後で必要に

なる指数ベクトルや生成 ･消滅作用素の定義も違ってくるので注意されたし.
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1.1.2 Gauss空間 まず,Eの核型性(付録 §A.4参照)によって,E上の連続な正定借
(正の走符号)関数とE'上の有限測度は1対1対応する(Bochner-Minlosの定理).ここで,

E■には,E∈E毎に定まる1次関数 È ∋3IL1(2,i)をすべて可測にするような最小のq一
加法族(cylindriCalq-field)が与えられているものとする.これは,E■の強双対位相に関す
る位相的q-加法族と一致する.特に,

e-I引…′2-/E.ei'W p(dc), f∈E,
をみたす È 上の確率測度 FL'を(標準)Gauss測度,確率空間 (E',p)をGauss空間と呼
ぶ.Ga.uSS空間はLebesgue測度を備えたEuclid空間の最も自然な無限次元への拡張と考
えられている.

1.1.3 Wiener-ItalSegal 同型 この論文では,母関数

e2t･-･2-n!.芸Hn(i)
によって定まる多項式Hn(i)をn次 Hermite多項式という.すると,x∈È に対して,対

称なn変数超関数 :ご◎n:∈(E⑳n):ym が,

(:T㊤n:,E⑳n)-giHn(プ結 ), ∬∈且･,EEE, -
をみたすものとして定義される･次に,L2-近似の議論でエー(:x◎n:,fn)が任意のfn∈HcOn
に対して定義され,nが異なれば互いに直交することが証明される.

逆I.こ,任意の¢∈(L2)に対して,(fn')nu=｡∈Il(Hc)が一意的に存在して,
00

4(x)-∑(:x⑳n:,fn), x∈E',n=0

が(E■,IL)上のL2-収束の意味で成り立つ.右辺の級数は直交和であり,

購 ≡加 (I)l2p(dx)-n!.n"fnlZ-Ilf‖2

(1.3)

(1.4)

となる.表式 (1.3)を¢∈(L2)のWiener-Ita展開といい,これによって引き起こされる
(L2)とT(Hc)のユニタリ.-同型をWienerJt6-Segalの同型という.これは有名な結果で

あるが,ここで述べたような定式化に沿った証明は【10日13]等にある.こうしてFock空
間は,Gauss空間を通して確率論と結びつく.

1.1.4 指数ベクトルと真空ベクトル 各E∈Hcに対して,

鮒 -e'W -'<･{'/2-n!o(:x⑳n:芳 ) , 訂∈E･, (1･5)

とおけば,§1･1･3の議論から¢e∈(L2)である.これらは指数ベクトル(あるいはcoherent

state)と呼ばれ,Fock空間の議論でしばしば重要である.特に,Qo(3:)≡1は真空ベクトル
と呼ばれる.指数ベクトルの全体(夷;i-∈Hc)は(L2)の桐密部分空間を張る一次独立な
関数系である.
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1.2 ホワイトノイズ超関数

1.2.1 構成 緩増加超関数の空間E'±β̀(A)が微分作用素

A=1+i2_旦-dt2
を用いて標準的に構成される(付録 §A･4)ように,Gauss空間上の超関数空間(E)'がAの

第二量子化と呼ばれる作用素Il(A)から構成される.¢∈(L2)のWiener-It6展開を
00

Q(I)-∑ (:x⑳n:, fn) , x ∈È ,
n=0

(1.6)

とするとき,Il(A)は
00

Il(A)4(x)-∑ (:x⑳n‥,A⑳nfn)I, x∈F,
n=0

によって定義される.T(A)の固有値と固有関数は,Aのそれから具体的に求めることがで

き,Il(A)-1がHilbert-Schmidt型になることが証明される.したがって,標準的な構成法

(§A.2)によって,可算 Hilbert核型空間(E)とGelfandの三つ組

(E)⊂(L2)≡L2(E■,p)望Il(Hc)⊂(E)' (1.7)

が得られる.(E)の元をホワイトノ~ィズテスト関数,(E)'の元をホワイトノイズ超関数と

呼ぶ.(E)■×(E)上の標準複素双線形形式を《･,･》で表す.

1.2.2 ホワイトノイズテスト関数のWiener-It6展開 ホワイトノイズテスト関数¢∈
(E)は(L2)に属するので,(1.6)のようにWiener-1t6展開されるが,それは単なるL21収

束よりも強い意味を持つはずである.実際,碍成法から(E)の定義ノルム系は
∞ ∞

l極 目芸-llIl(A)P4 日.2-∑ n!1(A⑳ n)Pfn l.2-∑ n日 fn ti , p ∈R, (1･8)
n=O n=0

で与えられる.(p-0の場合が(L2)のノルムに相当する.(1.4)や見よ.)よって,¢∈(E)
のWiener-It6展開は(E)の位相で収束する.例えば,指数ベクトル夷 に対しては,(1･5)
より

00

L極 目3-∑n!n=0
=elelf.

したがって,¢(∈(E)となる必要十分条件はE∈Ecである.

1･2･3 ホワイトノイズ超関数のWiener-1t6展開 超関数の列 Fn∈(Ecen):,mで,ある
p≧Oが存在して ∑ nw=｡n!LFn12_p<∞ となっているものを考える･このとき¢∈(E‖こ対
して

∞ 00

《卓,¢))-∑ n!(Fn,fn), Q(x)-∑ (‥x⑳n:,fn),n=O n=0
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とおくと,¢∈(E)■が証明される.この卓を
∞

4'(I)-∑(:x⑳n:,Fn)n=0
(1･9)

とかき,卓のWiener-It6展開と呼ぶ.逆に,任意の¢∈(E)*はこの形である･但し,級数
(1.9)そのものは各点エ∈E'で意味を持たない･収束に意味づけすることもできるが,こ
こでは単に,卓と(Fn)nt_.との対応関係を示すものと理解しておこう･等式(1.8)はそのま
まホワイトノイズ超関数に対しても成り立つ.

1･2･4 Brown運動とホワイトノイズ 区間 【O,t]の特性関数 1【O,t】はHcに属するので,

Bt(x)-(I,ILO,t】), - F,t≧0,

は(L2)-L2(E■,p)に属する関数(Gauss型確率変数)である･容易にわかるが,

(1.10)

B0-0, E(Bt)-0, 耳(BiBt)-mints,巧 S,i≧0,

であるから,iBtI,≧Oは原点 Oを出発点とするBrown運動(の一つの実現)である･
各t∈馴 こおけるデルタ関数 6tはS/(A)-E■に属する.よって,

W.(a:)=(:x◎1:,6.)=(x,6i)

は,(1.9)の特別な場合であるからTYt∈(E)+.しばしばwt(C)-3(i)と略記し,ホワイト
ノイズとよぶ.次の事実が注目に値する.(いつも通り(町 には強双対位相(§A.3)が与え

られているものとする.)

(a)ホワイトノイズt-W.∈(E)+はC∞一級の流れである.

(b)Brown 運動t- B.ち(E)'内の流れとして微分可能であり,孟Bt-Wtが成り立
つ.特にi- Bt∈(E)'もC∞一級流れである.
(C)したがって,任意のテスト関琴¢∈(E)に対して,i-《Bt,i))はC∞一級関数で,

孟《Bt,4))-《u t,4)), 頼 E)･

以上のような意味で,ホワイトノイズはBrown運動の時間微分であるといえる.念のため

っけ加えると,上のことは 孟BM -Wt(C)が如 ∈E･8こ対して成り立つという主張と
は全く異なる.実際,Brown運動の軌跡は微分できないほどジグザグであることはよく知

られている.我々の談論は,デルタ関数が超関数論によって正当化されたことに似ている･

1.3 Fock空間上の作用素論

1.3.1 各点毎の生成 ･消減作用素 我々は,Fock空間Il(Hc)窒(L2)上の作用素を取り

扱う代わりに,Gelfandの三つ組 (1.7)に基づいて,(E).から(E)'または(E)からそれ自
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身への連続作用素を考える･そのような作用素の全体をそれぞれL((E),(E)～),I:((E),(E))
で表す･位相が必要な場合は,有界収束位相を考えるのが好都合である.また,Il(Hc)上の

有界線形作用素はすべてL:((E),(E)'‖こ属することに注意しておこう.

Fock空間Il(Hc)上の作用素で最も基本的なものは,生成 ･消滅作用素であるが,Gelfand

の三つ組を考えることで,各点毎の生成 ･消滅作用素が導入される.典型的なテスト関数

¢∈(E)として4(a,)-(:C⑳n:,E⑳n),E∈Ec,を考えよう.このとき,任意のy∈E昌に対
して

Dy4･(I)-n(y,i)(:x⑳(n-1)‥,E⑳(n-1))

とおくと,Dyは(E)上に連続的に拡張されて,Dy∈L:((E),(E))となる.これを消滅作用

莱,その共役作用素D;∈L:((E)～,(E)')を生成作用素とよぶ･特に,y-6t∈E'に対して

at-D6.I at'-D6+,, t∈RI
とおく.これらが点 t∈Rにおける消滅作用素 ･生成作用素である.ここで特に強調して

おきたいことは,at∈i:((E),(E)),af'∈I:((E)',(E)')となっていることである.特に,両
者ともL:((E),(E)')に属する(なお §2.1.3も参照).

注 意 ホワイトノイズ解析の文献では,at-atと書いて,しばしば飛田の微分作用素と呼
んでいる.本稿では,読者にとってより馴染みのある記号 atを用いることにした.

1.3･2 棟分核作用素 位相線形空画の一般論によって,任意の㍍∈(EcO(L'm))･に対して,

《=t"(a)4,4))-(a,((a;1･-a:.all-･atm¢,*))), 4,車∈(E)

をみたす作用素 =1,m(rc)∈L((E),(E)')が-意的に存在することがわかる.これを

･･,-(a)-/A ..れK(sl,･･･,-sL,tl,･-,i-)a;1-･a:,atュ･-atndsl･-dsldtl･-dt- (1･11)
のように形式的積分で表し,rcを核超関数とする積分核作用素と呼ぶ.場の量子論では常識

的な表現ではあるが,rcの方こそ超関数にとっていることに注意せよ.前のl変数,後ろの

m変数についてそれぞれ対称になっているKの全体を(Ec@(L'n)):,n(,,帆)とかく･核超関数
をこの空間に制限すれば一意的である.積分核作用素の重要性は次の定理に集約される.

1.3.3 一般展開定理 任意の=∈I:((E),(E)')はL((E),(E).)の位相で収束する級数
◆●

==∑ =L,m(K',～), KL,n∈(EcO(''m)):,n(.,m), (1･12)
1,7n=0

に展開される･もし=∈L((E),(E))ならば,K',n∈((Ecet)-㊨(Ec@7n)').,m(.,.A)であって級
数(1.12)はL:((E),(E))で収束する.

なお,条件 F',.A∈((E8')㊨(E87n)').,m(,p)は =',.n(KLpl)∈i:((E),'(E))と同値である･･
上の表現 (1.12)を=∈I:((E),(E)～)の積分核作用素による展開と呼ぶ.これまでFock展
開という呼び名を用いてきたが(【13】など),このタイプの展開を初めて議論したのはHaag
【91のようである.その後も,多くの人達によって様々な形で取り上げられている.例えば,
【51なども見よ.
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1.3.4 作用素のシンボル =∈L:((E),(E)～)に対してEcxEc上のC一倍関数

舌(i,-Tl)-《=夷,¢q)), E,71∈Ec,

を=のシンボルという.指数ベクトル (夷;f∈Ec)は (E)で鋼密部分空間を張るので,
(E)から(E)'の中への連続線形作用素はシンボルによって一意的に定まる.また,作用素

=∈I:((E),(E)')を横分核作用素で展開するための核超関数は,作用素のシンボルのテイ
ラー展開から求めることができる.詳細は【131を見よ.

1･3･5 シンボルの特徴づけ定理 与えられた関数 0 :EcxEc-? Cが作用素 = ∈
I:((E),(E)')のシンボルになるための必要十分条件は,次の(i),(ii)である:

(i)‖1,71,771∈Ecを任意に固定するとき,2変数複素関数

(I,W)L.0(zE+号1,W77+711), Z,W∈C,

はCxC上で正則である;
(a)定数 C≧0,K≧0,p∈Rがあって,

lO(i,n)I≦CexpK(L引…+lnll), E,り∈Ec･

さらに,=∈L((E),(E))となるための必要十分条件は,上の(i)と次の(iii)である:

(in)任意のp≧0,e>0に対して,定数 C≧0,q≧0が存在して

lo(i,7)l≦Cexpe(LElLq+lql2_p), i,り∈Ec･
この定理の証明は【131で完成し,様々な間蓮に応用されている ･

2 Fock空間上の量子確率過程

2.1 定義と基本例

2.1.1 量子確率論 通常,作用素環によって定式化される.ルtをHilbert空間〃上のvon

Neumann代数,¢を〟 上の正規状態(normalstate)とするとき(〟,〟,¢)を量子確率空間

という.古典的確率論は,ルtが可換代数の場合に相当する.実際,確率空間(a,F,P)に対

して,Hilbert空間を71-L2(a,F,P),その上のvonNeumann環 Ju としてL∞(J2,7,P)
に属する関数fによるかけ算作用素 Mfの全体,正規状態 車を単位ベクトルEo(LU)≡1に
対応するベクトル状態とすれば,(71,Ju,4･)は量子確率空間になる.このとき,Juは可換代
数であり,

4(Mf)-くMffo,Eo)-/nf(u)P(du)-E(I), f∈LW ,FJ), (2･1)

が成り立つ.逆に,〟 が可換代数であれば,(Ju,7t,¢)は上のようにして古典的確率空間か

ら得られる･関係式(2.1)を軸にして,古典論における様々な概念を量子確率論に持ち込む
ことができる.
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我々の談論では,Gauss空間(E+,p)が基礎の確率空間であるから,71=L2(E■,p)-(L2)
が念頭にある.ただし,超関数的なアイデアを有効に導入するため,Hilbert空間ではな

くGelfa,ndの三つ組 (E)⊂(L2)⊂(E)■,YonNeumann代数 B(71)ではなく作用素の族
i:((E),(E)')を取り扱うのである.

2.1.2 定義 さて,ホワイトノイズ解析の特徴の一つは,ホワイトノイズ tw ,)を(E)■中

の連続な流れ(実際にはC∞一級の流れ)と捉えることであった(§1.2.4).これを念頭におい

て,作用素の族 (=I;t∈RI⊂L:((E),(E)')でt- =tが連続写像になっているものを量子
確率過程とよぶことにする.そうすれば,連続線形写像 =:Ec-i:((E),(E)')を量子確率
超過程と呼ぶのは自然である.

圭子確率超過程=が正則であるとは,=が E昌からL((E),(E)'-)の中への連続線形写
像に拡張されると華にいう･正則な量子確率超過程=に対して,(=t-=(6t))とおくと量
子確率過程が得られる.実際,連続性はl-St∈Eaのそれからわかる.しかしながら,任
意の圭子確率過程が正則な量子確率超過程からこのようにして得られるわけではない.令

後,正則な量子確率超過程のことを正則な量子確率過程ともよぶ.

2.1.3 量子確率過程としての各点毎の生成 ･消滅作用素 まず,各点毎の消滅作用素の

族 (at-=0,1(6t))及び生成作用素の族 何 -=1,0(6t))は正則な量子確率過程となり,我々
の立場では,極めて基本的である.実際は,より強くi- a,∈i:((E),(E)),i-aI∈
L((E)■,(E)')であって,ともにC∞-写像である.

2･1･4 古典確率準程と量子確率過程 ¢∈(E)'と¢∈(E)に対して,軸 -押 ∈(E)'
が《軸 ,車))-《卓,軸》,車∈(E),をみたす (E)書の元として定まり,¢ 一 郎 は(E)から

(E)'への連続線形作用素となる.これを¢∈(E)'から引き起こされるかけ算作用素とい

い,同じ記号で表す.(E)'の中の連続な流れ て一 重t∈(E)'はかけ算作用素として量子確
率過程となる.これは古典的確率(超)過程を量子確率過程とみなす標準的な仕方である･

2.1.5 量子的ホワイトノイズ ホワイトノイズ twt)は(E)+の中の連続な流れであった

から,かけ算作用素とみなせば量子確率過程である.これを量子的ホワイトノイズという.

かけ算作用素として

Wt,-at+a;, t∈R,
のように展開されるから,量子的ホワイトノイズは正則な量子確率過程である.

2.1.6 Hudson-Parthasarathyの生成 ･消滅過程 積分核作用素で定義される

At-=0,1(1【O,t】), A;-=1,0(1【O,t]), t>_0, (2.2)

をそれぞれ 消滅過程 ･生成過程という.起点t=Oはもちろん便宜的なものである.この

とき,i-At∈L((E),(E))とi-Al'∈L((E)～,(E)～)は連続であるのみならず,C∞一級で
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あって,

箸 -at, 箸 -at･, (2･3)

が成り立つ･この事実によって,我々はdAt,dA.'に関する確率棟分(【11日20])を a.di,at'di

に関する通常の棟分として扱うことができる.このあたりのことは§3で議論する.

2.1.7 量子的 Brown運動 生成 ･消滅過程の和を量子的Brown運動という.これは,

BTOWn運動 (βt)をかけ筆作用素とみなしたものに他ならない:

Bt-At+At', i≧0,

2.2 量子確率過程の表現定理

2.2.1 I-般化された棟分核作用素 積分核作用素(1.ll)の自然な一般化として rcを作用

素値超関数におきかえることができる.LをRt+Tn上のL((E),(E)～)-値超関数とする,す

なわも,L∈I:(Ece(L'n),i:((E),(E)～)).このとき,

《殉 ,Qq))-((L(q⑳L@E⑳m)¢再 q)), i,叩∈Ec,

をみたす連続作用素=∈I:((E),(E)')が一意的に存在する.これを

(2.4)

/A..n a:1 ･･･a:.L(sl,･･･,St･t l,- ,i-)ail- a tmds l-･ds･dt l ･･･dt- (2 ･5)

とかいて,一般化された横分核作用帝または単に積分核作用素と呼ぶ.後で導入する量子確

率棟分は(2.5)の特別な場合である.また,一般化された積分核作用素は,従来の棟分核作
用素(1.ll)を逐次積分することによって自然に現れるが,逐次積分の正当性 (Fubini型定

理)は厳密に証明できる【18ト

2･2･2 作用素の量子確率秋分表示 任意の=∈I:((E),(E)～)を(1･12).のように積分核作
用素で展開して,和を3つの部分に分ける:

●◆
=(1)-∑ =L,m(KL,.A),=(2)-∑=.,o(K',o),=(3)- =0,0(Ko,o)･

J≧0,m≧l ∫-1
明らかに,=(3)はスカラー作用素であり,

=(3)-《=4.,¢o))I.

さて,=(1)であるが,そこに現れる積分嘩作用素は少なくとも1つの消滅作用素a.を含む.

nlbimi塑の定理を適用して,項をまとめ直せば

='1'-/RL(S)aads･ L∈L(Ec,L((E),(E)')),
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が証明される.言(2)についても同様であり,結局,言は一般化された積分核作用素を用いて

=-/RL(S)a,dsI/Ra;M'(S)a-S･cI (2･6)

のように表現できる.ここで,L∈i:(Ec,i:((E),(E)～)),M ∈i:(Ec,I:((E),(E))),C∈Cで

ある.(2.6)の右辺第2項は =(2)に対応するので,M+(i)は生成作用素しか含まない.よっ
て任意のE∈Ecとi∈Rに対して【M(i),at]-0となっている･

2.2.3 量子確率過程の表現 前節の結果を,一般の量子確率過程 (=t)に適用すれば,

･t-JRLt(S)aSds･/Ra:Ml(S)ds+ctI (2･7)

のような表示が得られ,様々な応用が期待できる.ここでは,Lt,Mtの性質には言及する余

裕はないが,後で論じる量子確率積分の一般化されたものと理解されたい(詳細は【17】を見
よ).なお,(ctI)はスカラー作用素からなる量子確率過程である.

2.3 適合過程

2･3･1 定義 まず,り∈Ecならば,D;∈L((E),(E))かつ D叩∈I:((E)+,(E)')がわか

る･したがって,任意の作用素 =∈i:((E),(E)')に対して交換子 lDq,=],【D;,=]は意味
をもち,I:((E),(E)')に属する.これを念頭において,量子確率過程 (=,)が適合している

(adapted)とは,lDq,=t]-lD;;=t】-0が任意のt∈RとsuppTl⊂(i,+∞)をみたす任意
の77∈Ecに対して成り立つときにいう.

例えば,消滅過程 tAJ,生成過程 tA,打,およびそれらの微分 tatl,(a.')は適合過程であ
る.また,量子確率超過程に対してもこの定義を拡張することができる.§2.1.4で述べたよ

うに,古典的確率過程を量子確率過程とみなすとき,上の意味の適合性はBrown運動 tBtI
から導かれるフィルトレーションに関する適合性に一致する.

2.3.2 適合過程の表現定理 一例として,正則な量≠確率過程 (=t)が適合しているとき,
次のような棟分表現が可能である:

･t=/_t∞ム(tP)a･ds･エα;M･(t})ds･ctI･ i∈R･ (2･8)

ただし,

(i)L:RxEc- I:((E),(E)')は連続かつ第2変数に関して線形,任意のt∈Rに対し
てsuppL(i,･)⊂(-∞,t]･
(ii)M :RxEc- i:((E),(E))は連続かつ第2変数に関して線形,任意のt∈Rに対し

てsuppM(i,･)⊂(-∞,軋 さらに【M(S,i),at】=0が任意のS;t∈RとE∈Ecに対
して成り立つ.

(iii)a:A-Cは連続関数.
さらに詳しい内容については【171を参照されたい.
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3 量子確率積分

3.1 ホワイトノイズによる古典的確率棟分

3･1･1 確率過程の時間に関する稚分 まず,(E)'内の連続な流れをここでは単に確率過
程と呼ぼう.例えば,ホワイトノイズiw tIはそうである.さて,'確率過程 (阜)が与えられ

たとする.このとき,位相線形空間の一般論を用いて

((Qt･4))-/at((4-4))ds, 頼 E),
をみたす確率過程 仲.)が存在することがわかる･aは始点として固定して考えている.こ

れを,卓tの時間に対する棟分といい,

Qt-

で表す.このとき,(E)'の位相に関して

孟/at
が成り立つ.

卓,ds

卓,ds-¢t

3.1.2 Hitsuda-Skorokhod稚分 一般に,確率過程 tQ.)に対してia押.)が再び確率
過程になることが証明される.よって,前節の意味で,時間に対する積分:

/ata;QBds
を考えることができるこれを(重言のHitsuda-Skorokhod積分という･例えば,Brown遠
動は

Bt-/ota:bods
となる･もしtQ.)が (L2)に属し,Brown運動tBt)の生成するフィルトレーションに関
して適合していれば,Hitsuda-Skorokhod積分は良く知られた(Riemann和で定義される)
It6塑確率積分に一致する.Hitsuda-Skorokhod積分は非適合過程に対しても定義される点
が重要である.

もう一つ簡単な例としてLangevin方程式
筈 --cQt･Wt, 卓O-QE(E)～,

を考えよう.我々の立場では,"確率"微分方程式ではなく,(E)･-値で迂あるが普通の微分方

程式として取り扱えばよい.解は容易に得られる:

･t-/.ie-C'tl3'a:Qods+Q･
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3.2 量子確率積分

3･2･l t子確率過程の時間に関する棟分 さて,tLt)⊂I:((E),(E)')を量子確率過程と
する.a∈Rを始点として固走するとき,

《=t的 ))-/at((LS掴 》ds, 柚 ∈(E), ten,

をみたす =L∈I:((E),(E)')が一意的に存在し(位相線形空間の一般論),(=̀)は再び圭子
確率過程となることが証明される.これを

■■
エt=
/at
L.ds

とかき,圭子確率過程 tLJのdSに関する積分という.さらに(=L)はL:((E),(E)')の位
相に関して,微分可能で

孟 =t-Lt
が成り立つ.

§2･1･6で導入した消滅過程 tAtlと生成過程 tAI+)は上の意味で横分表示される:

At-/:aBds, At･-/.ta:ds･
その微分は(3.1)から求められるが,もちろん(2.3)と一致する.

(3･1)

3･2･2 量子確率稚分の定義 量子確率過程 tLt)⊂I:((E),(E)')に対して,tL.a.),(a,'LJ
も量子確率過程になることが証明される.したがって,量子確率過程 tL.)に対して新しい
量子確率過程

/atL･aBds, /ata:LJds
が定義される.前者をtLt)の消滅過程に関する量子確率積分,後者を tLt)の生成過程に
関する量子確率積分あるいは量子的Hitsllda-Skorokhod積分という.

これらは,従来議論されている様々な量子確率積分を含む一般的なものになっている.また,

これらは(適当な技術的条件のもとで)作用素値関数trlLt∈I:((E),(E)～)のRiemann-
Stieltjes棟分と-致する.例えば,

/atLBaJds-lid-∑L･i(A仙 -AB,･)= /atLJdAB･ (3･2)

直後の議論との比較のため,分点の取り方をIta型としたが,ここでは重要ではない.

3.2.3 適合過程の圭子確率積分 適合過程は,生成 ･消滅過程の未来の増分と可換であ

る.より正確には,量子確率過程 (Lt)⊂i:((E),(E))が適合していれば,定義からすぐわか
るが, 1

lLt,At+A-At]-0, t∈R, h≧0,
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が成り立つ.このとき,(適当な技術的条件のもとで)

･idm∑L:,･(A:,I.1- A:,･)≡/atLuA:-(/atLJdA･)'-/ata:L:ds (3･3)

であり,左辺は L:((E),(E)～)内で収束する･今度は,It6型の分点の取り方が重要である･

(3.2)と比較せよ.

ホワイトノイズ解析による定式化によれば,個数過程は

･t-/.ta:aBds-/:a搬 (3･4)

で定義される･この表現は,(a)量子確率過程 tat'at)の通常の積分･,(b)生成過程の消滅過

程に関する量子確率積分;あるいは(C)消滅過程の生成過程に関する量子確率積分ともいえ
る.さらに,(a)の見方では適合過程の通常の積分,(b)の見方では適合過程のIta型量子確
率棟分である.個数過程に関する量字確率積分に特別な役割を与える立場もある【1ll,【20].

3.2･4･t子It6公式 2つの適合過程(LtHM.)に対する量子確率積分

･.-/:L,dA!, a.-/:定dA!, A三,A!-A∴- A;,
の合成 =tJ?tを再び量子確率積分で表現することを考えよう.

(A!,A王)-(A｡,AB),(A:,A,),(A:,A:)の場合は,

･tat-/atLanadA!I/at=BMsdA!･
また(A!,A!)-(A.,A;)のときは,

･tnt-/atL,n･dA･･/at=･M.dA:I/atLBMJds

(3.5)

(3.6)

となるが,この場合は合成が (E)上で定義されないので,=の定義域を拡張しておく必要
がある.これらの公式は,例えば,Riemann和によって検証される.

標語的に公式を書き出せば,

dAt･ddt=dAI'･dAI'-dAi'･ddt=0I dAt･dAt'=dt

である.Hudson-ParthaBara.thyl111に始まる量子確率積分では,もう一つ個数過程(3･4)に

関する量子確率横分

/atL･d̂･
が別扱いされるので,d4.との関係が必要で,それらをひっくるめて量子It6公式と呼んで
いる.′我々ゐ立場では,個数過程を特別扱いせず,

aLdt･atdt-ai'dt･at'di-a;dtIatdt=0, atdt･a;dt-dt

をもとにすべての関係式を導出する.
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3.3 応用と補足

3.3.1 量子 Langevin方程式 散逸のある量子系で最も単純なものとして,自由度 1の

量子調和振動子が熱浴と相互作用するモデルを考えよう【5】.ただし,ここで述べるものは
あまり物理的ではないようだ.しかしながら,【2】などで論じられている量子確率微分方程
式を,我々の立場から見直すにあたってのヒントにはなるだろう.

Hilbert空間L2(A,dx)上の消滅-･生成作用素を

b-新 .孟), b･-新 -計 lb,b･]-I･

とおく.このとき,自由度1の量子調和振動子のHamiltonianは

Hty.-hub+b

で与えられる.一方,熱浴はFock空間L2(E■,IL)～-Il(Hc)上のHamiltonian

Ht-h
JRsa.+a.ds

で表される.さらに,これらの2つの系の相互作用がL2(R,血)⑳L2(F■,p)上のHamiltonia.A

Hint-ih信 /A(bea:-b･@a･)ds, 7,0

で与えられるものとする.このとき,全系のHam iltonia.A

H-H.y.⑳I+I⑳Hb+Hint

は Gelf血dの三つ組

S(A)㊨(E)⊂L2(A)⑳L2(E■,p)⊂(S(A).㊨(E))+-S'(R)㊨(E)'

を用いて議論することができる.正確には,ベクトル値(今の場合なら,S(R)や S'(R)に値

を取る)ホワイトノイズ超関数の理論が必要になるが,これまでに述べてきたスカラー値の

場合と並行した結果が確立している【14】.
さて,Heisenberg方程式から出発して得られる,システムの消滅作用素 bの時間発展は,

量子 Langevin方程式

空色 __
dt (iw･芸)V(牛 信 /Re-i･tI@aads･ 'V(0)-b@I･

で記述される.,第2項は,これまでに議論してきた積分核作用素であり,時間パラメーター

tをもつ圭子確率過程になっている.特に,V(i)はS(R)㊨(E)上の連続線形作用素のなす
空間内の圭子確率過程となる.
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3.3.2 秋分核作用素における部分秋分 いつも通り,超関数f∈E昌の α階尊関数f(a)
を

(I(a),i)-(-1)α(I,i(α)), E∈Ec,
で定義する･さて,基本的な圭子確率過程t-a.∈i:((E),(E)),i-a,'∈I:(L(E)',(E)')は
ともにC∞一級であって,

a≦4'≡芸at= (-1)a=0,i(6.'a'), 芸at･-(ll)α=1.0(6.'a')-(aia')', (3･7)

が成り立つ.非負の整数 α1,- ,αJ,β1,-･,βm に対して

/A..mK(81･･-,S･7tl,- ,i-)ai;1'■-･aiT･''a!fl'･-a～PJ'dsl･-dsLdtl･I･dt--

=(-1)al+''̀+a'+β1+…+βT=1,.n
∂α1+-+αt+Pl+-+βTnfC

∂S;1･･･∂sF'∂ifl･-aler

と定義する.これによって,通常の棟分の場合と同じ形で積分核作用素における部分棟分が

可能になる【181.

3.3.3 Particle且uxdensity 特に興味深いものは

J(i)-L=-1,1(6;⑳6t⊥6t⑳6;)-aJa;-(a;)♯at, t∈R,

である･明らかに,J(i)∈i:((E),(E)')である･走数倍の違いはあるが,物理学の文献 【7],
[81に倣って,J(i)をparticleAuxdensityまたはmomentumdensityと呼ぼう.

我々の枠組みでは,JはL:((E),(E))一億超関数であることがわかる.詳しくは,a∈Ecに
対して

《J(a)Qe,Qq))- e'f･q'JRa(i)(EI(i)q(i)-i(i)71(i))di, E,叩∈Ec･ (3･8)
をみたす J(a)∈I:((E),(E))が一意的に存在し,さらに a- J(a)は連続,すなわち,

J∈I:(Ec,I:((E),(E)))となる.(3.8)の右辺は

/Ra(i)((J(i)4摘 》dt,

に一致するので,

J(a)-/Ra(i)J(i)dt, a∈Ec,
と表そう.これはsmea.redparticleAuxdensityと呼ばれる.

3.3.4 ベクトル場の表現 直接計算することによって,

lJ(a),J(a)]-2J(abI-a'b), a,a∈Ec,

-90-
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がわかる･一方で,各 α∈Etこ対してR上のベクトル場X(a)-a(i)芸 を対応させ,その
ようなベクトル場の全体をvecto(A)で表そう.

lX(a),X(a)]-X(abl-a'b), a,b∈E, ･(3.10)

に注意すれば,vecto(A)がリー環をなすことがわかる.したがって,(3.9)と(3.10)をあわ

せて,aHiJ(a)はリー環 Vecto(T)の表現であることがわかる.指数写像を詳しく調べる

ことは,微分同相群のユニタリー表現を構成する上で興味深い.

3.3.5 多パラメーター量子ホワイトノイズ 初めに断ったように,この論文を通して,ホ

ワイトノイズ tw ,)のt∈Rは時間を想定してきた.しかし,ホワイトノ~ィズ解析の枠組み

そのものは,tの走る空間として多次元空間,例えば,Rdをとることができる.この場合は,
確率 "過程"ではなく確率 "場"と呼ぶのがふさわしい.多次元の場合でも直前の議論は同様

であり,Rd上のベクト)y場のなす Lie環の表現をホワイトノイズを用いて構成することが

できる.さらに,この議論を進めると,パラメーターJ≧0の量子的ポワソンホワイトノイ

ズとでも呼ぶべき圭子確率場 (a,+Ji)～(a.+Ji)が自然に導入される.こうして,物理学
者が研究したベクトル場の表現 【71,回はホワイトノイズ超関数の世界で正当化されている
ことがわかる.

付線 Gelfandの三つ組

A.1 定義

実 Hilbert空間 H の桐密部分空間 E に H の位相よりも強い局所凸位相が与えられて

いるとき,H とその双対空間 H'を内積を通して同一視する(Rieszの定理)ことによって,
包含関係

EcHcF (A.1)

が得られる. さらに,その強い位相に関して Eが核型空間になっているとき,(A.1)を

Gelfa･ndの三つ組 (Gelfandtriplet),nucleartriplet,あるいは riggedHilbertspace(儀装

Hilbert空間という訳語もあるがあまり定着していない)などと呼ぶ.

核型空間Eとその上の連続なHilbert型内積から始めてもよい.その内積に関してEを

完備化したものをH とすれば,上に述べた状況になるので Gelfandの三つ組が得られる.

また複素空間でも同様であるが,H とH'との同一視に標準複素双線形形式を使うか,エ

ルミート内積を使うかで若干の違いを生ずる.この論文では,一貫して標準複素双線形形式

を使っている.

Gelfandの三つ組は,従来のHilbert空間におけるスペクトル理論を拡張するために導入

された【61.それによって,H上の自己共役作用素の連続スペクトルが固有値のように取り
扱えるようになるが,対応する固有ベクトルは,Hではなく拡張された空間F に属するこ

とになる.物理的応用としては,量子力学におけるオブザーバブルを連続作用素として取り

扱ったり,複素固有値に意味づけしたりするのに用いられる[3日4ト

- 9 1 -
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A.2 自己共役作用素による構成

H を可算次元の実 Hilbert空間とする.Aを H上の正の自己共役作用素でA-1が
HilbeTt-Schmidt型になるものとする.このときAのスペクトルは固有値のみから成り,そ
れを

0<入o≦ 入1≦ ･･･≦入j≦-･-∞

とすれば,IIA-1IL2HS-∑,r=｡̂;2<∞ である･各固有値 入,･に対応する正規化された固有
ベクトルを e,･とおく.それらはH の正規直交基底となる･

さて,任意のp∈Rに対して,

00

lEL芸-∑(i,e,.)2人,?p, E∈H,
j-0

とおく･今,p>_OとしてLEIp<∞ をみたす E∈Hの全体にHilbert塑ノルムHp を考
え合わせたものをEpとおく･次に,p>0のときは,すべてのE∈H Lこ対して 圧Lp<∞

であるが,HCまもはや L･Lp に関しては完備ではない･完備化をE-p とする･こうして,
Hilbert空間の系列 tEp)peRが構成された.'ノルムの関係式‥

1引p≦pqI引p.., p-A.ll, p∈R, q≧0,

から,自然な包含関係

(A･2)

･･･-⊂Eq⊂ -･⊂Ep⊂ ･-⊂Eo-

=H⊂ - ⊂E-p⊂ - ⊂E-q⊂-, 0≦p<q, (A･3)

が得られる.このとき,

E-nEp
p≧0

はHの桐密部分空間になり,(HplpeRを定義ノルム系とする局所凸位相が一意的に導入さ
れる.実際には,(A.2)からわかるように,ノルムは整列されているから,Eは可算Hilbert
空間と呼ばれるものになっている.最後に,A~1が Hilbert-Schmidt型であることから,E
は核型空間となる~.したがって

EcHcE'

は GelfaAdの三つ組となる.ここで述べた可算 Hilbert核型空間やGelfandの三つ組は,

(H,A)から標準的に構成されたという.

A.3 双対空間

前節のようにGelfandの三つ組E⊂H⊂E.が与えられているとしよう.(A.3)によって

F =UE-p (A･4)
p≧0
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が(集合として)成り立つ.双対空間F に位相が必要な場合は強双対位相,すなわちEの

有界集合上の一様収束位相を与える.したがって,E■の位相はセミノルム系

IxLB=…:BPl(x,i)I, x｡E+,B｡E‥有界集合,

で定義される.ここで,B⊂Eが有界であるとは,Eの定義セミノルムのどれでみても有

界になっているものをいう.なお,(A.4)を位相もこめて理解するためには,右辺を局所凸
空間の帰納極限indlimE-pとすればよい･P~一00

A.4 績増加超関数

R上定義された実数値 L2-関数のなすHilbert空間をH-L2(A,dt)とする.微分作用素

A-1･t2一 芸 (A15)

を考えよう.変数tを1次元空間Rの位置を表す座標とすれば,Aは自由度1の量子調和振

動子のHamiltonianと考えてよい.H.をn次のHermite多項式とすれば,各n-0,1,2,-

に対して,

Aen-入nen, 入n-2(n+ 1), en(i)-(､斤2nn!)ll/2e~t2/2Hn(i), (A.6)

が成り立つ.ここで,固有関数系 ten)芸 ｡はHの正規直交基底であるから,Aは正の自己

共役作用素である.さらに,∑nc=｡入=2< ∞ であるから,A11は H 上の Hilbert-Schmidt

型作用素である.前節のことから (H,A)から可算Hilbert核型空間 E とGelfandの三つ

組 E⊂H ⊂F が構成される.実 は ,こ うしてSchwartzの急減少関数の空間と濃増加超

関数の空間が(位相もこめて)得られ て い るのである:

E-S(IR), È -S'(A).

多くの文献では,S(R)の位相は,セミノルム系

"fLIm,n≡胃欝 Itnf'n'(i)I, E∈S(A),

で定義されるが,(H,A)から導入される位相と-敦する.
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