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ある 2変数整関数及びその偏導関数の値の代数的独立性

慶應義塾大学大学院理工学研究科 井手春希

Haruki Ide 

Graduate School of Science and Technology, 

Keio University 

1 導入と先行研究

解析関数の代数的数における値の代数的独立性については種々の先行研究が存在する．特に，次のような性

質を有する整閲数の実例が知られている．その性質とは，任意の 0でない相異なる代数的数における任意の階

数の微分係数が代数的独立となるというものである．実際，西岡 [2]はそのような整関数の実例を次のように

構成した以下本稿を通して aはo< lal < 1を満たす（固定された）代数的数とする．また，関数J(x)のl階
導関数を j<ll(x)と表す．

定理 1.1(西岡 [2]).f(x) :=区こ。心＇砂と定めると，無限集合 {J(ll(a)I a E ij¥ l 2': O}は代数的独立で

ある．

さらに西岡 [3]は，定理 1.1における第級数 f(x)の係数 ak!の指数の数列 {k!h~o を等比数列｛沙｝戸o (d 

は固定された 2以上の整数）に置き換えた場合にも同様の結果が成り立つことを示した．

定理 1.2(西岡 [3]).dを2以上の整数とし， g(x):= I:':=o aが砂と定める．このとき無限集合{g(1l(a)I a E 
-x 
≪:)) , l 2': O}は代数的独立である．

定理 1.2のさらなる一般化は田中 [4]により得られた.nを正整数とする.R。，...,Rn-1を少なくとも一つ

が0でない非負整数とし， C1,... ,Cn を Cn ヂ 0 を満たす非負整数とする．線形回帰数列 {Rk}k~O と対応する

多項式<l>(X)を

Rk+n = c1Rk+n-l +・ ・ ・+ Cn恥 (k2': 0), 

<l>(X):=幻-c1Xn-l -・ ・ ・-Cn 

と定めるこのとき幕級数F(x)を
00 

F(x) := L研K砂 (1.1) 

k=O 

と定めれば，次が成り立つ．

定理 1.3(田中 [4])・<I>(士1)ヂ〇とし,<I>(X)の相異なる根の比はいずれも 1の堪根でないとするこのとき

無限集合{FC!l(a)I a E ijx, l :C:: 〇｝は代数的独立である．

上記は全て代数的数係数の募級数として表示される整関数に関する結果である．一方，代数的数係数の 1次

式を因子とする無限積として表示される整関数に関する先行結果も存在する.{Rけ陀oは定理 1.3の仮定を満



186

たす，等比数列でない線形回帰数列とし，

00 

G(y) := IT (1 -aRky) (1.2) 

k=O 

と定める．田中 [6]はG(y)の零点でない代数的数における微分係数の代数的独立性を示した．

定理 1.4(田中 [6])・<I>(士1)ヂ〇とし'<l>(X)の相異なる根の比はいずれも 1の幕根でないとする．さらに

{R叶陀oは等比数列でないと仮定するこのとき無限集合{G(m) (/3) /3 E 豆x\{a-R•h;;,o, m2':0}は代数

的独立である．

注意 1.5.<I>(士1)ヂ0かつ <l>(X)の相異なる根の比がいずれも 1の幕根でないならば <l>(X)の根Pl,・・・,Pn

はPl> max{l, IP2loo, ・ ・ ・, IPnloo}を満たす．さらに，漸近公式Rk= cp↑ + o(pnが成り立つ．ここで cは正
定数である（田中 [5,Lemma 4, Remark 4]参照）．

定理 1.3及び定理 1.4の仮定を満たす線形回帰数列 {Rkh::>。として，

F。=0, F1 = 1, Fk+2 = Fk+l十屈 (k 2". 0) 

で定義される Fibonacci数列｛凡｝戸oをとることができる．

2 主結果

{Rk}k::,:oは定理 1.4の仮定を満たす線形回帰数列とし， F(x),G(y)はそれぞれ (1.1),(1.2)の通りとする．

さらに 2変数整関数8(x,y)を

= = 
叩，y):=区aRkxkIJ (1 -aRk'y) 

k=O k'=O, 
k'-/-k 

と定める.8(x,y)はF(x)とG'(y)の2変数化の一種である．実際，

818 d1 

8が
-(x, 0) = -8(x, 0) = F<1>(x) (l:::. 0) 

dが
(2.1) 

及び
ame dm 
(1,y) = 8(1,y) = -G(m+l)(y) (m 2'. 0) 

f}ym dym 
(2.2) 

が成り立つ．

さて，本稿では定理 1.4で扱われていなかった G(y)の零点における高階微分係数をも考察する．そこで

G(y)の各点における位数を表す記号を導入する各代数的数(3に対し'非負整数Nf3を

N13 := #{k 2': 0 a―Rk = /3} = ord G(y) 
y=/3 

(2.3) 

と定める．注意 1.5より，有限個の代数的数f3を除いて Nf3は0または 1である．本稿の主定理は次のように

述べられる．
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主定理 2.1([1])・<I>(土1)ヂ0とし， <I>(X)の相異なる根の比はいずれも 1の幕根でないとする．さらに

{Rk}陀 oは等比数列でないと仮定する．このとき無限集合

｛が+me
枷 zaym
（→） aEざ， /3E ij, l 2 0, m 2 N13} LJ { G凶）(/3) f3 Eざ｝

は代数的独立である．

主定理 2.1から得られる二つの系を述べる第 1の系は，定理 1.3と定理 1.4で扱われた二つの無限集合の

和集合に G(y)の零点における高階微分係数を加えることで得られる集合の代数的独立性を主張するこれは

(2.1), (2.2), 及び主定理2.1より直ちに従う．

系 2.2([1]). 主定理2.1と同じ仮定の下で，無限集合

{F<1l(a) a Eざ， l2 0} LJ { Q(ml(/3) /3 E ij¥ m 2叫LJ{ a(m) (0) m 2 2} 
は代数的独立である．

第2の系は，次のような性質を有する 2変数整関数の実例を与える： a f= 0であるような任意の相異なる代

数点 (a,/3)における任意の階数の偏微分係数が代数的独立となる．実際， {R吋k2'.0が狭義単調増加ならば全て

の代数的数0に対して N13は0または 1であるから， 8(①，y)のyに関する偏導関数

(X) 

88 
B(x,y) := -(x,y) = IJ (1-aR'Y) x L -aRk1+Rk2砂1

ay (1-aRk1y)(l -a知 y
j=O k1,k22'0, 

k1-/-k2 

は上記の性質を持つ．

系 2.3([1]). 主定理2.1と同じ仮定に加え， {Rけ尼oは狭義単調増加とする．このとき無限集合

｛が+ms
枷 lfJym(a,/3) CYEざ， 3這， l2 0, m 2 0} 

は代数的独立である．

主定理 2.1は下記の定理 2.4より従う. (C x (C ¥ {a-Rk}陀 o)上の正則関数 H(x,y)と整関数 Fm(x)

(m 2 0)を

H(x,y) := L 
oo aRk砂

k=O 
1-aRky' 

加 H oo 

戸）：= fJym (x,O) = m!L訂 +l)Rk砂 (m=0,1,2,...) 
k=O 

により定める．

定理 2.4([1]). 主定理2.1と同じ仮定の下で，無限集合

｛正H
紐 fJym
(a,/3) aE百X,/3 E百¥{a-Rk}戸 o,l 2 0, m 2 0} 

u { 1¥岱(a) a E ij¥ l 2 0, m 2 0} LJ { G(/3) /3 Eざ¥{a―R叫 o}
は代数的独立である．
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定理 2.4はMahler関数の理論を応用することで得られる．その証明は [1]を参照されたい．一方，定理2.4

から主定理 2.1を導く議論は Mahler関数の理論と無関係であり，より広いクラスに属する関数に対して有効

である．従って，本稿の残りの部分では定理2.4を仮定して主定理2.1を証明する．

3 主定理の証明

これまでに，我々は幕級数 F(x)の係数列として線形回帰数列 {R叶k2:0を指数に持つ代数的数の列

{aRkh;,:oを考えてきた．一方，係数列の具体的な形は本節の議論において何ら役割を果たさない．そこで本節

では係数列として {aRkh;,:oの代わりにより一般的な代数的数の列 {ak}k;,:oを考える．

｛保h::>。を
1 
=: r > l 

limsup VJ面
(3.1) 

K→OO 

を満たす代数的数の列とし，

00 00 

0(x,y) :=区akxkIJ (1-a炉y),
k=O k'=O, 

k',f.k 
00 00 

f叫x):=ml区a;;'+l位 (m= 0, 1, 2, ...), g(y) := IJ (1 -aky) 
k=O k=O 

と定めるこれらの関数はそれぞれ {xEC  I lxl < r} x C, {x EC  I Ix < r}, Cにおいて収束する.a 

がo< lal < 1を満たす代数的数で {R叶貶0が主定理 2.1の仮定を満たす線形回帰数列ならば，注意 1.5よ
りlimk→00 ti扁瓦l=Oである．従って，この枠組みは第 2節の状況を ak= aRkの場合として含んでいる．
a1,,,,,asをa1= 1かつ〇 <I叫<r (1 <::: i <::: s)を満たす任意の相異なる代数的数とする．また凡，..., f3t 

を任意の 0でない相異なる代数的数とする．非負整数巧 (1<::: j <::: t)を

巧：= #{k〉0I ak = /3 J } = ord g(y) (1 <::: j <::: t) 
y=f3; 

と定める.njは(2.3)により定義される数N13,に対応する.(3.1)より ak→0 (k→ oo)であるから，十分大
きな非負整数k。が存在し， k2': k。ならば1-ak/3j =JO (l <:'. j <:'. t)が成り立つ．そこでUk:=ak+k。(k2': 0) 
とおき，関数0(x,y),fm(x) (mミ0),g(y)を

00 00 

如，y):=区如kII (1 -ak,y), 
k=O k'=O, 

k'-f.k 

ん(x):= ml文a;;い (m= 0, 1, 2, ...), g(y) := fr (1 -aky) 
k=O k=O 

と定める.L,Mを任意の非負整数とし，有限集合T,Tを

T:={が+m。(a;,も） 1 ::; i ::; s, 1 ::; j ::; t, 
枷吻m O::; l::; L, 巧::;m::; M +n1 } 

U{! 甜(a;) 1::; i::; s, 0::; l::; L, 0::; m::; M} 

LJ{g的）（約） 1::; j::; t}, 
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T':={ご二(ai,も） ;~: ~i, 心：ご'M}
u{屈(ai) 1:::; iさs,0:::; l:::; L, 0戸m□M} 
urn約） 11:::; j:::; t} 

と定める.N:=#T(=#かとする．次の命題は主定理2.1の証明において中心的な役割を果たす．

命題 3.1.集合T,Tの要素を適当に並べて得られる N次列ベクトルT*,T*が存在し， T*= PT* (mod ij州
が成り立つ． ここで P は代数的数成分の N 次下三角行列で，対角成分に 0が現れない． 従って特に

PE GLN(ij)である．

証明．有限集合T。jりを

と定めるただし

T。:={が+me伽，街） 1 :::; i :::; s, 1 :::; j :::; t, 
8蒻 ym l0(i):::; l:::; L, nj :::; m:::; M + nj } 

U{f甜(ai) 1 :::; i :::; s, 0 :::; l :::; L, 0:::; m:::; M} 

LJ {atml(も） 1 :::; j :::; t, nj :::; m :::; M + 1 + nj} , 

f。={。~;{):~(ai,も）昌言；因;!:::;M}
u{畑（叫 1:::; i :::; s, 0 :::; l :::; L, 0戸m:::;M}
LJ {9Cml(も） 1 :::; j :::; t, 0 :::; m :::; M + l} 

1 (i = 1), 
lo(i) := {。 (2:::;i:::; s) 

とおいた.0<1 = 1であり， (2.2)と同様に

{)ffi。
(1, む)= -g(m+l)(約） (1 S j St, 巧 Sm:SM+叫，

{)ym 

{)m。
{)ym 
(1, 街）＝ーgCm+l)(約） (1 S j S t, 0 S m S M) (3.2) 

であるから， T。，f。はそれぞれT,Tの要素を士1倍して得られる集合である．従って， To,Ti。の要素を適当に
並べて得られる列ベクトルTri,Triと，対角成分に 0が現れないような代数的数成分の N次下三角行列 P。が

存在し， Tei三 P。Tri(modず）が成り立つことを示せばよい．

まずf甜（叫 (1S i S s, 0 S l S L, 0 S m S M)を即(ai)(1 Si S s, 0 S l SL, 0 Sm  SM)の豆
を法とした 1次結合で表す.xの単項式R(x)を

R(x) := xk。

と定めれば， OSmSMに対して

= ko-1 ko-1 
fm(x) =m! L 哨+1位 +m'L哨+1砂=R(x)fm(x) +m! L 叫+1砂

k=ko k=O k=O 
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であるよって， 1::C: i ::C: s, 0 ::C: l ::C: L, 0 ::C: m ::C: M に対して

l 
l 

f甜(ai)二こし）R(l-h)(ai)尼（叫 (mod豆）
h=O 

である．これより 1::C: i ::C: s, 0 ::C: m ::C: M に対して

•• 。
ka, 
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fim := t(f m(aふJ:,,(a』,••• ,J;:l(a;)) (1::; i::; s, 0::; m::; M), 

f := ¥tfio, • • •, tf1M, tho,•••, thM,・ • •, tfso, • • •, tfsM), 
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、. ,、マ、 図）
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とおけば，

f三 Af ( mod IQ) 
(L+l)(M+l) 

） 

である．次にg(m)(約） (1~j~t, n1~m~M +I+巧）を g(m)(約） (1~j~t, 0~m~M + I)の1次

結合で表す.l~j~t に対し

Pi(Y) := (1 -/3;1y)巧€豆[y], Q1(y) := kfil (1 -aky) E Q[y] 
k~O, 
a豆町1

と定めれば，
ko-1 oo 

g(y) = II (1 -aky) x II (1 -aky) =凡(y)Qj(y)g(y)
k=O k=ko 

であるよって，
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を得る．これより l<;j<:::tに対して
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である.njの定義より，各k(0 <; k <; k。— 1) に対して H勺二， k'f-k(l -ak,y)はij[y]において 1一釘―lyで
少なくとも max{nj -l, O}回割り切れる．そこで

防(y):= (l _ {3_;-1yrax{n;-1,0} E豆[y],

V;(x,y) ,~(苫知骨(1-o,,y)) 闊）ー'E 如 y]
と定めれば， (3.3)より

0(x,y) = R(x)乃(y)Qj(y)飢x,y)+防(y)Vj(x,y)g(y) 

であるここでmax{nj,1} + min{l, 巧｝＝巧+1より巧ーmax{n3―1,O} = min{l, 巧}(1 :S j :S t)であ

るから， 1:Si :S s, 1 :S j :St, lo(i) :S l :SL, 0 :Sm :SMに対して

[Jl+m十巧0

8蒻 ym+巧 (a占）

= htO UJ炉—h1)(a;) 名。（巧:~~: hJ戌 m-加）（約）::t;:!(a;, む）
m+min{l, 巧｝

＋ 互(max{nj―1, O} ;;: : ::n{l叫—加 hJuj; ニ；十二：］二塁(a凸）が加）（約）
(3.4) 

であるただし巧：= urax{巧ー1,0}¥y)E ijxである．特にi=lの場合は0:1= 1であるから， (3.2)と(3.4)

より， 1さj:S t, 1 :S l :S L, 0 :S m :S M に対して

が+m+巧0

8蒻 ym+nj(1, 約）

= L (l)R(l-h刈1)f (m+nj)乃Q]m-加）（約）::t;:!(1, 内）
h1=l h1 h2=0 巧 m-h2加

+ m+~ 喜:・巧}(max伍— 1,O} ;;: : :n{l, 巧｝ー加 h3)uj~ ロ＾十二:~;□竺(1,約）沢疇）
m 

-R四l)L (m+nj)乃Q]m-加）（約）g<い+ll(も）
h4=0 巧 m-h4 加

となる．今，

0ijl := t (が＋巧0 [Jl+l十巧0 [Jl+M十巧0
t {)西yn,(a;, ら）， 8西 yl+n,(a;, 約），...'{)蒻yM+n,(a;, い），

如＝（塁屈，均）， ;::~!(a;, 均），':~:{):い，も））
(1 :Si :S s, 1 :S j :St, lo(i) :S l :SL) 

とおき，さらに

(3.5) 

0;j := t(t0ij lo(i), t9ij lo(i)+l, ・ ・ ・, t9ijL), 尻：＝直;jl0(i), tjfij l0(i)+l, ・ ・ ・, t心） (1 :S i :S s, 1 :S j :S t) 
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とおく．このとき (3.4)と(3.5)より， 1<::: i <::: s, 1 <::: j <:: t, lo(i) <::: l <:: Lに対して

l 

％＝区 G)R(l-hl(a,)B因+D,jl9j 
h=lo(i) 
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とおけば

0 = cif +Dg 

である．以上より

(:)三 (H 〗)(i) (mo<lざ）
を待る．これは所望の 1次関係式である． ロ
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関数h(x,y)を
oo k 

h(x,y) :=区 akむ
k=O 
1-aky 

と定める.h(x,y)は第2節で定義された関数H(x,y)の一般化であり， {xE IC 11叫<r}x(IC¥{a;;-1h2:o,a.-/O) 

において収束する

命題 3.2.l,mを任意の非負整数とすると

及び

が+m。
西 l{)炉
(x,y) 

az+mh am-lh がh az+m-lh、
= g(y) {)西ym(x, y) + g(y)心 (h(l,y),... , {)ym-l (1,y), 戸 (x,y), ... , {)蒻ym-l(x,y)) 

が+mh
枷 l[Jym
(x,y) 

(3.6) 

= 1 が+me (0(1, y) l {)加10 1 が0 l [Jl+m-10 
g(y) {)西ym(x, y)Bm g(y) , ... , g(y) {)ym-l (l, y), g(y)加 (x,y),... , g(y) {)蒻ym-1(x,y)) 

(3.7) 

が成り立つ． ここで A叫X1,... ,X加 Y1,... ,Ym), B叫X1,... ,X加 Y1,... ,Ym) E Z[ふ，...,x加
Y1, ... ,Ym]である（ただし A。=B。=0とする）．特に，

及び

が+m。
紐 aym
(x,0) = f甜(x)+心 (to(l),... , f m-l (1), .fi位(x),... , f悶 (x))

が+m。
閾(x)= a蒻 ym(x,O)+Bm(0(1,0), ... 

am-10 が0 az+m-10 
, 8ym-l (1, 0), 加 (x,0), ... , 8xl8ym-l (x, 0)) 

が成り立つ．

証明.g(y)の対数微分より

= = -ak 
g'(y) = IT (1 -ak,y) x~ 
k'=O k=O 

l -aky 
= g(y)(-h(l, y)) 

であるこれより m::>:1に関する帰納法によって

g(ml(y) = g(y)心 (h(l,y),... , :; ニ~(l,y))
となることが分かるただし Cm(X1,... ,Xm) E Z[ふ，...,Xm]である．このことと

00 00 

a砂
k 

0(x,y)= IT(l-a炉y)X区 =g(y)h(x,y)
1-UkY 

k'=O k=O 

より (3.6)が従う．さらに (3.6)より

(3.8) 

(3.9) 

が+mh 1 [)l+m0 {)m-lh がh が+m-lh
珈 {)ym(x,y) =戸8西 ym(x, y) -Am (h(l, y), ... , {)ym-l (1, y), 戸 (x,y), ... , {)蒻ym-1(x,y)) 

(3.10) 
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を得る.(3.10)において m= 0, 1,2, ... と順次考えることで，任意の非負整数mに対して (3.7)が成り立つこ

とが分かるさらに (3.6)と(3.7)の両辺に y=Oを代入し

が+mh

西 zaym
(x,0) = f甜(x)

を用いれば(3.8)と(3.9)がそれぞれ従う． 口

以上の準備の下，定理2.4を仮定して主定理2.1を示す．

主定理 2.1 の証明• 0<1, •••,as を °'1 = 1であるような任意の 0でない相異なる代数的数とし，出，．．．，出を任

意の 0でない相異なる代数的数とするまた Ni:= N13, (1 :'::'. j'.'::'. t)と表す．主定理2.1を示すためには，任

意の十分大きな整数L,Mに対し，有限集合

S:={が+me(a凸） 1 S i S s, 1 S j S t, 
釦lf)ym O S l S L, Ni S m S M + Ni } 

叫こ：屈，0) 1 S i S s, 0 S l S L, 0 S m S M} 
LJ { G(N,l(約） 1sjst} 

が代数的独立であることを示せばよい．命題3.2の(3.8),(3.9)より， Sの代数的独立性は

T:={が+me(a占） 1 s i s s, 1 s j s t, 
紐 oym O S l S L, Ni S m S M + N1 } 

u{~ 甜(a,) 1 s i s s, 0 s l s L, 0 s ms  M} 
u{a図）（約） 1sjst} 

の代数的独立性と同値である.Rk→ oo (k→ oo) であるから，十分大きな非負整数 k。が存在し， k~k。なら

ばl-a恥約ヂ0(1 S j St)が成り立つ．そこで応：=Rk+k。 (k ミ 0) とおく．｛応h~。も主定理 2.1 の仮
定を満たす線形回帰数列である．関数8(x,y),Fm(x) (m~0), G(y), 打(x,y)を

00 00 

的，y):=区a叫 kIT (l -aR•, y), 
k=O k'=O, 

k'#k 

00 

和(x):=m!La(m+l)私砂 （応 m~M),
k=O 

00 00 
a加砂

⑳)： = IT (1 -aiiky), 且(x,y):=区
k=O k=O l -aり

と定める．命題3.1より， Tの代数的独立性は

f := { :~;;Y! (ai, も)~ ~: ~i, 冒~s五｝
u{四（叫 1S i S s, 0 S l S L, 0 S m S M} 
u{娼） lSjSt} 
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の代数的独立性と同値である．命題3.2の(3.6),(3.7)より， Tの代数的独立性は

fj := { ;::;y! (a;, 約） ~ ~: ~i, 心二jm_:;~,M}
u{四(a;) 1 _::; i _::; s, 0 _::; l _:; L, 0豆m_::::M}
u{犀） 1 _::; j _:; t} 

の代数的独立性と同値である．線形回帰数列 {Rk}k:>Oに対する定理2.4より Uは代数的独立であるから，主
定理2.1が示された． ロ
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