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!-equitableの一般化とランダムウォーク

早稲田大学大学院基幹理工学研究科数学応用数理専攻西村優作

Yusaku Nishimura 

Graduate School of Fundamental Science and Engineering, Waseda University 

本稿では、 AidaAbiad氏(EindhovenUniversity of Technology, Vrije Universiteit Brussels)との共同研

究により得られた結果［2]について報告する。

1 はじめに

グラフのランダムウォークとは、グラフ内のある頂点に存在する粒子が辺に沿って異なる頂点にランダムに

遷移する離散時間確率過程のことである。特に、頂点が等しい確率で選ばれる際にこれをシンプルランダム

ウォークと呼ぶ。ランダムウォークによるグラフの頂点uから vへの期待到達時間とは、頂点uからランダ

ムウォークを始めた時に、初めて頂点 Vへ到達するまでにかかるステップ数の期待値のことである。グラフの

期待到達時間はそのグラフの隣接行列から計算できるが、一部の対称性の高いグラフにおいては隣接行列より

も少ない情報で計算できることが知られている。例えば、距離正則グラフと呼ばれる、グラフ内の頂点間の距

離に対して高い対称性を持つグラフがある。このグラフにはintersectionarrayと呼ばれるパラメータが与え

られており、距離正則グラフの期待到達時間はintersectionarrayの情報のみで計算できることが知られてい

る[3,6, 9]。更に、 !-equitableグラフと呼ばれる、距離正則グラフの一般化においても同様に隣接行列より

も少ない情報で期待到達時間が求まることが知られている［8]。本稿では、 !-equitableグラフを一般化した弱

!-equitableグラフと呼ばれるグラフを定義し、そのグラフの期待到達時間の公式を与える。更に、弱里み付

き!-equitableグラフを定義し、そのようなグラフ上でのマキシマルエントロピーランダムウォークによる期

待到達時間の公式を与える。これらの一般化によって、距離正則化グラフや擬距離正則グラフなどの期待到達

時間を求める。本稿の構成は以下の通りである。第2章では基本的な用語と、 !-equitableに関する期待到達

時間に関する結果を述べる。第3章では弱!-equitableを定義し、期待到達時間の公式を与え、また距離正則

化グラフの期待到達時間を与える。第4章では重み付き弱!-equitableを定義し、マキシマルエントロピーラ

ンダムウォークによる期待到達時聞の公式を与え、また擬距離正則グラフの期待到達時間を与える。第5章で

は、今後の課題を紹介する。

2 !-equitableグラフ

2.1 用語の諸定義や表記

ある集合Vによって添え字づけられている WX VIの行列Aがあるとする。本稿では、任意の VEVに
対して、 A_vをAから v行v列を除いた行列を表すことにする。またベクトルxに対して、そのv成分を Xv

と表記することにする。グラフの頂点 Vに対してその近傍集合を N(v)と表記し、グラフ Gの2頂点に対し
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て距離を与える関数を da(u,v)と表記する。 Gが明らかである時は、 d(u,v)と表記する。まず、グラフのシ

ンプルランダムウォークないし期待到達時間の定義を与える。

定義 2.1（シンプルランダムウォーク）．グラフ Gの隣接行列を A=auvとして、 D= duvを対角行列で、

心＝どuEGa四とする。この時、左推移確率行列を AD-1とするマルコフ連鎖をグラフ G上のシンプルラ

ンダムウォークと呼ぶ。

定義 2.2（期待到達時間）．グラフ G上のシンプルランダムウォークによる期待到達時間とは、頂点vからシ

ンプルランダムウォークを始めた時に初めて頂点uに入るまでにかかるステップ数の期待値である。

グラフ Gの隣接行列を A=auvとして、 D= duvを対角行列で、 dvv= LuEG auvとする。この時、

H(G; (v,u)) = -l((AD-1)-v -I犀とすると、これがGの頂点uから vへの期待到達時間となることが知

られている。ただし、 1は全ての成分が 1のベクトルである。本稿では、グラフ Gのシンプルランダムウォー

クによる uから vへの期待到達時間を H(G;(v,u))と表記する。

2.2 !-equitable 

次に、 !-equitableについて定義する。まず、 equitable分割と呼ばれるグラフの頂点分割を定義する。

定義 2.3(Equitable分割）．グラフ Gの頂点集合の分割P={Vo,..., Vr} があるとする。任意の頂点 v€ V, 

に対して、 |N(v)n馴＝q，3が成り立つような整数q9JがO:Si,j:Srの任怠のi,jに対して存在する時、こ
れを equitable分割と呼ぶ。また、このqi]を商行列(quotientmatrix)と呼び、qi]を隣接行列とするグ

ラフを商グラフ(quotientgraph)と呼ぶ。

Equitable分割を用いて、 !-equitableグラフが定義される。

定義 2.4(f-equitable[8]). Gをグラフとして、頂点集合を Vとする。f:Vx V→{xo，．．．，叫｝なる関数f
があるとして、 Fx;(v):= {u EV I f(v,u) = x,}かつ

P(v) := {Fx。(v),Fx, (v),..., Fxr(v)} 

なる Vの分割を考える。任意の頂点vに対して分割P(v)が下記の条件を満たす時、 Gが!-equitableである

と呼ぶ。

• Fx0(v) = {v}となる。

• P(v)がequitable分割である。

• P(v)の商行列が Vの取り方によらない。

また、 P(v)の商行列を Gのfによる商行列と呼ぶ。同様に、 Gのfによる商グラフを、 Gのfによる商行

列を隣接行列とするグラフとする。

f: VxV→{x□,・・・,Xr}なる関数fがある時、 A;という行列をJ(u,v)= x;の時に UV成分が1で、他
の場合には0とする行列とすることで、fと一対ーに対応する r+l個の行列を考えることが出来る。これを

用いることで、 !-equitableをfを表す行列の集合{A。,...,Ar}を用いて定義することが出来る。
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定義 2.5（行列を使った !-equitableの定義）． Gの隣接行列を Aとして、 {A。,...,Ar}を0と1のみからな
るr+l個の行列とする。 Aと{A。...,Ar}が下記の条件を満たす時、 (A,{A。,...,Ar})が!-equitableで
あると呼ぶ

. A。=Iである。

・ど:=0A;= Jとなる、ただしJは全ての成分が1の行列。

·O さi ~r となる全ての整数iに対して、q9Jという整数があって、

T 

A;A=L9iJAj 
j=O 

となる。

!-equitableグラフの期待到達時間について、以下の定理が知られている。

定理 2.1([8]). Gが!-equitableであるとし、 Gのfによる商グラフを GQとする。この時、

H(G; (v,u)) = H(GQ; (f(v,v),f(v,u))). 

この結果を用いると、例えば距離正則グラフと呼ばれるグラフの期待到達時間をそのパラメータから求める

ことが出来る。

定義 2.6（距離正則グラフ）．グラフ Gに対して、任意のiに対して距離がiであるようなどんな 2頂点u,v

を選んでも、 vから距離がi-1かつuと隣接する頂点の数がちょうど Ciであり、またvから距離がi+lか

っuと隣接する頂点の数がちょうどbiとなるような整数bi,Ciが存在する時、 Gを距離正則グラフと呼ぶ。ま

た、 {b。,...,b△G-1; cい• •.,C知｝を G のintrsection arrayと呼ぶ。ただし、△GはGの直径である。

グラフ Gに対して、 dを2頂点の距離を与える関数とする。この時、 Gが距離正則グラフであることと G

がd-equitableであることは同値であり、従って距離正則グラフの期待到達時間が定理 2.1より求まる。他に

もいくつかのグラフの期待到達時間が求まることが知られている [8]。

3 弱!-equitableと期待到達時間

この章では弱!-equitableグラフを定義し、その期待到達時間の公式を紹介する。また、その応用として距

離正則化グラフの期待到逹時間を与える。

定義 3.1（弱!-equitable).Gをグラフとして、頂点集合を Vとする。f:Vx V→{ C1'...'Cs心 1,...，年｝

なる関数fがあるとして、 Fx,(v):= {u EV I f(v,u) = Xi}かつ

P(v) := {Fe, (v),..., Fe, (v), Fx, (v),..., Fxr(v)} 

なる Vの分割を考える。任意の頂点vに対して分割P(v)が下記の条件を満たす時、 Gが弱!-equitableで

あると呼ぶ。

• Fe.(v) = {v}となるiが存在し、またji= iならばFe,(v)= 0。
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• P(v)がequitable分割である。

• P(v)の商行列がf(v,v)の値にのみ依存する。

また、 P(v)の商行列を Gのfによる頂点 Vの商行列と呼ぶ。同様に、 GのIによる頂点vの商グラフを、 G
のfによる頂点vの商行列を隣接行列とするグラフとする。

弱 !-equitableと!-equitableとの違いは、商行列が頂点によって変化しても良いという点である。f-

equitableと同様に、fと対応する行列の集合 {A。,...,Ar}を使って弱 !-equitableを定義することも出

来る。

定義 3.2（弱!-equitableの行列を使った定義）． Gの隣接行列を Aとして、 {A。,...,Ar}を0と1のみから

なる r+l個の行列とする。 Aと{A。...,Ar}が下記の条件を満たす時、 (A,{A。，．．．，ふ｝）が弱!-equitable

であると呼ぶ

•ある c という整数があって、ど:=0A; =Iとなる。

•こ：＝0A; = Jとなる、ただしJは全ての成分が 1の行列。

・〇：：：：： i ：：：：： rとなる全ての整数iに対して、qiJという整数があって、

r 

ふA=L%Aj 
j=O 

となる。

弱/-equitableであるグラフの期待到達時間は、 /-equitableと同様に商グラフの期待到達時間と一致する

ことがわかった。

定理 3.1.Gを弱!-equitableとして、 Gのfによる頂点vの商グラフを GQ(v)とする。この時、

H(G; (v,u)) = H(GQ(v)i (j(v,v), j(v,u))). 

定理 3.1から、距離正則化グラフと呼ばれるグラフの期待到達時間を計算できる。

定義 3.3（距離正則化グラフ）．グラフ Gの任意の頂点vと任意の整数iに対して、 vからの距離がiであるよ

うなどんな頂点uを選んでも、 vから距離がi-1かつuと隣接する頂点の数がちょうどc;(v)であり、また

vから距離がi+lかつuと隣接する頂点の数がちょうどb;(v)となるような整数b;(v),c;(v)が存在する時、

Gを距離正則化グラフと呼ぶ。また、し(v)= {bo(v),..., b△c(v)-1(v);c1(v),...,cふ (v)(v)}をGの頂点vの

intrsection arrayと呼ぶ。ただし、△c(v):= max{d(v,u) I u EV}である。

Gが距離正則化グラフであり、かつ任意の頂点vに対してし（v)がvの取り方によらない時、 Gは距離正則

グラフである。従って、距離正則化グラフは距離正則グラフの一般化である。特に、し（v)がちょうど2種類し

かない時、これを距離二部正則グラフと呼ぶ。距離正則化グラフは、距離正則グラフあるいは距離二部正則グ

ラフに限ることが知られている [7]。また、距離正則グラフ上の期待到達時間は [3,6, 9]において示されてお

り、距離二部正則グラフ上の期待到達時間は [5]において示されている。定理 3.1を用いることで、これらの

結果をまとめることが出来る。
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定理 3.2.Gを距離正則化グラフとして、頂点vのintersectionarrayを

とする。また、

し(V)= [ bo[V) []] i]]宣言VV}] 

0 c1(v) 
bo(v) a1(v) 

Q(v) = 
柘(v)

CDv-1(v) 
a広ー1(v) cvv(v) 
b広ー1(v) avv(v) 

とすると、 H(G;(v, u)) = H(GQ(v)i (0, d(v, u))) である。ただし、 Gq(v)はQ(v)を隣接行列とするグラフと

する。

4 重み付き !-equitableと期待到達時間

本章では、重み付き equitable分割を用いて、弱重み付き !-equitableグラフを定義し、そのグラフ上での

マキシマルエントロピーランダムウォークによる期待到達時間の公式を紹介する。加えて、弱 !-equitableグ

ラフのマキシマルエントロピーランダムウォークによる期待到達時間も与える。また、擬距離正則グラフの期

待到達時間を与える。

まず初めに、菫み付き equitable分割を定義する。

定義 4.1（重み付き equitable分割）．グラフ Gの隣接行列を Aとして、その最大固有値を入とする。更に、

ふに対応する固有ベクトルを vとする。また、 Vは成分が全て正かつ llvll= 1とする。 P= {Vi,・・・, Vm} 

をGの頂点集合の分割とすると、 lSi,jSmである任意の整数i,jについて、任意の頂点V€ VJにおける

的(v)を下記で定義する。

兄(v):=—ど％・
凶 uEN(v)nV, 

1 S i,j Smを満たす任意のi,jと任意の 2頂点u,vEv;について兄（u)=的（v)が成立する時、 Pを重み

付き equitableと呼ぶ。また、兄＝ B*をPの重み付きintersectionnumbersと呼ぶ。

注意として、 Perron-Fro beniusの定理から vの成分を全て正に取れることが知られているから、どんなグ

ラフに対しても条件を満たすッは存在する。 equitable分割は常に軍み付き equitable分割であることが知ら

れている。

補題 4.1([1]). Gをグラフとして、 AをGの隣接行列かつ1./を最大固有値に対応する固有ベクトルとする。

P ={Vi,..., Vr}をグラフ Gの頂点の分割とする。 Pがequitableである時かつその時に限り、 Pは重み付

きequitableかつ任意の V,E Pについて、 Kの全ての頂点uについて1./U の値がiにのみ依存する。また、 P
がequitableである時、その商行列Qと軍み付きintersectionnumbers B*について

B* = DvQD;;1, 

となる。ただし、 D,,= diag（巧，．．．，玲）。
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従って、重み付き equitable分割とはequitable分割の一般化になっている。重み付き equitableを用いて、

弱重み付き !-equitableを定義する。

定義 4.2 （弱重み付き !-equitable).G をグラフとして、頂点集合を V とする。f :VxV→ 
{c1,...,cs,...，年｝なる関数fがあるとして、 Fx,(v):= {u EV I f(v,u) =ふ｝かつ

P(v) := {Fe, (v),..., Fe, (v),Fx, (v),...,Fx)v)} 

なる Vの分割を考える。任意の頂点 V に対して分割 P(v)が下記の条件を満たす時、 Gが弱重み付き

!-equitableであると呼ぶ。

• Fc,(v) = {v}となるiが存在し、またjf= iならばFc,(v)= 0。

• P(v)が重み付き equitable分割である。

• P(v)の重み付きintersectionnumbersがf(v,v)の値にのみ依存する。

また、 P(v)の軍み付きintersectionnumbersをGのfによる頂点vの軍み付きintersectionnumbersと

呼ぶ。同様に、 Gのfによる頂点vの重み付き商グラフを、 Gのfによる頂点vの重み付きintersection

numbersを隣接行列とするグラフとする。

補題 4.1から、弱!-equitableグラフは常に弱軍み付き !-equitableグラフであることがわかるので、弱霜

み付き !-equitableは弱 !-equitableの一般化になっている。ただし、軍み付き equitableは、グラフに固有

ベクトルを使った重みを与えてしまうから、重み付きintersectionnumbersからシンプルランダムウォーク

の期待到達時間を求めることは難しい。しかし、重み付き equitableと同様な重みを与えるランダムウォーク

を考えれば、今までと同様に重み付き商グラフの期待到達時間から元のグラフの期待到達時間が決定できる。

定義 4.3（マキシマルエントロピーランダムウォーク［4]).グラフ Gの隣接行列を Aとし、その最大固有値を

ふ、そしてふに対応する固有ベクトルを V=（巧，．．．，％）とする。また、 Vは成分が全て正かつ llvll= 1と

して、 uの成分を対角に並べた対角行列を Dv= diag（巧，．．．，玲）とする。左推移確率行列を古DvAD；；lと
するマルコフ連鎖をグラフ G上のマキシマルエントロピーランダムウォークと呼ぶ。

定義 4.4（マキシマルエントロピーランダムウォークの期待到達時間）．グラフ G上のマキシマルエントロ

ピーランダムウォークによる期待到達時間とは、頂点vからマキシマルエントロピーランダムウォークを始め

た時に初めて頂点uに入るまでにかかるステップ数の期待値である。

グラフ Gにおける頂点 uから vへのマキシマルエントロピーランダムウォークによる期待到達時間を

Hm(G; (v,u))と表記する。弱重み付き !-equitableであるグラフの、マキシマルエントロピーランダムウォー

クによる期待到達時間について以下の定理が成立する。

定理 4.1.Gを弱重み付き !-equitableとして、 Gのfによる頂点vの重み付き商グラフを Gか（v)とする。

この時、

Hm(G; (v, u)) = H(GB•(v); (f(v, v), f(v, u))). 

ここで、補題 4.1より、弱!-equitableグラフのマキシマルエントロピーランダムウォークによる期待到達

時間も与えることが出来る。
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定理 4.2.Gを弱!-equitableグラフとして、fによる頂点vの商行列をQ(v)とし、 B*(v)= D,,Q(v)D；；1 
とする。この時、

Hm(G; (v,u)) = H(GB*(v)i (f(v,v), f(u,v))). 

ただし、 G圧（v)はB*(v)を隣接行列とするグラフとする。

また、定理 4.1の証明と同様な議論で、擬距離正則グラフと呼ばれるグラフのマキシマルエントロピーラン

ダムウォークによる期待到達時間もパラメータから計算できることがわかった。

定義 4.5（擬距離正則グラフ）．グラフ Gについて、頂点vからの距離による頂点の分割が重み付き equitable

である時、 Gをvを中心とする擬距離正則グラフと呼ぶ。

定理 4.3.Gが頂点vを中心とする擬距離正則グラフとして、 vからの距離によって得られる分割を D(v)と

し、 D(v)の重み付き商グラフを G圧とする。この時、

Hm(G; (v,u)) = H(G記 (O,d(v,u))).

更に、 D(v)がequitableである時、

H(G; (v, u)) = H(GQ; (0, d(v, u))) 

である。ただし、Q=D；；l圧 DUでぁり、 GQはQを隣接行列とするグラフでぁふ

5 今後の課題

本章では、今後の課題を二つ述べる。まず一つは、 !-equitableとアソシェーションスキームとの関係につ

いてである。例えば{A。,...,A社という d+l個の行列からなるアソシエーションスキームが与えられたと
き、 Ic {1, 2,..., d}として A=I:iEJAiとした時、 (A,{A。,...,Ad})は常に !-equitableになる。現在見
つかっている !-equitableグラフはこのようにアソシェーションスキームから考えられるグラフしか見つかっ

ていない。従って、アソシェーションスキームから作られていないような !-equitableグラフが存在するかま

だわかっていない。つまり、 (A,{A。,...,A社）が!-equitableであるが{A。,...,A叶がアソシエーションス
キームにならないような物が存在するかまだ分かっていない。

また、弱重み付き !-equitableであって、弱!-equitableでないようなグラフが存在するかどうかがわかっ

ていない。重み付き !-equitableについては、以下のことがわかっている。

定理 5.1.グラフ Gが重み付き !-equitableの時、 Gは!-equitableとなる。

つまり、軍み付き !-equitableであるが!-equitableでないようなグラフは存在しないことはわかっている。
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