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Abstract

Hensel 級数とは、 代数関数を特異点において展開した級数の一種で、 定義多項式を Hensel 構成すること
で計算される。 Hense\’i 級数は、 従来の級数と異なり人間が行って得られる級数に似ていて扱い易く、応用
面で有用と期待される。 SNC2007で著者らは、多変数 Hensel級数の次の性質を数値的に明らかにした。
1 $)$ 展開点の任意の微小近傍に収束領域と発散領域が混在する。 2) 複素空間内で Hensel級数を追跡する
と、 収束領域では元の代数関数によく収束するが、 発散領域を通過すると別の枝に飛び移ることがある。
本稿では、 これらの性質を理論的に解明し、 より強い性質を導く。

1 はじめに

Hensel 級数とは、代数関数を特異点において展開した級数の一種である。 $F(x, u)^{d}=^{ef}F(x, u_{1}, \ldots , u_{\ell})\in$

$C[x, u_{1}, \ldots , u_{\ell}]$ が与えられたとき、 $F(x, u)$ の $x$ に関する根として定まる関数 $\phi(u)$ を代数関数という :
$F(\phi(u), u)=0_{\text{。}}n^{d}=^{ef}\deg_{x}(F)$ が 5以上のとき、代数関数は一般にべき根では表すことができないので、

計算機では $\phi(u)$ を $u_{1},$ $\ldots$ , $u_{\ell}$ に関する級数に展開して扱うことが普通である。 本稿では、 $\ell\geq 2$ のとき、

すなわち多変数代数関数の Hensel級数のいくつかの重要な性質を理論的に解明する。
$s^{d}=^{ef}(s_{1}, \ldots, s_{f})\in C^{\ell}$ を級数展開の展開点とする。一般性を失うことなく、 $F(x, u)$ は既約 (したがっ

て無平方) であると仮定する。 $F(x, s)$ は無平方とは限らないが、 無平方なときは $F(x, u)$ の全ての根は

$u_{1}-s_{1},$ $\ldots,$ $u_{\ell}-s_{l}$ の整べき級数 (Taylor 級数) に展開できる。 $F(x, s)$ が無平方でないとき、 $s$ を $F(x, u)$

の Hensel 構成に対する特異点という。 $(\alpha, s)$ が代数幾何の意味で特異点のとき、 $slh$ Hensel 構成に対する

特異点であるが、逆は成立しない。 $s$ が特異点のとき、 $F(x, s)= \overline{F}(x, s)\cdot\prod_{i=1}^{r}(x-\alpha_{i})^{m_{t}}$
、
ただし $\overline{F}(x, s)$

は無平方で $m_{i}\geq 2$
、 と分解できる。 $\overline{F}(x, s)$ の各根に対応する代数関数は Taylor級数に展開できるから、

本稿では因子 $(x-\alpha_{i})^{m_{i}}$ に対応する代数関数たちを考察する。 $F(x, u)$ の上記因子のうち、 $(x-\alpha_{i})^{m_{i}}$ に

対応する因子を改めて $F(x, u)$ とおき、 $m_{i}=n$ とおく。 また、 一般性を失うことなく、 $s=0$ かっ $\alpha_{i}=0$

とする : $F(x, 0)=x^{m}$。 $F(x, u)$ がモニックでない場合は本稿では扱わない ([SI09] を参照)
。

$F(x, u)$ の $x$ に関する根として定まる代数関数を特異点で展開する方法は、既に二つも提案されている。

第一の方法は 1変数 Puiseux 級数展開法を帰納法で多変数に拡張したものである。得られる級数は全ての
変数について分数べきとなるが、いくつかの変数に関するべきが $-\infty$ になるのが難である。McDonald は
1995年、各変数を異なる無理数で重み付けすることにより、 この難点を解決した $[McD95]_{\text{。}}$ しかしながら、
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これらの級数はいずれも多変数 Taylor級数のように単項式の和で表され、級数全体の性質が非常に分かり
にくい。 たとえば収束領域を表す公式を求めることは至難であろう。

1993年、 Sasaki-Kako は Hensel構成を特異点に拡張することにより新しい展開法を考案し、拡張Hensel
構成 (以後 EHC と略記する) と命名した $[$SK93, $SK99]$。彼らはモニックな多項式を扱ったが、 2000年、

Sasaki-Inaba は非モニックな場合に拡張し [SIOO] 、 多変数多項式の因数分解における非零代入問題を決定的
ともいえる形で解決した $[Ina05]$。 EHC で計算できる級数は Hensel級数と命名され、次の性質を持つこと
が分かっている [SK99, IS07, $SI08a$]。

1. Hensel級数の初項は、 Newton 多項式 (2章を参照) と命名された多項式の根である。

2. Hensel 級数は、 $u_{1},$ $\ldots,$
$u_{\ell}$ の (重み付き) 全次数に関する分数べき級数で、係数部には $u_{1},$ $\ldots,u_{l}$ の

斉次有理式が現れ、 Newton 多項式の根である簡単な斉次代数関数が現れることもある。

3. Hensel級数の多価性は初項の多価性と同じである。

4. Hensel 級数の分母の多項式は、 その因子と他の因子全体との終結式のべき乗である。 このことより、
展開点近傍では、分母 $=0$ の点の近傍で幾つかの根 (代数曲面) が同じ値を取ることが分かる。

5. 展開点の任意の微小近傍に発散領域と収束領域が混在する。

6. Hensel級数は収束領域では元の代数関数によく収束する。

7. 発散領域を経由して Hensel 級数を追跡すると、 Hensel 級数は元の代数関数の一つの枝から別の枝に
飛び移ることがある。

上記性質 1 $\sim$ 4は理論的に導出されたが、性質 5 $\sim$ 7は $[$IS07$]$ で数値的に認識されたにすぎない。本稿
の目的は、性質 5と 7を理論的に解明し、 より強い性質を導出することである。

2 拡張 Hensel構成の復習

Hensel 級数の解析的性質を明らかにするには得られる級数を簡潔に表現する定式化が必要で、 そのため
に我々は二つの新しい定式化 (塊 Hensel 構成法と Hensel 因子の根表示と命名) を考案した $[SI08b]$ 。

2.1 ニュートン多項式

1章で述べたように、本稿では次式で表される多項式 $F(x, u)$ を扱う。

$\{\begin{array}{l}F(x, u)=x^{n}+f_{n-1}(u)x^{n-1}+\cdots+f_{0}(u),F(x, 0)=x^{n} ( 0 is a singular point).\end{array}$ (2.1)

EHC におけるキーとなる概念はニュートン多項式で、次のように定義される。

定義 1(ニュートン多項式) $w^{d}=^{ef}(w_{1}, \ldots , w_{\ell})\in N^{l}$ は変数 $u_{1},$ $\ldots,$ $u\ell$ の重みを表すとする ; $w=(1, \ldots, 1)$

でもよい。 $F(x, u)$ の $.0$ でない各項 $cx^{e_{x}}u_{1}^{e_{1}}\cdots u_{l}^{e_{t}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-}^{}$対し、 2次元直交座標系上の ( $e_{x}$ , et) に小点を打つ。
ここで $et=w_{1}e_{1}+\cdots+w_{f}e_{l}$ である。 直線 $\mathcal{L}$ を、 $(n, 0)$ にプロットされた小点と他の小点を通り、 $\mathcal{L}$ の下

にはどの小点もプロットされない、 との条件で定める。 $\mathcal{L}$ 上にプロットされる全ての項の和をニュートン
多項式と呼び、 $F_{New}(x, u)$ と略記する。 ◇

$\mathcal{L}$ の傾きを $-\lambda$ とする : $\lambda$ は今の場合、正の有理数である。 $e_{t}$ は重み付き全次数 (wtdeg と略す) であ
り、 $u_{i}=v_{i}^{w_{i}}$ $(i=1, \ldots , \ell)$ とすれば $v_{1},$ $\ldots,$ $v\ell$ の全次数である : $wt\deg_{u}(f(u))=t\deg_{v}(f(v_{1}^{w}’, . . ., v_{\ell}^{w_{\ell}}))$ .

$F_{New}(y^{\lambda}, v_{1}^{w_{1}}, \ldots, v_{\ell}^{w_{f}})$ は $y,$ $v_{1},$ $\ldots,$
$v\ell$ に関して斉次なので、 $F_{N}$

。$w(x, u)$ は $(\lambda, w)$-斉次であるという。
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$F_{New}(x, u)$ の根を $\alpha_{1}(u),$
$\ldots$ , $\alpha_{n}(u)$ とする ; 以下では多くの場合、 簡単に $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{n}$ と表す。

$F_{New}(x, u)=(x-\alpha_{1}(u))\cdots(x-\zeta y_{n}(u))$ , $wt\deg_{u}(\alpha_{i}(u))=\lambda$ . (2.2)

$\alpha_{i}(u)$ は代数関数のこともある。 $F_{hew}(x, u)$ が $(\lambda, w)$-斉次ゆえ、 各根 $\alpha_{i}(u)$ は $w$-斉次である。 第 4章で
は $F_{New}(x, u)$ の $C[x, u]$ での因数分解も必要となる。

$\{\begin{array}{l}F_{New}(x, u)=G_{1}(x, u)\cdots G_{r}(x, u),each G_{i}(x, u) is irreducible in C[x, u].\end{array}$ (2.3)

2.2 塊 Hensel構成

補助変数 $t$ を導入し、 $\overline{F}(x, u, t)$ を次のように定義する。

$\{\begin{array}{l}F(x, u) def= F_{New}(x, u)+F_{h}(x, u),\tilde{F}(x, u, t) def= F_{New}(x, u)+tF_{h}(x, u).\end{array}$ (2.4)

塊 Hensel 構成とは、 $t$ を法とする Hensel 構成である (高次項を一塊として扱う)
。 たとえば、 (2.3) の

$G_{1},$
$\ldots,$

$G_{r}$ を初期因子に選ぶなら、 Hensel 構成は次の関係式が成立するように行われる。

$\tilde{F}(x, u, t)\equiv G_{1}^{(k)}(x, u)\cdots G_{r}^{(k)}(x, u)$ $(mod t^{k+1})$ , $k=1,2,$ $\cdots$ .

塊 Hensel 構成により、我々は $\overline{F}(x, u, t)$ を次のように分解する。

$\{\begin{array}{l}\overline{F}(x, u, t)\equiv(x-\varphi_{1}^{(k)}(u, t))\cdot\overline{G}^{(k)}(x,u, t) (mod t^{k+1}),\varphi_{1}^{(0)}(u, 1)=\alpha_{1}, \tilde{G}^{(0)}(x, u, 1)=F_{New}(x, u)/(1-\alpha_{1}).\end{array}$ (2.5)

このとき, $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ が $\alpha_{1}$ に対応する Hensel級数である。

(2.5) を満たす塊 Hensel 構成は次のように実行される。便宜上、 $G_{1}^{(k)}(x, u, t)=x-\varphi_{1}^{(k)}(u, t)$ とおく。

$k-1$ 次の Hensel 因子 $G_{1}^{(k-1)}$ と $\overline{G}^{(k-1)}$ が計算され、次式を満たすとする :

$\tilde{F}(x, u,t)\equiv G_{1}^{(k-1)}(x, u,t)\cdot\overline{G}^{(k-1)}(x, u, t)$ $(mod t^{k})$ . (2.6)

まず、 $k$ 次の残余 $\delta F^{(k)}(x, u)$ を次式で計算する :

$t^{k}\delta F^{(k)}(x, u)\equiv\tilde{F}(x, u, t)-G_{1}^{(k-1)}(x, u, t)\cdot\tilde{G}^{(k-1)}(x, u, t)$ $(mod t^{k+1})$ ,
(2.7)

$\delta F^{(k)}(x, u)def=\delta f_{n-1}^{(k)}(u)x^{n-1}+\delta f_{n-2}^{(k)}(u)x^{n-2}+\cdots+\delta f_{0}^{(k)}(u)$.

次に、 $k$ 次の Hensel 因子 $G_{1}^{(k)}$ と $\overline{G}^{(k)}$ をよく知られた次の算式で計算すればよい。

$\{\begin{array}{l}G_{1}^{(k)}(x, u,t) = G_{1}^{(k-1)}(x, u,t)+t^{k}\sum_{l=0}^{n-1}B_{l}(x, u)\delta f_{l}^{(k)}(u),\overline{G}^{(k)}(x, u, t) = \overline{G}^{(k-1)}(x, u, t)+t^{k}\sum_{l=0}^{n-1}A_{1}(x, u)\delta f_{l}^{(k)}(u).\end{array}$ (2.8)

ここで、 $A_{\iota}(x, u)$ と $B_{l}(x, u),$ $0\leq l\leq n-1$ , は次式を満たすように決められる。

$(x-\alpha_{1})A_{l}(x, u)+[F_{New}(x, u)/(x-\alpha_{1})]B_{l}(x, u)=x^{l}$,

$A_{l}(x, u),$ $B_{l}(x, u)\in C(u)[x, \alpha_{1}]$ , (2.9)

$\deg_{x}(A_{l})<n-1$ , $\deg_{x}(B_{1})<1$ .
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2.3 Hensel級数の根表示

Hensel級数を根 $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$ で表すと、級数の性質がよく分かる。 まず、 $A_{l}(x, u)$ と $B_{l}(x, u)$ を $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{n}$

で表す。 (2.9) の $x$ に $\alpha_{1}$ と $\alpha j(j\geq 2)$ 代入すると、 $B_{l}( \alpha_{1}, u)=\alpha_{1}^{l}/\prod_{j}^{n}=2(\alpha_{1}-\alpha_{j})$ と $A_{l}(\alpha_{j}, u)=$

$\alpha_{j}^{l}/(\alpha_{j}-\alpha_{1})$ を得る。 これらより、 $A_{l}(x, u)$ と $B_{l}(x, u)$ は次式のように一意に定まる。

$A_{l}(x, u)= \sum_{j=2}^{n}\alpha_{j}^{l}\frac{F_{New}(x,u)/(x-\alpha_{1})(x-\alpha_{j})}{F_{New}(\alpha_{j},u)}$ , $B_{l}(x, u)= \frac{\alpha_{1}^{l}}{F_{New}(\alpha_{1},u)}$ . (210)

$\delta F^{(1)}(x, u)=F_{h}(x, u)$ ゆえ、 (2.8) の $A_{l}(x, u)$ と $B_{l}(x, u)Yarrow$上式を代入し、 $\sum_{l=0}^{n-1}\alpha_{i}^{l}\delta f_{l}^{(1)}=\delta F^{(1)}(\alpha_{i}, u)$

に注意すると、 次式を得る。

$\{\begin{array}{l}G_{1}^{(1)}(x, u, t)=x-\alpha_{1}+t\frac{F_{h}(\alpha_{1},u)}{F_{New}(\alpha_{1},u)},\overline{G}^{(1)}(x, u, t)=\frac{F_{New}(x,u)}{x-\alpha_{1}}+t\sum_{j=2}^{n}\frac{F_{New}(x,u)}{(x-\alpha_{1})(x-\alpha_{j})}\frac{F_{h}(\alpha_{j},u)}{F_{New}’(\alpha_{j},u)}.\end{array}$ (211)

$F(x, u)$ は $t$ に関して $0$ 次と 1次の項しか含まず、 $\delta F^{(k)}(k\geq 2)$ には寄与しない。 したがって、 帰納法に
より次の定理が容易に得られる (証明は省略する)

。

定理 1 $F(x, u)$ は $x$ に関してモニックで、 $F_{New}(x, u)$ は無平方とする。 このとき、 (2.5) の Hensel 因子
$G_{1}^{(\infty)}(x, u, t)$ と $\overline{G}^{(\infty)}(x, u, t)$ は次のように表すことができる。

$G_{1}^{(\infty)}(x,$
$u,$ $t)$ $=$ $x- \alpha_{1}+\sum_{k=1}^{\infty}t^{k}\frac{\delta F^{(k)}(\alpha_{1},u)}{F_{New}(\alpha_{1},u)}$ , $($ 212)

$\overline{G}^{(\infty)}(x, u, t)$ $=$ $\frac{F_{New}(x,u)}{x-\alpha_{1}}+\sum_{j=2}^{n}\frac{F_{New}(x,u)}{(x-\alpha_{1})(x-\alpha_{j})}(\sum_{k=1}^{\infty}t^{k}\frac{\delta F^{(k)}(\alpha_{j},u)}{F_{New}(\alpha_{j},u)})$ . $($213$)$

ここで $\delta F^{(1)}=F_{h}(x, u)$ であり、 $k$ 次の残余 $\delta F^{(k)}(k\geq 2)$ は次式で与えられる。

$\delta F^{(k)}(x, u)=-\sum_{j=2}^{n}\frac{F_{New}(x,u)}{(x-\alpha_{1})(x-\alpha_{j})}(\sum_{k=1}^{k-1}\frac{\delta F^{(k’)}(\alpha_{1},u)}{F_{New}’(\alpha_{1},u)}\frac{\delta F^{(k-k’)}(\alpha_{j},u)}{F_{New}(\alpha_{j},u)})$. (214)

3 展開点近傍での Hensel級数の収束性

本章では第 1章で述べた性質 5を理論的に考察する。以下では、 $\Vert u\Vert$ は $u_{1},$ $\ldots$ , $u_{\ell}$ に適当な数値を代入
したとして、 $u$ の 2 ノルム (ユークリッドノルム) を表す : $\Vert u\Vert def=(|u_{1}|^{2}+\cdots+|u_{\ell}|^{2})^{1/2}$。上記のように

$u$ が重み付けられている場合は、重み無しの変数でノルムを定義する方がよい : $u_{i}=v_{i}^{w_{i}}(i=1, \ldots,\ell)$ と

すれば、 $v$ の 2 ノルムを用いるのである。 以下ではすべて、変数 $v$ のノルムでオーダー評価を行う。

補題 1 $\Vert v\Vert$ が小さいとき、次のオーダー評価が成立する。

$\Vert\alpha_{1}\Vert,$ $\Vert\alpha_{1}-\alpha_{j}\Vert$ $=$ $O(\Vert v\Vert^{\lambda})$ $(j\geq 2)$ , (3.1)
$\Vert F_{N}’$

。
$w(\alpha_{t},u)\Vert$ $=$ $O(\Vert v\Vert^{(n-1)\lambda})$ $(i=1,2, \ldots,n)$ , (3.2)

$\Vert F_{h}(\alpha_{i}, u)\Vert$ $=$ $o(\Vert v\Vert^{n\lambda})$ $(i=1,2, \ldots, n)$ . (3.3)
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証明 $\alpha_{i}(u)1$ま $v_{1},$ $\ldots,$
$v\ell$ に関して斉次で $t\deg_{v}(\alpha_{i})=\lambda$ なので、 (31) が成立する。 $F_{New}(x, u)$ は $(\lambda, w)-$

斉次なので、 (3.2) が得られる。 $F_{h}(x, u)$ の各係数は $F_{New}(x, u)$ の対応する係数より $v$ に関して次数が 1

以上高いので、 (3.3) が成立する。 ◇

定理 2 展開点の微小近傍では、Hensel 級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ の任意の発散領域は展開点から出発し、 $\alpha_{1}-\alpha j$

$(2\leq j\leq n)$ の零点に沿って、放射状に広がっていく。

証明 (2.14) とともに (212) の $G_{1}^{(k)}(x, u, t)$ をみれば、展開点の近傍では Hensel級数は $\alpha_{1}(u)-\alpha_{j}(u)$ と

$F_{New}( \alpha_{1}, u)=\prod_{j=2}^{n}(\alpha_{1}(u)-\alpha j(u))$ の零点の近くでのみ発散することがわかる。 ◇

補題 2Hensel級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, t)$ の $t^{k}$-項の係数を $\delta\varphi_{1}^{(k)}(u)$ とする。Hensel 級数の分母項の零点近傍を除き、
$\delta\varphi_{1}^{(k)}(u)$ について次のオーダー評価が成立する。

$\Vert\delta\varphi_{1}^{(k)}$ $(u)\Vert=o(\Vert v\Vert^{\lambda+k-1})$ for small $\Vert v\Vert$ . (3.4)

証明 補題 1とともに (212) を見ると、 $\delta F^{(1)}=F_{h}(x, u)$ ゆえ次式をえる。

$\delta\varphi_{1}^{(1)}(u)=-\frac{F_{h}(\alpha_{1},u)}{F_{New}’(\alpha_{1},u)}$ $\Rightarrow$ $\Vert\delta\varphi_{1}^{(1)}(u)\Vert=\frac{o(\Vert v||^{n\lambda})}{O(\Vert v\Vert^{(n-1)\lambda})}=o(\Vert v\Vert^{\lambda})$ .

次に補題が $k-1$ まで正しいと仮定する。 このとき、

$\frac{||\delta F^{(j)}(\alpha_{i},u)||}{||F_{New}(\alpha_{i},u)||}=o(\Vert v\Vert^{\lambda+j-1})$ for small $\Vert v\Vert$ , $j=1,$ $\ldots,$ $k-1$ .

であるから、 $k\geq 2$ に対して狸 (k) $(\alpha_{1}, u)$ は次のようにオーダー評価できる。

$\Vert\delta F^{(k)}(\alpha_{1}, u)\Vert$ $=$ $o( \sum_{j=2}^{n}\frac{\Vert F_{New}’(\alpha_{1},u)\Vert}{||\alpha_{1}-\alpha_{j}\Vert}$
. $( \sum_{k=1}^{k}\frac{||\delta F^{(k’)}(\alpha_{1},u)||}{||F_{New}’(\alpha_{1},u)||}\frac{\Vert\delta F^{(k-k’)}(\alpha_{j},u)\Vert}{||F_{New}(\alpha_{j},u)\Vert}))$

$=$ $\frac{O(\Vert v||^{(n-1)\lambda})}{O(||v\Vert^{\lambda})}\cdot\sum_{k=1}^{k}o(\Vert v\Vert^{\lambda+k’-1})o(\Vert v\Vert^{\lambda+(k-k’)-1})=o(\Vert v\Vert^{n\lambda+k-1})$ .

これより、 $\Vert\delta\varphi_{1}^{(k)}(u)\Vert=\Vert\delta F^{(k)}(\alpha_{1}, u)\Vert/\Vert F_{New}’(\alpha_{1}, u)\Vert=o(\Vert v\Vert^{\lambda+k-1})$ が得られる。 ◇

定理 3 展開点近傍では、発散領域の中心部で代数関数の二つの枝が交差する $(\alpha_{1}$ が $\alpha_{j}\neq\alpha_{1}$ と交差する

場合) か、 接する ( $\alpha_{1}$ が $\alpha j\neq\alpha_{1}$ と接するだけで交差しない場合)
。

証明 定理 2より、展開点近傍では発散領域は全て $\alpha_{1}-\alpha j(2\leq i\leq n)$ の零点に沿って放射状に広がる。

また補題 2より、代数関数は展開点近傍では Hensel級数の初項で良く近似できる。 したがって、発散領域

の中心部では、 $\alpha_{1}$ が $\alpha j$ と交差する場合は $\alpha_{1}$ に対応する枝は $\alpha j$ に対応する枝と交差し、接する場合は

枝も接する。 ◇

定理 4 変数 $v$ でみて半径 $r$ の超球の表面を $S$。とする : $\Vert v\Vert^{2}=r^{2}$。このとき、次式が成立する。

[S。上での発散領域]
[ $S_{r}$上での収束領域]

$arrow$ 0 as $rarrow 0$ (35)

証明 級数の初項 $\alpha_{1}(u)$ はどの点でも発散せず、発散するのは高次項の係数部 $\delta\varphi_{1}^{(k)}(u)(k\geq 1)$ だけであ

る。補題 2によれば、 $\Vert v\Vert$ が小さいとき、 $\alpha_{1}-\alpha j$ と $F_{New}(\alpha_{1}, u)$ の零点近傍を除き、 $\Vert\delta\varphi_{1}^{(k)}(u)\Vert/\Vert\alpha_{1}(u)\Vert=$

$o(\Vert v\Vert^{k-1})$ である。 よって、 (3.5) 式の比は $rarrow 0$ とともに小さくなり続け、最後には $0$ になる。 ◇
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系 1 Hensel級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は、 展開点の微小近傍では、 ほとんどの領域で収束する。 ◇

例 1 展開点近傍で発散領域が展開点に細く突き刺さる様子をみる。

$F_{2}(x, u, v)=(x+u)(x-v)(x-u+v)-u^{2}v^{2}x$ . (3.6)

$F_{2New}=(x+u)(x-v)(x-u+v)$ なので、 $\alpha_{1}=-u,$ $\alpha_{2}=v,$ $\alpha s=u-v$ とおく。 Hensel級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, v)$ $|$ま

$v=-u$ と $v=2u$ に沿って発散領域を持っ。 実際、 $F_{2}(x, u, v)$ の三っの Hensel 級数は次のようになる。

$\varphi_{1}^{(\infty)}(u, v)$ $=$ $-u$ $-u^{3}v^{2}/((2u-v)(u+v))+u^{5}v^{4}(u^{2}-uv+v^{2})/((2u-v)(u+v))^{3}+\cdots$ ,

$\varphi_{2}^{(\infty)}(u, v)$ $=$ $v$ $-u^{2}v^{3}/((u-2v)(u+v))+u^{4}v^{5}(u^{2}-uv+v^{2})/((u-2v)(u+v))^{3}-\cdots$ ,

$\varphi_{3}^{(\infty)}(u, v)$ $=$ $u-v+u^{2}v^{2}(u-v)/((u-2v)(2u-v))$
$-u^{4}v^{4}(u-v)(u^{2}-uv+v^{2})/((u-2v)(2u-v))^{3}+\cdots$ .

図 la には、 横軸を $u$ として、 三つの関数の振る舞いを示しているが、 いずれも $\varphi\simeq-u$ のように振る

舞うので分かりにくい。 第一の線は $\varphi\simeq-u$ で、 これは $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.0)$ を表している。 第二の線は $u=0.05$

と $u=-0.1$ に非常に細い針のような突起を持っ線で、 これは $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.1)$ を表している。第三の線は

$u=0.1$ と $u=-O.2$ にやや太い針のような突起を持っ線で、 これは $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.2)$ を表している。 いずれも

$-0.5\leq u\leq 0.5$ の範囲で関数を表示したものである。 $v=0.0arrow 0.1arrow 0.2$ と変化するにつれて、発散領域

が急速に太くなる様子が見てとれる。

Fig. la

Fig. lb Fig. lc

図 lb には同様に $\varphi_{1}^{(7)}(u$ , 0.0 $+$ 0.01 $i)$ , $\varphi_{1}^{(7)}(u$ , 0.1 $+$ 0.01 $i)$ , $\varphi_{1}^{(7)}(u,$ $0.2+0$ .Oli$)$ の実部を示した。 針のよう

な突起は $\varphi_{1}^{(7)}$ $(u$ , 0.2 $+$ 0.01$i)t$このみ現れている。 図 lc には同様に $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.0+0.02i),$ $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.1+0.02i)$ ,
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$\varphi_{1}^{(7)}$ $(u$ , 0.2 $+$ 0.021$)$ の実部を示した。 突起は $\varphi_{1}^{(7)}(u, 0.2+0.02i)$ の $u=-0.2$ にのみごく小さく現れている。
図 lb と図 lc を見比べると、 展開点から 0.01離れるだけで発散領域が急速に太くなることが分かる。 ◇

4Hensel級数の多価性について

本章では、 第 1章に述べた性質 7を理論的に導く。

4.1 有理的および代数的 Hensel級数

(2.12) の $G_{1}^{(k)}(x, u, t)$ より、 Hensel 級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ の代数的性質は $\alpha_{1}(u)$ と同じであることがわかる。
そこで、 Hensel級数を次のように分類する。

定義 2 $\alpha_{1}(u)\in C[u]$ のとき Hensel級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は有理的といい、 そうでないとき代数的という。 ◇

$\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ が代数的なら $\alpha_{1}$ は代数関数なので、 $\alpha_{1}$ は (2.3) の $G_{1}(x, u)$ の根であるとする。 $\deg_{x}(G_{1})=$

$m\geq 2$ とし、 $G_{1}(x, u)$ の根を $\alpha_{1,1}(=\alpha_{1}),$ $\alpha_{1.2},$ $\ldots,$ $\alpha_{1,m}$ として、 $\alpha_{1,i}(1\leq i\leq m)$ に対応する級数を $\varphi_{1,i}^{(\infty)}$

とする。 次の補題は [SK99] で証明されたが、 (212) の $G_{1}^{(k)}(x, u, t)$ からも直ちに証明できる。

補題 3 (Sasaki-Kako 1993) 代数的 Hensel 級数 $\varphi_{1.1}^{(\infty)},$ $\varphi_{1,2}^{(\infty)},$

$\ldots,$
$\varphi_{1,m}^{(\infty)}$ は互いに共役で、 したがって

$\varphi_{1}^{(k)}(u, 1)$ は $m$ 価である。 ◇

4.2 Hensel級数の多価性

我々は Hensel 級数の収束領域を表す公式を導出していないが、本稿では収束領域は明確に定まるものと
仮定する。今の場合 $P\geq 2$ なので、通常、連続した特異点の集合は線となるか ($\ell=$ 2)、面となるか $(\ell=3)$

、

あるいは $(\ell-1)$ 次元の超平面となる。 簡単のため、本稿ではまとめてこれらを特異線と呼ぶことにする。
なお、 孤立特異点は考えない。

Po と $P_{1}$ は $C^{\ell}$ 内の 2点で、 どちらも Hensel 級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ の収束領域内かつ展開点の近傍にあると
する。 Co と $C_{1}$ は $C^{\ell}$ 内の経路で、 Co は Po を出発し一つの特異線を一周して Po に帰り、 $C_{1}$ は Po を

出発し特異線を回ることなく $P_{1}$ に至るとする。

定理 5 代数的な打ち切り Hensel級数 $\varphi_{1}^{(k)}(u, 1)(k\geq 1)$ を Co に沿って一周すると、 Po に帰ったとき、
級数は一つの枝から共役な別の枝に移っている。

証明 補題 3から明白。 ◇

定理 6 打ち切り Hensel 級数 $\varphi_{1}^{(k)}(u, 1)$ を $C_{1}$ に沿って追跡するとき、級数が有理的であれ代数的であれ、
また経路が発散領域を通過しようがしまいが、 $P_{1}$ に到達したときは元の級数のままである。

証明 定理 2と 4より、展開点の微小近傍では発散領域は放射状に展開点から広がり、 しかも展開点近傍の
領域の大部分が収束領域である。 したがって、経路 Cl を発散領域を通らないように移動できる。すると、
$P_{0}$ から $P_{1}$ に移動するとき、 $\varphi_{1}^{(k)}(u, 1)$ の値は連続的に変わることになるから、 定理が成立する。 ◇

系 2 Hensel級数 $\varphi_{1}^{(\infty)}(u, 1)$ は元の代数関数の一つの枝 $\phi_{1}(u)$ に対応するとする。経路 $C_{1}$ が発散領域
を通過するとき、 $\varphi_{1}^{(k)}(u, 1)$ を Cl に沿って追跡するなら、発散領域を通過したあと級数は別の枝 $\phi_{j}(u)$

$(j\neq 1)$ に飛び移ることがある (大部分の場合、飛び移る)
。
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証明 定理 3より、展開点近傍では $\alpha_{1}(u)-\alpha j(u)(2\leq j\leq n)$ の零点近傍で代数関数の二っの枝が交わる

か接することがわかる。 $\alpha_{1}$ と $\alpha j$ が交差する場合、 $C_{1}$ にそって級数を追跡すれば、 $C_{1}$ が発散領域を通過

するため、級数は元の枝にとどまることができず、別の枝に移るしかない。 二つの枝が接する場合は稀であ

り、 大部分の場合は別の枝に飛び移ることになる。 $\langle\rangle$

$m<n$ の場合、 Hensel 級数は $m$ 価であるが元の代数関数は $n$ 価なので、Hensel 級数と元の代数関数の
多価性に矛盾が生じるように思えるが、系 2の性質により矛盾は生じないのであろう。

例 2 発散領域を通過するとき、 Hensel級数が枝を飛び移る様子を例 1の多項式でみる。
まず、 三つの Hensel 級数は有理的である (したがって 1価である) ことに注意しよう。経路 Cl: $(u, v)=$

0.5 $\cross(\cos\theta, \sin\theta)$ $(0\leq\theta\leq 2\pi)$ に沿って、 Hensel 級数 $\varphi_{1}^{(8)}(u, v)$ と元の代数関数の三つの枝 $\phi_{i}(u, v)$

$(i=1,2,3)$ を追跡してみよう。 $C_{1}$ は閉経路であるが、特異線を回ることはせず、$\theta=\pi/3,3\pi/4,4\pi/3,7\pi/4$

付近で発散領域を横切る。

Fig. $2a$ Fig. $2b$

図 $2a$ は、 $C_{1}$ 上での $\phi_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ の実部を表す (虚部はほとんど $0$ である)
。 三つの曲線は離れ

ていることに注意 : 上、 中、 下がそれぞれ $\phi_{3}(u, v),$ $\phi_{2}(u, v),$ $\phi_{1}(u, v)$ を表す。 図 $2b$ は、 Cl に沿って追跡
した $\varphi_{1}^{(8)}(u,v)$ を表す。 比較のため、 $\phi_{i}(u, v)(i=1,2,3)$ を灰色線で示した。 図から、 Hensel級数が発散

領域を通過するたび、級数は代数関数の一つの枝から別の枝へと飛び移る様子がよくわかる。 ◇

5 おわりに

Hensel級数の具体例については文献 $[SI08a],$ $[SI08b]$ , [SI09] 等を参照されたい。具体例をみると、多変数
の場合、 従来の展開では項がバラバラに現れるのに対して、Hensel 級数では項がまとまって現れ、 しかも

人間が行う展開に非常に近い級数が得られることがわかる。そのため、応用面で使えそうだと実感できる。

理論的にみれば、 Hensel級数が (2.12) の形でコンパクトに表現できたことは驚異的であると言えよう。
この表現があったからこそ、従来は解明が非常に難しかった多変数級数の性質が簡単に導出できるように

なったのである。 特に、収束領域を表す公式にっいては多変数 Taylor級数に対してすら教科書に見あたら
ない。 しかし、 我々は収束領域公式の導出にあと一歩のところまで迫っている $([SI08c]$ を参照 $)$

。

これまでの研究により Hensel級数の性質はかなり分かってきた。 多変数 Hensel 級数の応用として、従来
は厳密計算への応用を主に考えてきた $[$SIOO, Iwa03, Iwa04, $Ina05]_{0}$ 今後は、Hensel級数の数値計算あるい
は数値数式融合計算への応用の道を探っていきたい。特に、特異点周りの数値解析の開拓にチャレンジして
いきたい。
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