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概要

本稿では， BillMance氏との共同研究の内容について報告を行う． Borel可測集合
の複雑さを測るための手段としてBorel階層の決定がある．（b進展開や，正則連分数
展開に関する）正規数全体の集合に関する Borel階層が先行研究によって決定されて
いたそれに対して，等比数列の小数部分という観点から見た一般化正規数に対して
は， Borel階層の決定問題は未解決である．本稿では，等比数列および一般の線形回帰
数列の観点から正規数を一般化したものに対して， Borel階層を考察する．

1 序論

数論の研究対象として現れるユークリッド空間の部分集合の多くはBorel可測集合であ

る（以下，単にBorel集合と呼ぶ）． Borel階層とは， Borel集合の複雑さを表すものである．

まずはBorel階層の大まかなイメージを述べる最も単純なBorel集合は，開集合及び閉集

合である．次に単純な Borel集合は開集合の加算共通集合として表せる集合（ら集合）お

よび閉集合の加算和集合として表せる集合（凡集合）である．このようにして，加算共通

集合や加算和集合を繰り返すことで，複雑なBorel集合を得ることができる． Borel階層で

は， Borel集合に対して，この操作を何回繰り返す必要があるかに応じて複雑さを測る．本

研究の目標は一様分布論の研究対象として現れる特定の集合のBorel階層を決定すること

である．以下， Borel階層の定義を行う．

Xは町や町 x←のようなユークリッド空間や，長さが0ではない区間（例えば[O,1]) 

にユークリッド位相を導入したものとする． Borel階層において， Xとしてポーランド空

閻と呼ばれる一般の位相空間を扱うことができるが，本稿では上記の空間のみを扱う．

さて， Borel階層の定義のために，以下を初期設定とする：

泣(X):= {U C X I uはXの開集合｝，
II買X):= {X¥U I u E買(X)}={ACX I AはXの閉集合｝．
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次に，正整数nに対して，以下のように帰納的に定義をする．

泣＋1(X) := {uk=1,2，じK|任意の k2: 1に対して UkE II以X).},
II恥(X):= {X¥U I U E ~~+1(X).} 

= { nk=1,2,...Ak I任意の k2: 1に対して AkE認(X).}.

nが増えるにつれて複雑な集合が認められる．さらに，正整数を順序数とみなすことによ

り，最小の非可算集合 W1 より小さい任意の順序数ぐまで ~~(X) および II~(X) が定義され

るが，本稿では割愛する．ここでは， XのBorel集合全体の集合系B(X)が，

B(X) = LJ望(X)= LJ II~(X) 
~<w1 ~<w1 

と表されることのみを紹介する．次節以降に紹介する結果は正整数叫こ対する集合系刃~(X)

および II~(X) に関するものであるまた，本稿では各研究対象ごとに X を固定するので，

正整数nに対してど爪X),II~(X) をそれぞれ況， II~ と省略する．

定義によると，望の元はXの凡集合であり，団の元はXのQ集合である例えば，

X＝町のとき，［o,1) E Eg n rrgである．実際

[O, 1)＝日1[O,1 -K] 1] =a (— ~,1) 

と表せるためであるまた，望の元は， XのQ集合の加算和として表せる集合(Gii。集合）

である．つまり，LJk=l,2,…nc=1,2,…仇，£（ただし，各k,£ に対して Uk,£ は開集合）と表せる．同

様に，団の元は， XのF(J集合の加算共通集合として表せる集合(F!Jii集合）である．つま

り， nk=l,2,…Uc=1,2,…出，£（ただし，各k,£ に対して Ak,£ は閉集合）と表せる．

さて，任意の正整数nに対して， S］C II]+1 および II~ C ~~+l が成立する．実は，

泣 C ~贔および II~ c IIにも成立する． したがって，△~ :=望 n聞とおくと，

聞 c△贔および望 c△にが成立する．包含関係を図示すると，以下のようになる（左
の集合は右に含まれる）：
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Borel階層における主な研究テーマの一つは，与えられたBorel集合が上記の図のどの位置に

属するかを解明することである．この研究テーマをより明確化するために， hard,complete 

という概念を導入する． Borel 集合 A が刃い—hard とは， A €/. II~ となることであるまた， A

が IIい—hard とは， A €/.況となることである．さらに， A がど炉—complete とは， AE 泣＼II~

となることである．つまり， Aを’'開集合，閉集合を用いてもっとも単純に表そう’'とする

と，加算和，加算共通を取るという操作をちょうどn-1回繰り返す必要があり，最後の

操作が必然的に加算和を取るという操作になることである．例えば， X＝艮のとき，Qが
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望—complete であることが知られている． A が I1炉—complete とは， A E IT~＼望となること

である． A が I1炉—complete となる必要十分条件は， X\A が望—complete となることである．

したがってX＝艮のとき，艮＼Qはrrg-completeである．さて，次の節では正規数に関連し
た集合のBorel階層に関する先行研究を紹介する．

2 Borel階層に関する先行研究

bを2以上の整数とする．くを実数とし，その b進展開を

00 

~=［（」＋ど Snb―n
n=l 

とする．ここで，le」はeの整数部分であり， n2: 1に対して％ E{O, 1,..., b -1}とする．
ただし， b進展開の一意性を保証するために，無限に多くの正整数叫こ対してSnさb-2と

する．また，％（n= 1,2,...)を（の b進展開における digitと呼ぶ．より一般に，数系にお
いて実数を整数の列で表現するとき個々の整数をdigitと呼ぶ．次の節では正則連分数展

開のdigitも扱う．eがb進正規数であるとは，eのb進展開において任意の長さのブロック
が均一の割合で現れることである．この場合，長さ Kのブロックはが個のため， Kを任意

の正整数とし， V1,...'VkE {O, 1,...'b -1}も任意に選ぶと

Fm ~Card {1 :Sn'.SN I Sn= V1,..., Sn+k-1 =叫＝一
N→OON  bk 

が成立する． b進正規数とは， b進展開における digitが統計的に一様に現れる実数という

こともできるほとんどすべての実数がb進正規数であることが知られている．しかし，具

体的な数学定数（例えば《iやe,7rなど）がb進正規数かどうかは未解決である． b進正規

数全体の集合をN(b)とおく． N(b)のBorel階層を決定すること，つまり N(b)がどれくら

い複雑な集合であるかを決定することは，自然な問題である． N(b)E rrgであることは，比
較的容易にわかる．証明のアイディアを述べる． b進正規数は極限で定義されているが，極

限は'’十分大きい任意のN”に対して成立する性質である．これを（ヨNo)AN。（ただし， A況

は閉集合）の形で表す．さらに，これが任意の正整数Kおよび功，．．．，叫 E{O, 1,..., b -1} 

に対して要求される（つまり加算共通集合）ので，N(b)E閲である．難しい点は，N(b)が

II岱completeであるかどうか（つまりrrg-hard)かどうかを判定することである．
Kiと Linton[6] は，実際に N(b) が開—complete であることを証明したその後， Becher,

ReiberとSlaman[3]はnb:2'.2N(b）（任意の b~ 2に対して b進正規数である実数は単に正

規数と呼ばれる）が II炉—complete であることを証明したさらに， Becher と Slaman[4] は

ub>2N(b) が葛—complete であることを証明した．

艮＼LJN(b)
b:2'.2 

を考えると， 「任意の b2 2に対して（b-進正規数ではない）」実数 (absolutelyabnormal 

number) 全体の集合が II炉—complete であることがわかる．
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b進展開のdigitの一様性に関しては，数系および一様分布論の観点から 2通りの一般化

をすることができる．次の節では数系の観点による正規数の一般化を紹介し， Borel階層

を考察する最後の節で主結果として，線形回帰数列の小数部分という観点から一般化さ

れた正規数全体の集合の Borel階層決定に関する新しい定理を報告する．

3 数系の観点による正規数の一般化

b進展開以外の数系として実数の正則連分数展開を考察する．簡単のために，無理数

~ E [O, 1)のみを考え，その正則連分数展開を

~=0+ 
ー

1 
釘＋

1 
a2 + 
知＋．．．

= [O; a1, a2,... ] (3.1) 

のように書く．正則連分数展開の digitは（最初の 0を除けば）正整数であるところが， b

進展開とは違い，正則連分数展開のdigitの出現頻度には'’統計的な偏り’'がある．例えば，

ランダムな無理数~ E [O, 1)に対して， digit1が最も出現頻度が高いことが知られている．

この'’統計的な偏り”を加味した上で，正規数を定義する．ここで， digitの'’統計的な偏り”

を測るためにBirkhoffの個別エルゴード定理を用いる．ただし，証明は割愛する． Birkhoff

の個別エルゴード定理を解説するために，測度保存力学系およびエルゴード性という概念

を導入する必要がある．

本節では，簡単のためにX= [0,1]とし， Xの上で定義される数系を考えるなお， 1の
展開は，本稿では考えないこととする．それでもなおX= [0,1]と定義した理由は，［0,1]が
コンパクト集合であり，扱いやすいためである． Bを[O,1]上のBorel集合全体の集合系と

する．μを ([0,1],B)上の確率測度とする．さらに， TをXから Xへの写像(X上の変換）

とする．さて，（［0,1], B,μ, T)が測度保存力学系とは，μがTー不変，つまり任意のボレル可

測集合AEBに対して， μ(T-1A) = μ(A)が成立することである．さらに以下が成立する

とき，μはTに対してエルゴード的と定義する：ボレル可測集合AEBがr-1A= Aを満

たすならば， μ(A)=Oまたはμ(A)=1となる．さて，エルゴード定理を述べる．

定理 3.1(Birkhoffの個別エルゴード定理）．（［0,1], B, μ, T)を測度保存力学系とし，μはT

に対してエルゴード的とするまた，fは[O,1]上可積分関数とする．
このとき，測度μに関してほとんどすべてのxE [O, 1]に対して，
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（ルベーグ測度の意味で）ほとんどすべての実数が正規数であるという事実が，エルゴー

ド定理からも得られることを紹介する．実数xの小数部分を{x}で表すことにし，［0,1]上

の変換九を九({x})= {bx}により定義する．このとき，［0,1]上のルベーグ測度μLがTb

の不変測度であることを確認できる．さらに，四が九に対してエルゴード的であること

が知られている．

実数~ E [O, 1）の b進展開を再びく＝ど:=1Smb-mで表す．すると，

00 00 

b~ ＝ Lsmb―(m-1)= こ Sm+1b―m
m=l m=O 

より，九（く） ＝I::=1 Sm+l b-mであることがわかる．さて， Tbo(（）：＝（および正整数nに対

してT[:(()= T{:―1((）と帰納的に定義する．つまり， Tbnは九のn回反復合成である．する

と，一般の非負整数nに対して

oo 

Tbn (~) =どSm+nb―m
m=l 

であることがわかる．さて，釘，．．．，煤 E{O, 1,..., b -1}を固定する．また，jを非負整

数とする．tの b進展開においてj+l番目の digitから始まるブロック Sj+l...Sj+kが

V = V1・心と一致するかどうかを，指示関数を用いて表現する．まず，［0,1]上の可測集合

Aに対して，

1心）＝｛［ ： ： ：09, 1]¥A 
とおく． ¢(v)＝こにゅ＿c,心(v)= ¢(v) +いとおき， I(v)= [¢(v），心（v))とおく．くの
j+l番目のdigitから始まるブロックがV1...Vkと一致する必要十分条件は， Tl（く）の1番目

のdigitから始まるブロックがV1...Vkと一致すること，つまり， l1(v)(Tf(t)) = 1となるこ
とである．したがって，f= l1(v)のときエルゴード定理の左辺limN→00長どJNi11I(V)(Tば）
は，いの b進展開におけるブロック vの出現頻度を表す．一方，f= l1(v)のときエルゴード

定理の右辺を計算すると，

J1 1I(V)(x)加＝J ld肛＝肛（I(v))＝よ
I(v) 

となる．したがって，ほとんどすべての実数はb進正規数であるまた，エルゴード定理を

もとに正規性を一般化することが自然であることもわかる．

同様の計算を，正則連分数晟開に対しても行う．［0,1]上の変換TGをT叫x)= {1/x}に

より定義する．［0,1]上の Gauss測度μGを

加 (A)=lo:2JA 1 ]X如 (x)
により定義する．このとき，ガウス測度μGがTGの不変測度であることを確認できる．さ

らに， μGがTGに対してエルゴード的であることが知られている．無理数tE [O, 1)の正則
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連分数展開を再び(3.1)のように表す．ただし，エルゴード理論では不変測度について測

度0の集合のこと無視するため，有理数の連分数展開はここでは考えないことを再び強調

する．几（l)を定義に従って計算することにより， T瓜l)= [O;a2,aか．．．］であることがわか
る．さらに一般の非負整数叫こたいして，

T召(0= [O; an+l, an+2,... ] 

であることもわかる．さて，正整数からなる長さ Kのブロック V= V1... Vkを固定する．す
ると，実数くについて，正則連分数展開の 1番目のdigitから始まるブロック a1...akがv

に一致する必要十分条件は，（がとある区間J(v)(J(v)はvのみに依存）に属することであ

る．例えば，長さ 1のブロックv=cに対しては，J(c)= [1/c, 1/(1 + c))である．
以上の準備の下，以下が成立する： jを非負整数とする．←の正則連分数展開において

j+l番目のdigitから始まるブロック aj+l...aj+kがvと一致する必要十分条件は， Tも（l)

の1番目のdigitから始まるブロックがvと一致すること，つまり， 1J(v)(T≪も（l))= 1となる

ことである．したがって，f= 1J(v)のときエルゴード定理の左辺limN→00tiど：訊f(T拭）
はほとんどすべての実数（に対するブロック vの出現頻度を表す．また，f= 1J(v)のとき

エルゴード定理の右辺は

1よJJ(V)1 ] X如 (x)
となる．例えばk= 1, v = cのとき，（3.2)の値は

1 
ー (log(l+ c―1) -log(l + (1 + c)―1)) 
log2 

である．特に，長さ 1のブロックの中でdigit1の出現頻度が最も高いことが分かる．

(3.2) 

さて，無理数むの正則連分数展開（3.1)に対して，任意のブロック vの出現頻度が(3.2)

であるとき，くは正則連分数展開に関する正規数と呼ぶ． Airey,Jackson, K wietniakおよび

Mance[l]は正則連分数展開に関する正規数全体の集合がrrg-completeであることを証明
した彼らの結果は，より一般に測度保存力学系に関連にある数系に関する正規数全体の

集合にも適用できるただし， digitの無限列のspecificationと呼ばれる性質に関する情報

をあらかじめ研究する必要がある． 0-展開という数系も specificationと呼ばれる性質が知
られているため，彼らの結果を適用ができる．ここで，f3-展開はb進展開のbを実数/3> 1 
に一般化した展開~=~立1 Sn/3→である．なおdigitSn (n = 1, 2,...)は9-変換Tg（ただ
し， T(3（x)= {/3x})を用いて定義される．ところが，f3-展開の多次元版の数系に関しては，
specificationについて知られていないため，［1]の結果を適用することはできない．そのた

め正規数全体のボレル階層の決定は未解決である．

次の節では，測度保存力学系という範疇で考えることが一般には難しい対象を扱う．具

体的には線形回帰数列の小数部分の一様性を扱う．
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4 主結果

X = (xnい。を実数列とする．ぉが1を法として一様分布する（または小数部分が一様分
布する）とは，以下が成立することである：任意の実数0:S a < b :S 1に対して，

1 
!im ~ Card { 0 :S n :S N -l I a :S｛叫 <b}= b -a. 
N→oo N 

つまり，任意の区間[a,b)を与えたときに，小数部分｛丘｝がその区間に適切な頻度で属す
るということである．具体例として等差数列を考える．等差数列が1を法として一様分布

する必要十分条件は，公差が無理数となることであると知られている．

次に，公比を固定した等比数列の小数部分の一様性を考える．

{~ E脱 I（（団）n:,.oは1を法として一様分布する．｝ (4.1) 

とおく．まずはaが2以上の整数bの場合を考える．すると，｛b突｝＝ T{:(()であることを，

nに関する数学的帰納法により証明することができるただし，一般の実数くに対しても

Tば）＝ ｛b(}とおく．よって，｛bnfl(n= 0, 1,...)の分布は（のb進展開の digitから解析
することができる特に，（4.1)の集合は， b進正規数全体の集合に一致する (Wa11[7]).よっ

て， a>lが一般の実数の場合，（4.1)の集合は正規数を一般化した概念といえる．

ところが，実数（に対して，｛an(}と冗（C）が一致するとは限らない．よって，（4.1)の集
合は(3-展開における正規数全体の集合とは限らない．さらに，一般に{an(｝ヂ｛り(1+()} 

であり，［0,1]上の（に制限して考察することはできない．そのため，｛an(｝の研究に前節

の測度保存力学系を応用することは難しい．特に，（4.1)の集合のBorel階層の決定問題は，

前節の結果を用いることはできないため，一般に未解決である．

[2]では，代数的数に関連のある線形回帰数列の小数部分に関する新しい公式が記載されて

いる．本稲では，実数列(xn)n:;:,。が線形回帰数列とは，ある£20とAt,・・・,A。EZ(A。ヂ0)

が存在して，任意のn20に対して

Xn+£+1 + A己＋£+・・・+A巧＝0 

を満たすことである．上記の公式を応用することにより，公比がPisot数（後に定義を述べ

る）と呼ばれる代数的整数の場合に，（4.1)の集合のBorel階層を決定することに成功した．

さらに， Borel階層の決定に関しても，ある条件を満たす線形回帰数列に対して一般化す

ることに成功したここではBorel階層の決定に成功した典型的な結果例を述べることに

する．

さて， aは1よりも大きい代数的整数とする． aがPisot数であるとは，以下が成立する

ことである： aの(a自身を除く）共役0:2,.．．，叩の絶対値はすべて 1より小さい．ここで，

2以上の正整数も Pisot数であることに注意をするまた，黄金比（l+v'5)/2もPisot数で
あるまずはPisot数に関連のある線形回帰数列に関する結果を述べる．

定理 4.1.aをPisot数とする．このとき，以下が成立する．

1) 以下の集合は II~-completeである：

{~ E 艮 |(~an）企O しま 1 を法として一様分布する．｝



8

2) kを0以上の整数とする．すると，以下の集合はrrg-completeである：

{(foふ，．．．ふ） E酎＋1| （（（。＋紅＋・・・十如mり・幻n::,:oは1を法として一様分布する．｝

例えば，o:= 2, k = 1のとき，数列(xn）企o=（（どo+(ln)・2門n::,:。はXn+2-4Xn+1+4咋＝0 
(n 2 0)という関係式を満たす線形回帰数列であることに注意する．また，次の結果も成
立する：

定理 4.2.o:を代数的整数とし，0:1,...,0:dをaの共役とする．ここで， 1::; p :::; dが存在

して，以下を満たすとする：

1 ::; j :::; pに対して厄 I > 1であり，p+l:::;j:::;dに対して I叫＜1.特に，任意の

1::;j::;dに対して，厄 Iヂ1であることに注意する．すると，以下が成立する．

1)任意の 1::;j :::;pに対して， a］しま実数とする．すると，次の集合はII生completeである：

｛（も，．．．，品） E恥pl（む叫＋・・・十品a;)n::,:oは1を法として一様分布する．｝

2)より一般の場合必要に応じてO:jの添え字を変更することで， o:::;q:::;pが存在して，
以下が成立するとしても一般性を失わない：

1 ::; jさqに対して① E戦であり，q+l:::;j:::;pに対して巧茫脱である．

さらに，p-qは偶数2rであり， 1::; j :::; r に対して，~= O:q+jである．ただし，複素
数zに対して，乏はその複素共役を表す．

すると，次の集合はIIg-completeである：

{(6,...，品，lq+l,・ ・ ・, lq+r) E即 xCr| (<1 0:f+• • •十lp叶）企0は 1 を法として一様分布する．｝

ただし， 1::;j::;rに対して， lq+r+J＝lq+Jと解釈するものとする．したがって，特に任意

のn20に対して知吋＋・・・十知四；は実数であることに注意する．

例えば，以下の集合はともに II炉—complete である：

｛（り6)E脱2I (6(4＋西）n+ 6(4 -西）n)企Oは1を法として一様分布する．｝
{l EC I (l(4十《）n＋豆（4-言）n）立Oは1を法として一様分布する．｝

前者の場合はp=q=2であり，後者の場合はp= 2, q = 0, r = 1であることに注意をする．

また，例えば前者の数列(xn)n::,:o= (6(4+v'2t十も（4-v'2）n)n20はXn+2-8Xn+l+14卯＝0 

(n 2 0)という関係式を満たす線形回帰数列である．
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