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本稿では「5項関係式」が「6項関係式」を導くふたつの事例を紹介する．ひとつは仮想組みひも図式を用い

た幾何学的な関係式についてである（定理2). 仮想組みひも図式における 5つの交点を含む関係式「P(2,3) 

移動」が，組みひも図式における 6つの交点を含む関係式「ライデマイスターIII移動」を導く [Suz18].もう

ひとつはホップ代数を用いた代数的な関係式についてである（定理6). ホップ代数のハイゼンベルグダブル

における「5角関係式」がドリンフェルトダブルにおける「量子ヤン・バクスタ一方程式」を導く [Kas97].仮

想組みひも図式の普遍量子不変量により，前者の幾何学的な関係式が後者の代数的な関係式に移される（補足

7) [Suz18]. 

古庄 [FurlO]はDrinfel'dassociatorの「5角関係式」が「6角関係式」を導くことを示した．この結果と上

記の結果の関係はまだわからない．その方向への考察として，最後にassociatorと仮想組みひも図式の関係に

ついても述べる．

2 P(2, 3)移動からライデマイスター III移動

2.1 組みひも図式と仮想組みひも図式

組みひもとはいつくかの閉区間11[0,1]の立方体[O,1ドヘの埋め込みで，それぞれのひもの端点が立方体の

上下の線分 [O,l]x{½}x{0,1} 上にあり，さらに高さ関数に関して単調減少になるようなものをいう．

組みひも函式とは立方体 [O,1ドの中の組みひもの平面への射影図で，ひもの交差に上下の情報をつけたもの

をいう．図式の中でそのような上下の情報のついた交差を交点を呼ぶ．組みひも図式の集合を Dとおく．

仮想組みひも図式とは，組みひもの射影図で，ひものいくつかの交差に上下の情報がついているものをいう．

すなわち，向きづけられた単純閉曲線の平面へのはめこみで，二璽点に上下の桔報が入った交点と入っていな

い仮想交点をもつものである（図 1). 
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図1 (a)交点， (b)仮想交点

仮想組みひも図式の集合を V'Dとおく．組みひも図式は仮想組みひも図式であるので， 'DCV'Dとなる．

図2に表される組みひも図式の変形をライデマイスター III移動と呼ぶ（図 2). 

Q(-~ 
図2 ライデマイスターIII移動

図3に表される仮想組みひも図式の変形を P(2,3)移動と呼ぶ（図 3). 

ロー~-sK ―~
図3 P(2,3)移動＊のついたひもの向きは任意

補足 1.P(2, 3)移動は， N-グラフ [BP97}を用いて仮想組みひも図式を分岐理想単体分割 (branched

triangulation)と思い，さらにその分岐を忘れて境界付き 3次元多様体の単体分割と思うと，パッハナー (2,3) 

移動に対応している（図 4). 

~-~ 
図4 パッハナー (2,3)移動．

2.2 P(2, 3)移動からライデマイスターIII移動

組みひも図式Dから別の組みひも図式し(D)を以下のように定める（図 5). 

(1)組みひも図式の各点の接ベクトルに対して n/2の法ベクトル方向に二重化する．

(2) (1)で新たに付け加えたひもの向きを変える．
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(a) (b) 

図5 (a)組みひも図式D,(b) t(D) 

定理 2.組みひも図式DとD'が1回のライデマイスターIII移動で移りあうとする．このとき l(D)とl(D')

は8回の P(2,3)移動で移りあう．

Proof. 図6より．
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図6 ライデマイスター III移動を 8回の P(2,3)で実現する

口

3 5角関係式から量子ヤン・バクスター方程式

3.1 ホップ代数の記法

(A,ry,m,c:, △，,)を体K上の有限次元ホップ代数とする.A* = Homk(A, k)とおき，ペアリングを

〈,〉：A*@A→ k, f @x曰 f(x),

と定める．また n2". lに対して拡張された写像〈，〉：(A*)Rn 0 ARn→ kを

〈Ji0・ ・ ・0 f n, X1 0・ ・ ・0 Xn〉=〈fi,xり・・.Un,Xn〉.

と定める．このペアリングにより Aのホップ代数構造の双対をとることでA*にホップ代数の横造が入る．す

なわち

A*= (A* , 'T/A• = c:*,mA・＝△*,c:A・＝が，△A• =m*,,A• =,*). 
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ただし，それぞれの写像は以下で定義される．

〈ざ(a),x〉=a1o(x), aEk,xEA, 

〈△*(f Ci g), x〉=〈fQ9 g, △ (x)〉， f,gE A*,x EA, 

が(f)a=〈f,ry(a)〉， fEA*,aEk,

〈m*(f),x⑭y〉=〈f,m(xCly)〉， fE A*,x,y EA, 

〈,*(f),x〉=〈f,,(x)〉， fEA*,xEA.

多重余積の記法を定めておく．△(o) = idとおき， n21に対し帰納的に△(n) = (△ @ 10n-1)△ (n-1)と定

める.XE Aもしくは XEA*に対して次の記法を用いる．

△ (x) =△ (l)(x) =区x'紅”＝区x<1>Cl x<2), 

（△ Cl 1)△ (x) =△ <2>(x) = I:x'@x" @x"'= L砂）⑭x<2> Cl x<3), 
△ (n)(x) = L x(l) Cl ... ⑳ x(n+l), n 2 3. 

異なる整数の組l<:'.jl,・・・,jm<:'.lとX=区X1Q9・ ・ ・ ⑭ Xm E A0mに対し，

Xj, ... jm =尋）圧=1:(xi)j1・ ・ ・(xm)j= E AR1, (1) 

と定める．ただし（叩）みは ARlの元で叩を j;番目のテンソル積成分におき，他を 1としたものである．すな

わち

(xふ =1⑭ .. ・⑭ 叩 0・・・01,

でmはぶ番目に置かれている．例えばX=どX10叩⑧叩に対して勾12= LX2 0勾 0x1E AR3など．

3.2 ドリンフェルトダブルとヤン・バクスタ一方程式

有限次元ホップ代数Aのドリンフェルトダブルは準三角ホップ代数になる [Dri87].すなわちドリンフェル

トダブルは普遍 R 行列をもち，ャン・バクスタ一方程式の解である R 行列を生成する •1.

AOP = (A,71,mo見E,△，1―1,,)を， Aの積 m を m0P= m O TA,Aにしたホップ代数 (AOP)*= 

(A*,E*, △＊，ず，(mOP)*,(, ―1)*,,*)をAOPの双対ホップ代数とする．簡単のため1=, ―1とおく．

Aの(AOP)*への左からの作用 A⑧(AOP)*→ (AoP)*' a Q9 f→ a・f, をa,xEA, f E (A0P)*に対して

〈a・J,x〉＝区f,う(a")xa'〉，

と定める．また (AOP)*のAへの右からの作用AQ9 (A0P)*→ A,a@f→ af, をaEA, f E (A0P)*に対して

af =区f('?(a111)a')a" 

と定める．

ドリンフェルトダブル

D(A) = ((A0P)* @A, T/D(A), mD(A)迄D(A),△ D(A),1D(A), R) 

は以下で定まる．単位射は

加 (A)(l)= T/(AOP)•0A(l) = 1⑭ 1. 

•1 有限次元表現をとるごとに R行列が定まる
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余単位射，余積は aE A, f E (A0P)*に対して

切 (A)(fiZI a)=€(A0P)•0AU iZI a)= f(l)c:(a), 

△ D(A)(f@ a)=△ (AoPJ•0AU iZI a)=どJ"iZI a'iZI J'iZI a", 

と定める.•2 

積は a,b EA, f,g E (A0P)*に対して

加 (A)((fRa)R(gRb)) = Lf(a'・g")Ra"9'b 

=Lfg(う(a"')?a')Ra"b,

と定める．ここで？は不定元の入る場所を表す．

対合射は aE A, f E (A0P)*に対して

rD(A)URa)=区,(a")・デ(f')幻 (a')デ(!"),

と定める．

Aの基底 {ea}aEェとその双対基底｛呼}aEェを用いると，普遍R行列は以下で与えられる．

R=区(1Rea)R(eaR1)E D(A)RD(A). 

すなわち， Rは量子ヤン・バクスタ一方程式

R12R13R23 = R23R13R12 E D(A)R3 

を満たす．

3.3 ハイゼンベルグダブルと 5角関係式

前節に引き続き Aを有限次元ホップ代数とする.Aのハイゼンベルグダブル

H(A) = (A*@A,'T/H(A),mH(A)) 

は代数で，積は a,bEA, f,g E (A0P)*に対して

mH(A) ((!Ra)R(g砂））＝区fg(?a')Ra"b, 

で定まる．

定理 3([Kas97]). Aの基底{ea}aEェとその双対基底｛呼}aEェに対して

S=区(lRea)R(e賃 1)E H(A)RH(A) 

は5角関係式

812如 823= 823812 E H(A)R3 

を満たす．

•2 f E (AOP)*に対して (mOP)*(f)=△ OP(!) = I: f" Q9 f'となっていることに注意

(2) 
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3.4 5角関係式からヤン・バクスター方程式

R. Kashaev [Kas97]はドリンフェルトダブルD(A)が代数H(A)Q9 H(A)0Pの部分代数としてみなせるこ

とを示した

定理 4([Kas97, Suz18]). 代数の埋め込み（像への同剖）

rp: D(A)→ H(A) Q9 H(A)0P 

で

rp(l 0 ea)= L 10e~0101(e~) E H(A)@ H(A)0P, 

rp(ea 01) = L(e門"010デ((ea)')01 E H(A) 0 H(A)0P. 

を満たすものが唯一存在する．これは以下で与えられる．

r/J=叩 (A)0H(A)OPO ((10 ry)R2⑳ (T/⑭ 1)叫 0(10デ⑭1幻） 0 (△ op⑭ △)， 

すなわち fEA*,xEAに対して

rp(f幻）＝区〈デ(!')",,(x")'〉f"0 x'冒(!')'幻(x")"

＝区〈f',x"'〉!"'0x'0デ(!")幻(x").

ドリンフェルトダブルの普遍R行列の cpR2の像を

R=臼 (R)=区の(10 ea)紅 (e賃 1)

＝区 l®e~®l 幻（略） ®(e勺II @1@デ((ea)')R1 E (H(A)RH(A)°P)R2 

とおく.¢R2は代数の準同型より，hも量子ヤン・バクスタ一方程式の解である：

R12R13R23 = R23R13R12, 

ただし H(A)0 H(A)0Pを一つの代数とみなして記法 (1)を用いたもし H(A)0 H(A)0Pを代数H(A)と

代数H(A)0Pのテンソル積とみなして記法 (1)を用いると

R1234R12s5R34s5 = R34s5R12s5R1234. 

となる．

形式的に

ぬ：= 1(ea), 控：＝デ（砂），

と定め，

S'=区(10ぬ） R(eaR1) E H(A)0賛 H(A),
S"=区(1Rea)R(e澤 1) E H(A)RH(A)0P, 
S= L(l@ぬ） 0(控 01) E H(A)0P Q9 H(A)0P. 

(3) 

とおく．ドリンフェルトダブルの普遍R行列の ¢R2による像は，ハイゼンベルグダブルのテンソル梢の中で次

のように 4つの Sテンソルの積に分解される．
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定理 5([Kas97]). 

R=S伶813知S伍 E(H(A) 0 H(A)0P)R2. 

定理 6.Aの満たす鼠子ヤン・バクスタ一方程式 (3)の両辺は 8回の 5角関係式で移りあう．

Prnof. Sテンソルの 5角関係式 (2)を用いると以下が成り立つ．

823812 = 812813823, 8238~2 = 8~2~ 沿823,

S紺812= 8128仇S羞， S羞S伍=8伍S伶S羞，

S匂8138伶＝鵡S匂， S蜘8~3恥＝釦S匂，

知S伶S仇=8仇S紺， 823813和=812823. 

これを用いると以下のように量子ヤン・バクスタ一方程式 (3)の両辺を 5角関係式で移り合わせることがで

きる．

和，22如，3心，33= (s; 歪128峰 ）(S岱13叩S五）（攣 23知S品）
=8詞ふ怒S13Syふ唸Syふ3知S属

=S詞ふS~'.ふ 唸S似沿S23知S蜘

=S炉12紐S~'.砂3唸S五叱S23知S蜘
=8附＇点12年S~'.貸13唸S23Syふ s蜘
= S~'. 迅ふ亨 13呈知Siふ s属
= 8~'2S12珀S贔如S13823S1ふs蜘

=8仇唸S12812813S23S似如S蒻

=S認 '.3釦年S13823812年 S蜘

=8附＇忍＇終12年 S23紐S12'知S属

=S詞 '3知 S12叩S12'知s;3

=S詞＇西 3812却S12'知S羞
= S~'2唸S23S12和知S12,S蜘

=S認＇西 3S12知年叩S12,S蜘

＝箔唸S23S12知 Sm紐 S12,S属

=S認 '.3知 S128砂 益酎迅S12'

=S認＇西 3S恣函迅ふ如S12'

＝氾沿S23S12知和s;冽ふS12'
＝唸S23S12S附如年S匂S伍紐S12'

=8如如S12知s;図'2年S畠Sy3年S12'

=8羞知S12知s;心竺13五S伍知S12'
=S如如S12知s;3年s;2s;3s五紐S12'

=8諮23S12知s;3年s;3s13箔Sy3年S12'

= (S贔S23823S蜘）(8;3S13813S五）(S仇S12812S12')

＝知，33釦，33R11,22・

(4) 
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補足 7.仮想組みひも図式の普遍量子不変量によって，ライデマイスター III移動は量子ヤン・バクスタ一方

程式に移り， P(2,3)移動は 5角関係式に移る．その対応により，図 6に示した仮想組みひもの P(2,3)移動の

列が式 (4)のハイゼンベルグ代数の 5角関係式の列に移る（表 1). 普遍量子不変量については補足 8を参照．

ライデマイスター III移動

P(2, 3)移動

P(2, 3)移動 ⇒ライデマイスター III移動

（図6)

普遍壼了不変塁
: 

普遍彙子不変鼠
、

普迫景子不変塁

｀ 

量子ヤン・バクスタ一方程式

5角関係式

5角関係式⇒鼠子ヤン・バクスター方程式

（式 (4))

表1 普逼量子不変量を介した幾何学と代数の対応

補足 8.[Suz18}において筆者はホップ代数のドリンフェルトダブルを使ったタングルの普遍星子不変量をハ

イゼンベルグダブルを使って再構成した．オリジナルの定義ではタングルの図式の各交点にドリンフェルトダ

ブルの普遍R行列を対応させる一方，再構成ではタングルを写像じで移した仮想タングル図式の各交点に Sテ

ンソルを対応させた．仮想タングル図式を Nーグラフ（補足1)と思うと，仮想タングル図式の各交点に Sテン

ソルを対応させることは，タングルの補空間の分岐理想単体分割の分岐理想四両体に Sテンソルを対応させる

ことと対応する．仮想タングル図式の P(2,3)移動は分岐理想単体分割の分岐パッハナー (2,3)移動に対応す

る．タングルの図式と補空間の分岐理想単体分割は八面体分割 (Octahedraldecomposition)で対応し，その

対応の下で補空間の分岐理想単体分割のパッハナー (2,3)移動がタングルの図式のライデマイスター III移動

を誘導する（表 2). 

タングル

交点

ライデマイスター III移動

し
↓
与
与

仮想タングル図式

4つの交点

P(2,3)移動 8阿

N—グラフ

｀ Nグラフ

｀ Nグラフ
9 

タングルの補空間の分岐理想単体分割

分岐理想八面体（四面体4つ）

分岐パッハナー (2,3)移動8回

表2 タングルと仮想組みひも図式とタングルの補空間の分岐理想単体分割の関係

4
 
Associatorとの関係

D.Bar-NatanとZ.Dancso[BD13]は空間 3価グラフのコンチェビッチ不変量の変形を用いて四面体と

associatorを関係づけたこの節ではその概略を説明する．用語や図は [BD13]を参考にする．

4.1 空間 3価グラフ

3価グラフ (trivalentgraph)とはすべての頂点が辺を 3本持つグラフであって，辺は向きを持ち，一つの頂

点に繋がっている辺は頂点の周りで順序 (mod3)が付けられているものとする（図 7). ここで2つの頂点

の閻の多菫辺やループ，頭点のない円周も許す．
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~II o 
図7 3価グラフ

3価グラフには枠が定まる．枠とは 3価グラフ「の頂点の周りで図 8のようにリボンをつくり，それを向き

を保つように辺どうしではり合わせてできるrとホモトピックな曲面のことである．

A→ A □→@ 
図8 3価グラフの枠

空間 3価グラフ (knottedtrivalent graph) とは，枠付き 3価グラフの埋め込みのことである．これは枠付

き結び目や枠付き絡み目の拡張になっている．図式には黒板枠がついているものとする（図9). 

~ 三
(a) (b) 

図9 (a)空間 3価グラフの図式， (b)(a)の図式の表す空間3価グラフ

点付き 3価グラフ (dottedknotted trivalent graph) とは 3価頂点と点と反点と呼ばれる 2種類の 2価の

頂点を持つグラフである.3価頂点のまわりはこれまでと同様にに順序づけられており，枠や空間点付き 3価

グラフも同様に考えることができる（図 10). 

｀ 
図10 点付き 3価グラフ
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4.2 コード図

点付き 3価グラフ rをスケルトンに持つ n次のコード図とは， 2n本のコードの端点がrの辺に乗っている

ものをいう（図 11). 辺のイソトピーで移りあうものは同一視し，組み合わせ的な情報のみを考える．

｀ 
図11 点付き 3価グラフのコード図

rの上のコード図の空間A(r)は，コード図の生成する Q線形空間を 4項関係式（図 12) と頂点不変(VI)

関係式（図 13)で割った商である．ただし符号 (-1)→はコードの付いている辺が順点から出ているときー1,

損点から入っているとき +1を意味する．

f..¥〉
＼ 

< (~+ ("••/)\ _ f---/~=O 
： 

｀ 皇： ： 

'-l....Y'-..1.../ ： 
＼ 

図12 4項関係式

11,)\•I: 人,,_,八~,
図13 (VI)関係式

同様に， (3価グラフではないが） n個の向きのついた区間↓n= LJ↓の上のコード図の空間を A(↓n)と表す．

i = 0, ... ,n + 1に対し，写像ふ： A(↓ n)→ A(↓ n+1)を， i番目の区間を二重化し，そこに乗っているコー
ドの端点を二璽化されたどちらかに乗せるすべての方法を足しあげたものとする（図 14). 

Ill→ Ill l・l ll l・Jill・l lll 
図14 △2の例

ただし△。はコードのついていない区間を 1番目に加え，他の区間の順序を繰り下げる操作，△n+lはn+l

番Hに加える操作とする．
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d;: AU,n)→ A(↓ n-1)をXのi番目のひもとそこにつながっているコードを消したものをとする（図15). 

1:::1 l→ j { 
図15 必の例

XE  A(↓ n)に対して XJ,…Jn E A(-1,n)をX に含まれる区問の順序の置換とする．

llロ―j→Ill 
図16 X231の例

4.3 空間 3価グラフの普遍有限型不変量を介した分岐理想四面体と associatorの関係

Bar-NatanとDancso[BD13]は，空間 3価グラフの普遍有限型不変量（コンチェビッチ積分 [Kon93,

Bar95, CDOl, M097, DanlO])を，グラフの 4つの変形操作 (orientationswitch, edge delete, edge unzip, 

connected sum) すべてに対して同時に不変量の値が上手く振る舞うように•3定義を変形した新しい不変

量は点付き空間 3価グラフの不変量で，グラフ rの埋め込みに対して rをスケルトンにもつコード図の空間

A(r)に値を取る．これを Z:{fをスケルトンにもつ空間3価グラフ｝→A(r)と書くことにする．

Zを用いると，四面体と associatorを次のように対応付けることができる．

まず四面体の辺に対応する図 17(a)のような空間3価グラフ Tを考える．ただし枠は黒板枠（平面に沿った

曲面）がついているとする．このグラフの 4つすべての頂点を通る木 (sp皿 ningtree)をひとつ選び，それ以

外の辺を図 17(b)のように順序づける．

~ 瓜
(a) (b) 

図17 (a)空間3価グラフ T,(b) Tのひとつの spanningtreeとそれ以外の辺の順序

一般に n個の頂点をもつ 3価グラフrのすべての頂点を通る木をひとつ選び，木に含まれない辺に順序をつ
けると，コードの端点を木から動かすことでA(r)から A(↓n-1)への同咽写像が得られる．すなわち，上記の

ように Tの木を選ぶことでA(r)の元は A(拉）の元と同一視される．

•3 コード図の空間の代数的採作と可換な「準同型」になるように．
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定理 9([BD13]). <I> E .A(↓ 3)とRE.A(拉）を次のように定める．

•-z(~). R~z(e)) 
このとき <I>は⑮的e゚atorである］すなわぢ 5角関係式

△ 4(<I>) . ふ(<I>)・△ o(<I>) =ふ(<I>)・ふ(<I>)

と6角関係式

<I>-ふ(R)・<I>231=ふ(R)<J:>213(△o(R21))2i3, 

<I>-△ 2((R叫―1)"<I>231 =ふ((R叫―l)<J:>213(△o((R叫―1))2i3

が成り立ち，さらに i=l,2,3に対し d,(<I>)= 1, <I>321 = <1>-1が成り立つ．

(5) 

さらに， 0の満たす 5角関係式 (5)は分岐四面体の分岐パッハナー (2,3)移動の Zによる像と見ることがで

きる．すなわち， (5)の左辺は四面体3つの貼り合わせに対応するグラフの Zによる像である（図 18).ただ

し図の中の＊はグラフの頂点連結和を表しており，双対グラフをとると四面体の面を張り合わせていることに

対応する．

凡
[人
△
 

＊
 

図18 四面体3つの貼り合わせ

(5)の右辺は四面体2つの貼り合わせに対応するグラフの Zによる像である（図 19). 

一
W
＊△ 

図19 四面体2つの貼り合わせ

*4 [BD13]では中はより強い条件 (nice邸 sociator)を満たすことを示している．



183

補足 10.定理 9で得られた associatorは，もともとの普遍有限型不変量の取り方により C上のコード図の空

間もしくは Q上のコード図の空間に含まれる [Dri90,Dri91, Bar98}. 

補足 11.Nーグラフ（補足 1)において，ひもの交点には頂点の順序付けられた分岐理想四面体が対応する．回

転を法にしてそのような四面体は 2つあり，片方が正交点，もう片方が負交点に対応する．上記の associator

に対応するグラフは分岐剌想四面体と思うことができ，それを正交点と表すと，仮想組みひも図式の P(2,3) 

移動が associatorの5角関係式に対応する（表 3). 

仮想組みひも図式 立之こ~ 3次元多様体の分岐理想単体分割

正交点
Nグラフーー→ 空間3価グラフ T (分岐理想四面体） .!.+ Associator 

P(2, 3)移動
N—グラフ

分岐パッハナー (2,3)移動
z ) → Associatorの5角関係式

表3 仮想組みひも図式と理想単体分割とコンチェビッチ不変量の関係
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