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時間非整数階拡散方程式とその逆問題について
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概要

本稿は非局所モデルの一つである非整数階微分をもつ偏微分方程式を対象に，特に
1回以下の時間微分をもつ拡散方程式に焦点を当て，その初期値境界値問題をサーベイ
する．まずはCaputo微分卯の定義および分数べき Sobolev空間Ha(O,T)における再
定義を述べ，非整数階拡散方程式の初期値境界値問題の定式化を与える．つぎに今まで
得られた解の表示や適切性・漸近挙動•最大値原理・一意接続性などの基本性質を解説
し，通常の拡散方程式と比較する．それらの性質の応用として，関連する逆問題の重要
な結果と最新の進展をいくつか紹介する．

1 はじめに

近年，分数階微積分学 (fractionalcalculus)に基づく非局所モデル (nonlocalmodels)が

様々な背景から提起され，数学者および関連分野の研究者の間で人気が高くなっている．例

えば，（—△）1/2 のような分数べき楕円型作用素については， Caffarelli らの先駆的な仕事 [3]

でDirichlet-to-Neumann写像によって定式化され，特に理論研究が進んでいる．また， Du,

Gunzburgerら[4]はnonlocalvector calculusの理論を提案し，体積制約付き問題に対する

数値計算に応用されている．一方，偏微分方程式の墓本といえる楕円型・放物型・双曲型方

程式の時間微分回数はそれぞれ0,1,2であるが，それらの間に 0.5回， 1.5回時間微分をも

つような方程式について，理論と応用の双方から自然に興味が湧いてくる．

実際，不均質媒質における粒子の異常拡散や粘弾性体など，通常の発展方程式で記述でき

ない現象がしばしば現れる．例えば，全空間における移流拡散方程式の代表的な特徴とし

て，解は時間方向に指数減衰し，空間方向には正規分布であることが知られている．これに

反して，土壌などにおけるフィルド実験では，遅い減衰およびロングテール分布が報告され

る ([8]など）．これらの現象に対して，時間方向に非局所性をもつようなモデルも数多く提

唱されてきた．特に（8『-△）u=Fのような，のちに第2節で定義する時間方向の Caputo

微分叩 (0<a< 2)をもつ時間非整数階偏微分方程式 (time-fractionalpartial differential 

equations)は時間メモリー効果を表すことができ，数学と諸科学で注目を浴びている．こ

の方程式に関連する数理モデルとして，ほかにも連続時間ランダムワークやフラクタル上の

拡散 ([1]など），地質学における輸送プロセス ([30]など），粘弾性体の運動を記述する

spring-potモデル ([2]など）が挙げられる．

非整数階微分の概念はLeibnizにまで遡るが， 10数年前までは主に東欧諸国の工学や応用

科学で盛んに発展されてきたため，特殊関数や関数変換などによって厳密解・近似解を構成
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する研究が主流であった．最近になって，ようやく近代的な数学道具を駆使し，適切な関数

空間で解を捉え始めるようになり，時間非整数階偏微分方程式に関する文献は指数的に増え

てきた1．近年，その基礎理論が整備され，関連する数値解析と逆問題も盛んに発展してき

た．本稿では主に，時間微分回数aを(0,1)に限定した下記の時間非整数階拡散方程式

（叩＋.C)u= F in O x (0, T) 

の初期値境界値問題に焦点を絞り，今まで得られた解の基本性質（一意存在性・漸近挙動な

ど）を解説する．さらに関連するいくつかの逆問題の定式化を紹介し，上述の性質の応用と

して，逆間題を解く方針をサーベイする．

本稿の続きは以下のように構成される．まず第2節では，本稿で取り扱う非整数階微分を

導入し，その古典的な定義および再定義を論じる．それを踏まえ，第3節で解の適切性およ

び最大値原理・一意接続性など重要な性質に関する結果を述る．応用として，第4節では関

連する逆問題を 3つほど紹介する．最後に第5節で本稿をまとめ，関連問題および今後の課

題を言及する．

2 非整数階微分の定義

通常の 1回， 2回微分から派生した非整数階微分は一通りではなく，見方によって多種多

様な定義が散見する．例えば [15] でラプラシアンの分数べき(—△ドの 10 種類の同値な定

義をまとめたが，ほかには人気を乗じて，そもそも整数回微分と整合しない定義も乱立し，

まさにカオス状態である．よって非整数階微分を定義し使用する際，細心な注意を払う必要

がある．

本稿は，整数回の微分と非整数階の積分の合成によって2種類の時間非整数階微分を導入

する（詳細は [29]を参照）．まずfE C[O,T]に対して， 1回積分する操作を意味する積分
作用素 Jをつぎのように定める：

Jf(t) := L; j(T) dT. 
゜このとき，任意の自然数nに対して， fのn回積分Jげは，

t (t -Tr-1 
訂 (t)＝/ f(T) dT 

0 (n -1)! 

で表されることは直ちに示される．ここで階乗(n-1)！をガンマ関数r(n)とみなせば，上

記のnENを任意の/3> 0に一般化することによって，つぎのRiemann-Liouville積分作用
素Jf3が自然に定義できることに気づく：

町 (t)：＝ Jt (t -T)(3-1f(T) dT. 
。「((3）

(2.1) 

炉を用いて，非整数階時間微分の代表例である Caputo微分叩と Riemann-Liouville微分

Df (a> 0)をつぎの通り定義する：

叩：＝ J「al-a
d「al

゜dt「al'
d「al

Df:=~oJ「al-a.
dt「al

1 Web of Scienceのデータによる「fractionalequation」をトピックに含む論文数： 2010年＝940本， 2015
年＝2053本， 2020年＝4759本．



52

ただし，「・］と oはそれぞれ天井関数と合成を表す．すなわち，二つの非整数階微分は，通

常の微分作用素と Riemann-Liouville積分作用素の合成によって定義されるが，微積分のか

ける順番が逆である．また a¢ Nのとき 0<「al-a< 1なので，（2.1)から J「al-aは常

に弱い特異性をもつことに注意されたい．以降，特に断りのない限り，常にO<a<lとす

る．また，本稿を通して主にCaputo微分叩を取り扱う．

例 2.1.Caputo微分叩と Riemann-Liouville微分Dfは以下のように書き表される：

町（t)= lat勾□j'(T)dT, Df J(t) =(［信□j(T)dT)'. (2.2) 
上記からすぐ分かるように，両者は共にfの(0,t)における時間履歴に関わり，過去のメモ
リーは現在の非整数階微分の値に影響を及ぼす．このような非局所性は，局所作用素である

通常の微分と根本的に異なる．

叩と Dfは，残念ながら通常の微分がもつ性質をほとんど継承せず，非整数階方程式の

解析に大きな困難をもたらす．例えば定数関数J(t)= 1に対しても，（2.2)より
t-a 

〇＝叩1=/ D↑1= 
r(l -a) 

が異なり，特に定数のRiemann-Liou ville微分は0でないことは常識を逸する．また，微分

の交換律と結合律および部分積分も成り立たない：

鱈 f=I馴 f=I犀勺， 1 （町）gdt=/-11f(8fg)dt(j,gEC,訊0,Tl). 

このように基本的な道具が使えない一方，非整数階微分は特殊関数およびLaplace変換と相

性がよい一面もあり，解析において多用されている．例えば， a>0,/3 €飛をパラメーター
とする Mittag-Leffler関数Ea,13(z)を

00 

Ea,(3（z)：＝ど
Zk 

k=O 
r(ak+/3） 

(z EC) (2.3) 

と定めると，定数入€良に対して，非整数階常微分方程式

｛炉（t)＝入n(t) (t > 0), ('.4) 

u(O) = 1 

の解はu(t)= Ea,1（記）と表される．また， Laplace変換を f(z)：＝ J。OOe―ztJ(t) dtと表す
と，つぎの公式が知られている：

町(z)= za f(z) -za-l J(O). 

つぎに， Caputo微分Bfの離散化について少し触れる．区間[O,T]をM等分し，△t= T/M, 

tm=m△tとすると， Ll近似と呼ばれる以下の差分法が提案される：

町(tm)=~幻t3(tm『~dT~文信―-f嘉＿t1)[／-サ―adT
j= 1 ち— 1 j=1 
m 

= r(2-a)△ta区五J(tm-j)-
j=O 
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たたし， 1J = ｛し］［ニ2:11_-aa+（J -1)1-a [ : :／ ，m -1)， 
Ll近似は， fEC打0,T]に対して 0（△t2-a)の精度をもつことが知られている ([22]).
さて， Caputo微分8ff = Jl-a(f')はwell-definedに見えるが， 1回未満の微分をとるの

に1回微分にアクセスしていることに注意する．実際，上記(2.4)の解u(t)= Ea,1（入tりす

らび級ではないので，特に正則性が低い関数に対して定義 (2.2)は破綻する．よって，適

切な関数空間で卵を再定義する必要がある．

Gorenfloら[7]は，分数べき Sobolev空間で叩をRiemann-Liouville積分作用素Jaの逆

作用素として定義した．具体的には，炉の定義域D(Ja)をび(0,T)とした上，その値域

R(Ja)はつぎのような特徴づけられた：

R(Ja) = Ha(O, T) := {f E C1[0, T] I f(O) = O} 
H吋O,T)

= ｛,{af(：9:1/2(0,T) [f2t(t) dt < OO｝ロニ：／2），
{f EH吋O,T)I f(O) = O} (1/2 <a< 1). 

ただし， H可0,T)はSobolev-Slobodeckij空間である．さらに， JCT: £2(0, T)--+Ha(O, T) 
は全単射であることが示されたので， Caputo微分0fを

欲：＝ （J勺―1:Ha(O, T)一び(0,T) 

と定められた．特に埋め込み定理より， 1/2<a< 1のときHa(O,T) c {f E C[O, T] I f(O) = 
0}なので， f(O)ヂ0ならば8ffは定義されない．逆に0< a :S 1/2のとき， Ha(O,T)は各
点で意味をもたないため，初期値の解釈が難しくなる．これは，初期値を捉えるのにびの

枠組みでは不十分で，さらにLP理論を整備すべきことを示唆している．

3 時間非整数階拡散方程式の順問題

準備が整ったので， Caputo時間微分をもつ拡散方程式の初期値境界値問題の定式化を与

える．び(9)の内積を（・，・）と記し， HJ(n),H2(n)などはSobolev空間を表す． aE (0, 1), 

T>Oを定数とし， nc配 (dEN)を滑らかな境界成）をもつ有界領域とする．非整数階
Caputo時間微分をもつ拡散方程式の初期値境界値問題

{：8::£)u= F: ： : ［゚0,｝／)，
u = 0 on 8D X (0, T) 

(3.1) 

を考える．ただし，£は2階線形楕円型作用素

.Cf := -div(A(x)▽f) + c(x)f (f E D(.C) := H2(D) n HJ(D)) 
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を表し， A=(aijh:S:i,j:0:d E C1(豆鴨盟）をり上で一様正定値とし， 0~ c EC（百）とする．
初期値a(x)と源泉項F（尤，t）の条件はのちに指定する．

本稿は簡単のために，定式化を (3.1)に限定するが，境界条件は斉次Dirichlet条件のほか，

NeumannやRobin条件，さらに非斉次境界条件も考えられる．また8『uの代わりに，複数の

Caputo微分の線型結合Lfa=lq位rjuや，（0,1)区間に連続に階数をとる分布型J。1μ(a)8『uda
などの定式化もある．さらに近年は上記の£を一般化し，

£(t)f := -div(A（x,t）▽f) ＋b（x, t)• ▽f+c（尤， t)f

のような， tにも依存する非対称の線形楕円型作用素に対して，通常の放物型方程式と同等

の線形理論も整備されてきた（例えば [14])．しかし，本稿の定式化(3.1)は重要な性質を

解説するのに十分である．

他方，第2節で述べた分数べき Sobolev空間の観点より，本来ならば(3.1)を

『□二）＇＋）£：二。， T） ：二°[／），
u = 0 on叩 X (0, T) 

のように記述したほうが正確であるが，理解しやすいために (3.1)と書くことにしよう．

作用素叩＋£に関する先行研究はとても列挙しきれず，例えば [5-7,14, 21, 26, 28]に留ま

るが，ここではマイルストーンと称される Sakamoto,Yamamoto [28]に沿って解説する．

解を表示し評価するため，楕円型作用素£の固有システム｛（入n,'Pn)}nENを導入する．す

なわち，（入n,'Pn)は

｛ら＝い in0, 0 ＜ふくふ"'..．さ入n---+ ＋oo 
咋＝ 0 on 80, 

をみたし，｛五｝ CD(£)はび(n)の完全正規直交系である．固有システムを用いて，£の

分数べき心 (120)と空間D(O)をつぎのように定める：

00 

£汀：＝区況(f五）砂 fE D(£1) := {f E L叩） IIIJIID(か):= ||£1f||E(mく＋oo}.
n=l 

D（心）はHilbert空間であり， D(£1)CH町9)，特にD(,Cl/2)= HJ(n)は知られている．
さて， aEび(D),FEび(Dx (0,T)）として，まず問題(3.1)の解の表示について解析し

よう． a=lの場合に対する変数分離法と同様に，（2.3)で導入した Mittag-Leffier関数を用

いると，（3.1)の厳密解はつぎのように表される：

u(・,t) = t｛恥（ーい（a，叫＋［／叫(-い(F(・,t-T)，五）dT}'Pn
ここで，重ね合わせの原理より，上式の右辺第 1項は初期値a,第2項は源泉項Fから由

来することは明らか．特に a=lのとき， Ea,l（一入砂勺＝ ta-1Ea,a(—入孔勺＝ e―ふtであ

るから，上式はよく知られているフーリエの方法による拡散方程式の厳密解ほかならない．

O<a<lのとき，厳密解で初期値aと源泉項Fに関わる tの関数は異なることに注意され

たい．
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注 3.1.Q＝記すなわち (3.1)のCauchy問題版に対しても，類似した厳密解が知られて

いる ([5]): 

心 t)＝J広（わーy,t)a(y) dy + 1%恥（尤一Y,t -T)F(y, T) dydT. 
艮d JQJ]Rd 

ただし， Ga,K叶まFoxの仕関数と呼ばれる特殊関数であり，特に a=lのとき両者は共

に熱核G(x,t) = (4冠）ーd/2exp(-1年／（4t)）に帰着する．

非斉次の線形発展方程式に対して，解を斉次方程式の積分で表示する Duhamelの原理が

普遍的に成り立つが，この原理は (3.1)に対しても微修正のうえ通用する．実際， a=Oの

とき，（3.1)の解はつぎのように表される：

J1-°'u(•, t) = 1i v(•, t; T) dT (0 < t < T). 

゜
(3.2) 

ただし， v（・，．；T)はTE(O,T)を初期時刻としたつぎの斉次問題の解である：

｛口t)，vT：゚：： ： ［TT,｝/)， 
v = 0 on 80 x (T, T). 

ここで，解uにRiemann-Liouville積分作用素 Jl-aが掛かっていることに注意されたい．

上記の非整数階Duhamelの原理により，まずは (3.1)の斉次問題の解，すなわち

00 

u（・，t)=区 Ea,l(—入n炉）（a, 五）五 (3.3) 
n=l 

を調べればよい． Mittag-Leffler関数の性質を活用すると，つぎが直ちに示される．

定理 3.2（解の適切性，［14,17]). a Eび(D),F = 0とする．このとき，問題 (3.1)にただ

一つの解 (3.3)が存在し，つぎをみたす．

(1) u En。:S,y:SlL1h(o, T; D(,C,1)) (1/0 = ooとみなす）， limt→ollu(・, t) -a||い(!!)= 0. 
(2) Tに依存する定数cT>0が存在し，つぎの評価が成り立つ：

llu(・, t) IID(C,)三CT||a||L2(Q)t―°''Y (0 < t < T, 0::; 1::; 1). (3.4) 

(3) Tに依存しない定数C>0が存在し，つぎの漸近挙動が成り立つ：

,e-la 
u(・, t)ー：：：：：

GIia||い(!1)

r(l-a)t°' 
(t→ +oo). 

D(.C) 
t2°' 

(3.5) 

(4)写像u:(0, +oo) ---t D(.C)は解析的である．

定理3.2は解 (3.3)に関する基本的な性質をまとめている．まず解の滑らかさについて，

定理 3.2(1)は時間正則性 L1h(O,T)と空間正則性D(Lりのバランスを表している．特に

,=0,1/2,1のとき，

u E L00(0, T; L2(0)) n L2(0, T; HJ(O)) n 1ン1(0,T; H2(0) n HJ(O)) 
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であるから，解の空間微分可能性は初期値aEび(!1)から最大2回までしか持ち上がらない

ことが分かる．通常の拡散方程式の解の滑らかさと比べて，（3.1)の平滑化効果は非常に限

定的といえる．

つぎに，評価(3.4)と(3.5)はそれぞれ解の短時間と長時間の漸近挙動を表している．前者

より， ,>Oのとき llu(.'t)llv（か）はt=Oで弱い特異性をもち，しかも 1が大きいほど特異
性が強い．一方後者より， t→十ooのとき uの0への減衰率はt一叫極限パターン £-1a r(1-a)ta 

へ収束率は t-2aである．ただし， ,e-laは楕円型方程式の境界値問題

｛：口□'Q
の解bのことである．特に (3.5)から， uの減衰速度t-aはsharpであることも読みとれる．

よって，（3.1)は確かに遅い減衰を表現することができ，これは通常の拡散方程式の解が示

す指数減衰との根本的な違いである．

最後に定理3.2(4)より，解(3.3)は時間方向に解析性であるが，通常の拡散方程式の場合

と遮ってt=Oのみ解析的ではないことに注意してほしい．

上記より，（3.1)でa<lとa=lの場合の類似性と差異が見えてきたが，続いて「最大

値原理」と「一意接続性」の観点から解析を進める．

通常の拡散方程式において，最大値原理 (maximumprinciple)はもっとも特徴的な性質

の一つといえよう．例えばa=1, F = 0のときの (3.1)に限っていうと，

•弱最大値原理： a 2". 0ならば，解u2o:o;

•強最大値原理： a 2". 0，孝0ならば， !1X (0, +oo)で解u>O

が成り立つ．このとき，自然にa<lの場合に対しても同じ結論が成り立つかを問いかけた

い．しかし通常の最大値原理は，滑らかな関数は極値をとるとき 1回微分が0である事実に

基づくが，その a回微分は時間履歴の影響で0とは限らない．そのため， aく 1の場合に対

する最大値原理の解析は難しいが， Luchko[26]はつぎを示した．

補題 3.3.(1)（極値原理） fEC門0,T]がtoE (0, T]で最大値をとれば， 8fJ(to) 2". 0が成り
立つ．

(2)（弱最大値原理）十分滑らかな関数uがTTX [O,T]上で (8『+£)u:S 0ならば，

u :S max { 0, (Tix{o}悶嵩X[O,T]) U} 。nTT x [O,T]. 

が成り立つ．すなわち， uは0以下か，境界あるいは初期時刻で正の最大値をもつ．

補題 3.3(2) より，（3.1) の古典解に関するアプリオリ評価と一意性•安定性は直ちに示せ

る．さらに比較原理も従うので，準線形の時間非整数階拡散方程式を解析するための道具が

整備された．一方，（3.1)に対する強最大値原理には， a=lの場合の方法は通用しない．筆

者ら [25]が補類3.3(2)に基づき，定理3.2(3)-(4)を活用してつぎを示した．

定理 3.4（強正値原理）．空間次元d=l,2,3とし， L2(!1)ぅa2". 0，季 0,F = 0とする．こ

のとき，（3.1) の解 u と V⑦€ 0に対して，集合ら：＝ ｛t > o I u（x, t) :S 0}は高々有限個の
元をもつ．すなわち， !1X (0, +oo)のほとんど至るところでu>Oが成り立つ．
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上記の定理は尤 EQを任意に固定されたとき，条件をみたすu(x,t)はtの関数として有

限個のゼロ点を排除できなかったが，のちに [27]は弱Harnackの不等式を用いてa=lの

場合と同等の強最大値原理（すなわちら＝ 0)を示した．

最後に，（3.1)の一意接続性 (uniquecontinuation)に触れる．偏微分方程式一意接続性

とは，斉次方程式の解が局所的に0のとき，大域的に0かどうかに関する性質である．例え

ば，楕円型と放物型方程式は強い一意接続性をもつが，双曲型方程式は有限伝播性によって

一意接続性が弱いことが知られている． aE (0, 1)の場合の (3.1)は楕円型と放物型の中間

に位置するから，強い一意接続性が期待されるが，非局所性がもたらす技術上の問題で解析

が難しい．筆者ら [11]はLaplace変換と楕円型方程式の一意接続性を用いて，つぎの結論

を示した．

定理 3.5（弱い一意接続性）． aEび(r!),F=Oとし， wenを部分領域， IC(0, +oo)を

区間とする．このとき， wxIで(3.1)の解u=Oならば， uはf!X (0, +oo）で恒等的に0で

ある．

上記の定理を弱い一意接続性と呼ぶのは，隠れたデータとして斉次Dirichlet境界条件を

使ったからである．［21]などは擬微分作用素を駆使して類似した一意接続性を確立したが，

係数をcoo級と仮定した．一方，［19]はd=lかつ ,C= -8~ + c(x)の場合にa=lのと同

じ一意接続性を示したが，一般の場合は未だに不明である．

上記一連の結果は，非整数階拡散方程式の基礎理論を構築し，解の主な性質を解明した．

通常の拡散方程式と比べると， t→＋ooにおける漸近挙動で現れる減衰速度は根本的に異

なるが，ほかの側面においては定性的に類似する性質が多い．これらの結論自体は重要であ

りながら，応用として関連する逆問題の解析にも非常に役立つ．

4 時間非整数階拡散方程式の逆問題

前節で得られた結論を踏まえ，本節は時間非幣数階拡散方程式に関する様々な逆問題を

サーベイする．初期値境界値問題(3.1)に限って，初期値aや源泉項Fなどの各要素が与え

られたとき，偏微分方程式の解uを求めることを順問題と呼ぶが， uの欠落データから a,F

などの未知の要素を探すことを逆問題という．一つの順問題に対して，いろんな逆問題が挙

げられるが，本稿は簡単のため，つぎの定式化に焦点を当てる：

｛ご。）~;:E)~ F(x, t) ~ p(t)g(x) ~ご；：， 0 x (0,T)）， 
u（x, t) = <I>(x, t) ((x, t) E 80 x (0, T)). 

(4.1) 

すなわち (3.1)において，源泉項F(x,t)を変数分離の形p(t)g(x)に限定する．間題(4.1)に

対して，つぎの 3種類の典型的な逆問題を考える：

1.パラメーター決定逆問題： Caputo微分回数のaE (0, 1)を決定する．

2.源泉項決定逆問題：源泉項の時間成分p(t)あるいは空間成分g(x)を決定する．

3.係数決定逆問題：£=―△+c（x)と仮定したとき，階数aと係数c(x)を同時に決定

する．
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それぞれの逆問題において，決定すべき要素を未知とし，ほかの要素は基本既知とする．ま

た，問題ごとの特性によって，必要とする観測データは異なる．なお，関連する逆問題は上

記の3種類とは限らず，例えば初期値aを決定する backward問題などもあるが，ここで割

愛する．

順問題と同様に，時間非整数階拡散方程式の逆問題に関する文献も数えきれないほど現存

する．上記の3種類の逆問題について，サーベイ論文 [24],[18]と[20]はそれぞれ2019年

までの主要結果を総説したので，興味のある読者は参考されたい．以下，特に重要と思われ

る結果およびその周辺を解説しつつ， 2019年以降の最新の進展をいくつかピックアップし

て紹介する．

4.1 パラメーター決定逆問題

前述の通り，非整数階と通常の拡散方程式の最大の違いはCaputo微分の回数aにあり，

しかも応用問題においてaは媒質の性質を反映している．よって，（4.1)に関する逆問題に

おいて，パラメーター決定逆問題はいち早く研究されてきた．

定理3.2(2)-(3)を思い出すと， aの情報は解の短時間および長時間の漸近挙動に内蔵され

ているので，自然に漸近挙動を利用して aを決定することに気がつく．実際，［9］はaに関

するつぎの公式を得た．

補題 4.1.Xo EDを任意にとり， F=<I>= 0, C,『(n)3 a 2 0，羊〇とし， uを(4.1)の解と

する．このとき，つぎの公式が成り立つ：

・--- t如 (xo,t),. t如（尤O,t) 
a = - lim ~ = lim 
t→+OO U(Xo, t) t→O U（のo,t) -a(xo) ・ 

上式は，厳密解(3.3)からも直ちに従う．またt→十00の漸近挙動に関しては，定理3.2(4)

が示した解の解析性に基づくと，有界区間 (O,T)で空間一点XoEDにおける観測データか

ら得られる．

(4.1)の一般化として， 8作の代わりに線型結合区；直Jo?uの定式化もある．個数m,
回数a]と係数qj(j = 1,..., m)を同時に決定する逆問題についても，同様な観測データを
用いた一意性が示されている．さらに分布型J。1μ(a)8『udaの定式化で重みμ(a)の決定に
も，同じく一意性の結果がある（詳細は [18]を参照）．

上記すべての先行研究においては，データが一致すれば未知数が一致するという一意性が

得られたが，最新の進展としてデータにある程度の誤差があっても一意性が成り立つことを

示した．

定理 4.2（不正確なデータによる一意性）． a,/3E (0,1), a,b ED（か） （1 > 1 + d/4)とし，
u,vをそれぞれ

{：8:：£)u= 0:  ： ： ［°0,｝/）'｛:8:：£)v= 0:  ［ ： ［°0,}／）， 
u = 0 on an x (0, T), l v = 0 on an x (0, T) 

の解とする． .Ca(xo)cJ 0, Lb(xo) cJ 0をみたすXoEnをに任意にとる．このとき，定数
C > 0, T > 0とv> min{a,/3｝が存在し，

lu（のO,t) -V（のo,t)l:<::;Ctv (O:<::;t:<::;v) (4.2) 
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が成り立てば， a=(3が成り立つ．

条件(4.2)は不正確なデータを表し，観測時間Tも任意に小さくとれるゆえ， u(xo,t) = 

v(xo, t)を仮定したすべての先行研究より本質的に弱い．さらに，初期値に関する仮定は

a（xo) = b(xo)とLa(xo)ヂ0,Lb(xo)ヂ0に留まるので， Qでa三 bを仮定したほとんどの

先行研究と比べて遥かに弱い．一般論として，本来(4.2)のような条件は安定性しか導けな

いが，この問題に限って一意性がいえて，微分回数aは方程式に対して支配的であることが

窺える．

定理4.2が述べた一意性は，線型結合こ:lq位戸uの場合まで一般化でき，さらに特殊な
条件下で初期値の一意性（すなわち a=b)も示せるが，ここで詳細を略す．

4.2 源泉項決定逆問題

続いて，（4.1)において源泉項がF（x,t) = p(t)g(”)のような変数分離の形をしたとき，時

間成分p(t)あるいは空間成分g(x)の決定を考えよう．（4.1)を汚染物質の拡散モデルとし

たとき， p(t)とg(x)はそれぞれ汚染物質の時間発展と空間分布を表す．よってp(t)の決定

は，例えばチェルノブイリや福島原発事故のように，汚染源の位置が既知のうえ，その減衰

パターンを同定する問題と直結する．一方g（尤）の決定は，未知の汚染源の位置を特定する

問題に関係する．

本節は以下，常に (4.1)でa=<I>＝0とする．源泉項が変数分離の形をしているため，非
整数階Duhamelの原理(3.2)はつぎに帰苔する：

t 

J1-°'u(x, t) = (p * v(x, -))(t) = 1" p(t -T)v(x, T) dT. (4.3) 

゜ただし，＊は畳み込みを表し， vはつぎの斉次問題の解である：

に£)v=0:  [ ： ［°0,}／）， 
v = 0 on 80 x (0, T). 

(4.4) 

(4.3)は畳み込みの形をしており， 2種類の源泉項決定逆問題の共通の出発点である．

まず， p(t)を決定する逆問題を考える． pはtの関数なので，前節のような空間一点にお

ける観測 u|｛叩｝x(O,T)が合理的である．しかし，観測点xoE 0の位置によって問題の難易

度は大きく異なる．実際， xoEsuppg （例えば g(xo) ヂ O) のとき， p を 8『U （Xo,•) で評価

する Lipschitz安定性は簡単に示せる ([28]など）．しかしこの場合は，汚染源の内部で観

測することを意味するので，モデルによって危険性を伴うことで現実的ではない．一方，汚

染源から離れる場所，すなわち xorf_ suppgで観測するのは望ましいが，この条件下の逆問

題はa=lの場合でも難しい．ここで，定理3.4で示した強正値原理を応用すれば， pに関

する下記の一意性は直ちに従う ([25]).

定理 4.3.Xo E 0を任意にとり， pEび(0,T), L2国）ぅ g20，羊〇とし， uを（4.1)の解と

する．このとき，｛xo}x (0,T)でu=Oならば，（0,T)でp=Oが成り立つ．
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上記の定理は観測点xoに条件を課さず，一般性が高い結果である．既知の空間成分gに

課す条件g~O，争〇も応用において合理的であるが，この条件を外すと一意性が成り立たな

い反例は作れる．

証明の概略を述べる． X =Xoを（4.3)に代入すると，条件より

0 = 11-au(xo, ・) = p * v(xo, ・) in (0, T) 

が成り立つ． Titchmarsh の畳み込みの定理より， T1+T2~T をみたす定数 T1,T2 ~ 0が

存在し，（O,T1)でp= 0, (0, T2)でv(xo,・) = 0が成り立つ．一方，定理3.4より (O,T)で

v(xo, ・) > 0なので， T2=0でなければならない．ゆえにT1=T,すなわち (O,T)でp=O
が示された．

つぎに，（4.1)における源泉項の空間成分g(x)を決定する逆間題を考える． gはxの関数

なので，部分領域wenにおける観測ulwx(O,T)が妥当である．上記と並行のように，ここ

で定理3.5で示した弱一意接続性を応用すれば， gに関する下記の一意性は得られる ([11]).

定理 4.4.空でない部分領域wenを任怠にとり， gEび(0),p Eび[O,Tl, p(O)ヂ0と

し， uを(4.1)の解とする．このとき， wx (0, T)でu=Oならば， 9でg=Oが成り立つ．

証明の概略を述べる．条件ulwx(O,T)= 0を(4.3)に代入すると，

0 = 11-au = p * v in w X (0, T) 

であるから，両辺をtについて微分すると

p(O)v + p1 * v = 0 in w x (0, T) 

が得られる． p(O)=J 0なので， Gronwallの不等式より wx (0,T)でv=Oが成り立つ．定
理3.5を用いると， DX(0, +oo)でv=Oなので， Qでg= limt→o v(・, 0) = 0が導かれた．

上記の 2種類の逆問題に対する数値解析および異なる問題設定に関する源泉項決定逆問題

について，詳細は [24]およびその参考文献を参考されたい．

続いて，非整数階拡散方程式の源泉項決定逆問題に関する最新の進展を三つ紹介する．ま

ず，（4.1)のような変数分離の源泉項ではなく，移動する物体を表す源泉項を考える：

(a『+.C)u(x,t) = F（の，t)= g(x一 ((t)).

ただし，(:[O, T] ---+配は物体の軌道， g:Q---+沢は物体の形状を表す．このとき，軌道

くと形状gを決定する 2種類の逆問題が考えられるが，［10]では前者に対して，複数の点に

おける観測データによる局所安定性を示した．一方，物体が平行移動，すなわち("三 0の

場合に限って，［23]は後者に対して，部分領域における観測データによる一意性を示した．

残り二つの進展は，定式化を (4.1)のような変数分離の源泉項のままに，理論と応用双方の

ニーズから観測データの削減に関する研究である．第一に，定理4.4を振り返ると，証明は

弱一意接続性（定理3.5)に基づくので，部分領域wx (0,T)における観測データのみならず，

隠れたデータとして斉次Dirichlet境界条件もアクセスしている．境界データを使わず，し

かも領域内部における観測も可能な限り減らすのに，定理3.5より強い一意接続性が必要で

あるが，一般の場合に対して極めて難しい．［13]では，空間次元d=lかつ£=―洸＋c(x)
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の場合に限って，境界条件なしの斉次問題 (4.4)のCauchyデータによる一意接続性を確立

した．すなわち， vが

｛⑳ー洸＋c（x)）v= 0 in ox (0,T)， 
v=vx=O at{xo}x(O,T) 

をみたせば， 0x (0,T)でv=Oが成り立つ．この結果に基づき，定理4.4の証明と同じ論

法を用いれば， Cauchyデータ (u，四）l{xo}x(O,T)による源泉項の空間成分g(x)の一意性が示

せる．このデータ量は，定理4.4のと比べて本質的に少ない．

一方， g（切を決定する逆間題に関するほとんどの先行研究では，観測はt=Oから始ま

り，さらに定理4.4のようにp(O)ヂ0を仮定した．このような設定は応用問題において，初

期時刻にすでに汚染物質が漏れて，しかも同時に観測を開始することを意味する．しかし突

発的な事故などの場合，事故発生から観測開始まで時間を要し，上記の設定は現実的ではな

ぃ．よって，ある T1E (0, T)としてwx (T1, T)における観測データが理想的であるが，［19]

はこのような観測による g(x)の一意性を示した．証明は非整数階Duhamelの原理(4.3)と

Titchmarshの畳み込みの定理によるが，つぎの事実は肝心である： fEHa(O,T)が(T1,T) 

でf=8ff=Oならば， fは(O,T)で恒等的に 0である．この事実はa=lのとき当然成

り立たないので，非局所性ならではの結果といえる．

4.3 係数決定逆問題

最後に，（4.1) で£=—△ +c（ェ）と制限した上，時間微分階数 a と係数 c（x) を同時に決

定する逆問題を考える．楕円型作用素£に現れる係数を決定する逆問題は， EIT(electrical 

impedance tomography)を代表とする非破壊検査の数理モデルであり，理論と応用の重

要性からよく調べられてきた．このような問題に対して， 80で与えられた Dirichlet境界

条件を入力，解の Neumannデータ OvU(vは8Qの外向き単位法線ベクトル）を出力と

して，入力を変えて無限回繰り返し観測することが一般的である．この入力と出力の対応

A: ulao-→8ッU加をDirichlet-to-Neumann写像と呼ぶが， Aは未知係数に依存するので，

係数決定逆問題はAから係数を決定する問題として定式化される．よって，（4.1)に対する係

数決定逆間題も，境界条件<I>(x,t)を動かしてDirichlet-to-Neumann写像を得る必要がある．

以下，（4.1)で常にa=F=Oとする．［16]は，時間解析性と Laplace変換を用いて (4.1)

を楕円型方程式に変換し，後者の Dirichlet-to-Neumann写像に関する既知の問題に帰着す

ることによって，つぎの一意性を示した．

定理 4.5.(4.1)で<I>(x,t)＝心(t)T/（x)とし，ゅは解析的かつ心(0)= 0，ゅ＇（0)ヂ0とする．係

数aとc(x)に依存する Dirichlet-to-Neumann写像を

A(a, c)T/ := Ovubx(D,T) (T/ E H312(8D)) 

と定めると， A(a1,ci) = A(a2, c2)ならば(a1,c1)= (a2,c2)が成り立つ．

上記の一意性は， Dirichlet境界条件①の空間成分nを動かして， anX (O,T)において無限
回Neumannデータを観測して得られた．しかし，（4.1)は発展方程式であり，そのDirichlet-

to-Neumann写像には楕円型方程式にない時間方向の情報が含まれているので，観測データ



62

を削減する可能性が十分ある．のちに，一つの時刻t。における無限回の観測による一意性

も示された（詳細は [20]を参照）．さらに，［12]はDirichlet境界条件①を巧妙に設定する

ことで，無限回だった観測をたった一回に減らして同じ一意性を証明した．

定理 4.6.rin,r。utC 80を部分境界とし， rinur。ut= n, rin nr。ut=/ 0とし，（4.1)の境
界条件をつぎのように定める：

炉）＝x(x)言い(t犀(x).
ただし， XEcoo（叩）はsuppxC finをみたし，｛枷｝kENはH3/2(fJD)で桐密である． u1

とu2をそれぞれ (a1,c1)と(a2心2)を係数とした（4.1)の解としたとき， r。utX (0, T)で
8四 1=8四 2ならば，（a1,c1) = (a2心）が成り立つ．

上記の定理は観測回数を一回に減らしただけでなく， Dirichlet境界条件のの台をfinX[0, T] 

に， Neumannデータのとれる範囲を routx (0, T)に一般化した． iを級数の形にすること

で問題を無限個のサブ問題に分解し，一回の観測は実際に無限回の観測と同等の役割を果た

すことが肝心であるが，詳細は割愛する．

5 まとめ

本稿は非局所モデルの一つである非整数階微分をもつ偏微分方程式を対象に，特に時間

方向に 1回以下の Caputo微分叩をもつ拡散方程式に焦点を当て，その初期値境界値問題

の基本性質および関連する逆問題をサーベイした．特殊関数による厳密解の表示や非整数

階Duhamelの原理から，非整数階拡散方程式は通常の拡散方程式の自然な一般化といえる．

特に斉次問題について，最大値原理や時間解析性などの性質は完全に一致する．一方，解の

正則性と一意接続性に関して，前者は後者より少し結果は弱いが，定性的に類似している．

しかし，通常の拡散方程式が示す指数減衰に比べて，非整数階拡散方程式の解の減衰はt-a

であり，漸近挙動の側面で両者に決定的な差異が見られる．

表 1:（叩＋.C)u= 0 (0 < a :S 1)の性質の比較．

a=l O<a<l 応用

漸近挙動 e―入1t t-a パラメーター決定逆問題

平滑化効果 強い 限定的 初期値決定逆問題

一意接続性 強い 弱い 源泉項の空間成分を決定する逆問題

最大値原理

゜゜
源泉項の時間成分を決定する逆問題

時間解析性

゜゜
係数決定逆問題

最後に，関連問題および今後の課題に触れて本稿を結ぶ．上述より，非整数階拡散方程式

はかなり解明されたように見えるが，未解決問題はまだ多く残っている．そもそも Caputo

微分叩の定義はび(O,T)に基づく分数べき Sobolev空閻Ha(O,T)でしか構築しておらず，
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特に a:S 1/2のときの初期値の意味付けや非線形問題のためにも，び理論への一般化は喫

緊である．一方，最大値原理および付随する比較原理が示した以上，例えば準線形問題

(8『+.C)u=f(u) 

に対する優解・劣解の方法や爆発問題は考えられるようになった．また，今までの解析はほ

とんど単独の方程式に留まるが，現存の手法を微修正すればすぐ結合系

｛⑰＋£直＝ anU+a12V, 
（冴＋ら）V= a21U + a22V 

に適用できると思われる．さらに上記の解析が進み，両者を統合すれば，非整数階反応拡

散系

も視野に入れられる．

｛⑰＋叫＝f（u,v)， 
（冴＋ら）v=g(u,v)

他方，本稿はa<lに限って論じてきたが， l<aく 2のときの非整数階波動方程式につ

いても興味深い．この場合，方程式に拡散と波動の性質が混在し，解は正値性を失いが振動

し始めるが，ゼロ点の分布や形状も重要なテーマになる．また，拡散方程式が有する質量保

存と波動方程式が有するエネルギー保存は共に破綻するが，解の質量とエネルギーの aに

関する増減の解明および新しい保存則の発見も面白い課題である．さらに関連する逆問題

も既存の結果と比較しながら解明したい．
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