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歪 mitosis作用素の組合せ論

熊本大学大学院先端科学研究部藤田直樹 (NaokiFujita)* 

Faculty of Advanced Science and Technology, Kumamoto University 

概要

本稿は RIMS共同研究「変換群の幾何とトポロジー」における講演内容をまとめ
たものである． C型シューベルト多様体の半トーリック退化を歪パイプ・ドリームと
いう組合せ論的対象と関連付け，退化先に現れる歪パイプ・ドリームが歪 mitosis作
用素によって構成されることを紹介する．加えて歪パイプ・ドリームをある種のパス
を用いて表示し，パスの言菓で退化先に現れる歪パイプ・ドリームを特徴付ける．本
稿の内容は西山雄太氏との共同研究 [7]に基づく．

1 導入

トーリック幾何はトーリック多様体という良いトーラス対称性を持つ多様体の幾何学と

凸多面体の組合せ論を結ぶ架け橋であり，トーリック多様体への退化（トーリック退化）を

考えることでトーリック幾何をトーリックでない他の多様体へ応用することができる．本

稿では旗多様体のトーリック退化に着目する．旗多様体のトーリック退化については標準

単項式理論を契機として様々な研究がなされており，特に表現論と密接な関係がある ([4]

参照）．旗多様体のいくつかのトーリック退化はシューベルト多様体からトーラス不変な

（既約とは限らない）閉部分多様体への退化を誘導しており，これを半トーリック退化とい

う([11,13]参照）．

半トーリック退化はシューベルト・カルキュラスと密接な関係がある．シューベルト・カ

ルキュラスはシューベルト多様体の交叉の明示的な記述を目指す研究分野であり，シュー

ベルト多項式などの組合せ論的モデルによるシューベルト類の具体的な実現が重要な役

割を果たしている． A型旗多様体から Gelfand-Ts叫 in多面体に対応するトーリック多様

体への退化を考えると，これはシューベルト多様体の半トーリック退化を誘導する．ここ

でシューベルト多様体の退化先の既約成分は簡約なパイプ・ドリームという組合せ論的対

象を通して，シューベルト多項式に現れる単項式と 1対 1に対応している ([10,11, 6]参

照）．本稿ではこの A型シューベルト多様体の半トーリック退化と簡約なパイプ・ドリー

ムの関係を C型の場合まで拡張する．

2 シンプレクティック群

まずシンプレクティック群について韮本的な用語を準備する． nEZ匹 G= SL2n(C)と
しj戸Gを上三角行列全体のなす部分群，且s;;Bを対角行列全体のなす部分群とする．

*E-mail address: fnaoki@kumamoto-u.ac.jp 



86

hのGにおける正規化群を Ne直）とするとき，Gのワイル群和は W:=N0直）／iiと
定義されるワイル群和は 2n次の対称群 62nと同型である．実際GのC2nへの自然な
左作用によって，ワイル群和は 1次元部分空間たち <Ce1,...,<Ce2n s;;; <C2nの対称群とみ

なすことができる；ただし{e1, • • •, e2n}こC2nは標準基底である． f-n:= e1, ・ ・ ・, f-1 := 
虹 fl:＝佑＋1,・ ・ ・, fn := e2nと書き，和を自然に I:=｛土iIi E [n]}の対称群とみなす；
ただし [n]:= {1, 2,..., n}である． n次対称行列 Jnを
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と定める；ただし仇は nxn 零行列である．蔽。を用いて，群 G の自己同型 w:G ➔ G
をgE Gに対して

w(g) :=（両）ー1.（研）ー1・面。

と定義する；ただし計は gの転置行列である．このとき固定点部分群

G := (G)w = {g E GI w(g) = g} 

は交代行列布。に関するシンプレクティック群

Sp2n(C) = {g E SL2n(C) I g乍。g=両｝

と一致する． Sp2n(C)はら型の単純代数群である． B:= B n (G)w, H := H n (G)wと
おくと， BはGのボレル部分群であり， HはGの極大トーラスである．すると仇型の

旗多様体 G/Bは自然に A2n-l型の旗多様体G/Bの閉部分多様体とみなすことができ
る．以上のことは下図のようにディンキン図形の言葉で理解することができる： A2n-l型

のディンキン図形を wに対応する位数 2の自己同型で折りたたむことでc型のディン

キン図形が得られている．

n n-1 
O O-

A2n-l w ( 
O O-

n n-1 
?1 —Cn 

n n-l 
O O-

2 1 
--0‘̀ o 

c型のディンキン図形の頂点集合を上図のように [n]を用いて添え字付ける．

口型のカルタン行列 (C;,j)i,jE[n]は次のようになる：

C2,1 = -2, 2 s:: kさn-1に対し C1,2= Ck,k+l = Ck+l,k = -1, 
lS::kS::nに対し Ck,k= 2, Ii -j I ~ 2のとき Ci,j= Qである．

このとき
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況 (H)を H の G における正規化群とし， Gのワイル群 w:=況（H)/Hを考える．
w（訂）＝月かつ w(N0直）） ＝Na直）なので， Wはワイル群和の自己同型を誘導する．

このとき固定点部分群 (w)wはワイル群 W と自然に同型である．すべての iE [n]に対
』~

び一i)= -a(i)となるような Iの置換 aEW を符号付き置換という固定点部分群し（．） （． 

W=（和）W は Iの符号付き懺換全体のなす群と一致する．ワイル群 W は群として単純

鏡映 {siIi E [n]}により生成される．符号付き置換としては

釘＝ （1 -1), 媒＝ （k-1 k)(-(k-1) -k), 2さk:<:::; n, 

である；ただし (i j)はiとjの互換とする． wEWに対して， W= Si1 Si2... Simという

表示の中で mが最小であるものを簡約表示といい，対応する列 i:= (ii,i2,••·,im) E [nr 
を簡約語という．簡約語の長さ m をwの長さといい， £(w)で表す． wEWの簡約語全

体のなす集合を R(w)と書く．

例 2.1.符号付き置換 WoEWをw0(k)= -k, k EI,により定義する．このとき

ic := (1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3,..., n, n -1,..., 1,..., n -1, n) 
~'~--—、~/ (2.1) 
3 5 2n-1 

はW。の簡約語であり， £(wo)= n2となる．

w。の長さ £(wo)= n2をN と記し， ic= (i1,i2,...,iN)と書く．入＝ （入1,...，入n)E z;。
に対して，凸多面体△（入）を以下を満たす (x1,...,XN) E応N全体のなす集合として定義

する：

X1 ~ 0, X2 ~ X3 ~ X4 ~ 0, ,,,, XN-2n+2 ~・・・~ XN ~ 0, 

入ij- Xj―区％，ikXk~ 0 (1：：：：： ］● ：：：：： N). 
]<kこN

Littelmann [12]はこの凸多面体△（入）が簡約語icと入に対応するストリング多面体と一

致することを証明した．凸多面体△（入）に対応する正規射影トーリック多様体を Z（△（入））

と書く． wEW＝況（H)/Hに対し，リフト而ENa(H)を取る．このとき Bの G/Bへ

の自然な左作用の軌道分解は次のようになる：

G/B= lJ B而B/B.
wEW 

wEWに対して，

Xw:=B可B/B<;;;; G/B 

とおき，これをシューベルト多様体という ([2,Section 1.2]参照）． Caldero[3]は Lusztig

双対標準基底が持つ乗法的性質を応用して，旗多様体 G/Bから Z（△（入））への平坦な退化

（トーリック退化）を構成したこの退化について Morier-Genoud[13]は次を証明した

定理 2.2([13, Theorem 3.7]). 入 E 霰~。とし， w E W を取る． Caldero[3]による G/B

から Z（△（入））へのトーリック退化はシューベルト多様体Xwの半トーリック退化を誘導

する．

ぷの退化先は△（入）のいくつかの面の和集合に対応する．この和集合に含まれる極大

な面全体のなす集合を F(Xw)とおく．以下では F(Xw)が歪パイプ・ドリームに対する

歪 mitosis作用素と密接な関係にあることを紹介する．
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3 歪パイプ・ドリームと歪 mitosis作用素

n E Z~2 に対し

SYn := {(i,j) E Z2 11 :Si :Sn, i'.S j'.S 2n -i} 

とし，次の例のように SYnをshiftedヤング図形とみなす：

訊＝ロロ
S兄の幕集合を SPVnとおき，その元を歪パイプ・ドリームと呼ぶ ([9,Section 5.2]参

照）．これは Knutson-Miller[10]によるパイプ・ドリームの類似である．次の例のように

DE SPVnを対応する箱に＋を入れて表す： D= {(l, 2), (1, 5), (2, 3)} E SPV3を

D＝ロ
と記す． S沈の元を

(T1,..., TN) := ((n, n), (n-1, n+l), (n-1, n), (n-l, n-l), (n-2, n+2),..., (1, 2), (1, 1)) 

と並べ，九＝ （Pk叫）と記す． DESP'Dnに対し， TkEDとなる 1：：：：： k：：：：： Nを小さ`阻

に並べたものを位とし， Tk~ D となる 1：：：：： K ：：：：： N を小さり順に並べたものを k~ とす

る例えば D= {(1, 2), (1, 5), (2, 3)} E SP'D3に対し，似＝（3,5, 8), k~ = (1, 2, 4, 6, 7, 9) 
である．（2.1)の簡約語 ic= (i1,．．．，応）を考え， wEWに対し

R(ic, w) := {(k1,..., ke(w)) E [Nt(w) I k1 < ・ ・ ・ < ke(w), (ik,,..., ik£(w)) E R(w)} 

とおく． R(ic,w)の辞書式順序に関する最小元を位と記す；ただし単位元 eE W に対

しては ke= 0とする．鯰＝位により定まる歪パイプ・ドリーム DESP'DnをD(w)
とおく．筆者 [6,Proposition 6.3]はある m(w,1),..., m(w, n) E.Z~。が存在して

D(w) = {(i,j) E SYn I j：：：：： m(w,i) +i-1} 

と表せることを見出したここで m(w,i)は条件 m(w,i)：：：：： 2n -2i + 1を課すことで一

意に定まる．この m(w,i)：：：：： 2n -2i + 1は次のように計算することができる．

命題 3.1([7, Proposition 3.3]参照）． wEWおよび iE [n]に対し， m(w,i)はW―l(j)< 
w―1(n-i+l)となるような {jE J I -(n -i + l)：：：：：j<n-i+l}の数と一致する．

例 3.2.n = 3とし，

w= （] 3 22  1 1 2 2 3:）EW  
とする．このとき m(w,1) = m(w, 2) = m(w, 3) = 1なので，

D(w)＝三□
となる．特に似＝ k~(w) = (2, 3, 5, 6, 7, 8)であり，簡約表示 W=S砕1S終2釘S2を得る．
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歪パイプ・ドリームに対して， Bergeron-Billey[1]によるパイプ・ドリームに対する

ladder moveの類似を導入する．

定義 3.3([6, Section 6]参照）．（i,j) E S汎とし， 1~ k ~ N を (Pk叫） ＝ （i,j)により定
める．歪パイプ・ドリームに対する作用素 L;,]を以下のように定義する．まず L;,j(D)が

定義されるのは，歪パイプ・ドリーム DESPVnが以下の条件を満たすときである：

• (i,j) ED, (i,j + 1) tf_ D, 

•ある k+l~£~N が存在して， qe E {j, 2n-j}, (Pe, qe), (Pe, q叶 1)E SYn ¥Dであり，
qr E {j, 2n -j} となるすべての k+l~r さ £-1 に対して (Pr,qr), (Pr伍＋1)ED 

が成り立つ．

このとき Li,j(D)E SPVnを

L;,j(D) :=DU {(pe, qe + 1)} ¥ {(i,j)} 

と定義する．この作用素 Li,]を（シンプレクティック） laddermoveという．

D(w)から laddermoveの繰り返しで得られる歪パイプ・ドリーム全体のなす集合を

ダ (D(w)）と記す．

例 3.4.n = 3とし， w= s砕 1S西 S悛2E W とする．このとき

D(w)＝ロデ昌口
lL3 3[L3 3 

ロニ冒ニロ〗ニロ
であり， ~(D(w)）はこれら 6 個の歪パイプ・ドリームからなる．

i E [n]とする． Kiritchenko[9, Section 5.2]は歪パイプ・ドリームに対する（転置）歪

mitosis作用素 mitosi叶を導入したこれは Knutson-Miller[10]によるパイプ・ドリー

ムに対する（転置） mitosis作用素の類似となっている． mitosis[の定義を説明する．

ro := max{l :::; r :=:; N I qr E { n -i + l, n + i -l }, (Pr所＋ 1)(/_ D} 

とおき，次の条件を考える：

{(pr, qr) I qr E { n -i + l, n + i -l }, roさr:::; N}~ D. (t) 

条件 (t)が成り立たない場合は mitosis[(D) := 0とする条件 (t)が成り立つと仮定し，

start[(D) := min({p I (p,n-i+l) E SYn ¥D}U{p+l I (p,n+i-l) E SYn ¥D}U{n-i+2}) 

とおく．このとき qE {n-i+l,n+i-1}かつp< start;r(D)となる laddermove Lp,qの繰

り返しで D¥{(Pro,%）｝から得られる歪パイプ・ドリーム全体のなす集合を mitosis[(D)こ
s四)n とする部分集合 A~ SPVnに対して， mitosi叶(A):= UnEA mitosis[ (D)とお
＜．次が本稿の一つ目の主結果である．
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定理 3.5.すべての wEWおよび (j1,...，れ） ER(w)に対し，次が成り立つ：

ダ (D(w))= mitosisl ・・・mitosis], (SYn), 

△（入）の余次元 1の面 F1（△（入）），．．．，FN（△（入））をそれぞれ方程式

X1 = 0, X2 = Xふ巧＝ X4,四＝ 0,窃＝ Xか•.．， XN-1 = X兄邸＝ 0 

により定める．

虎：＝ ｛k = (k1,..., kt) I O::::; £::::; N, 1 ::::; k1 < ・ ・ ・ <kt::::; N} 

とする． k= (k1,..., kt) E %に対し，△（入）の面 F以△（入））を

F以△（入）） ：＝ Fk1（△（入）） n• • • n Fkt（△（入））

と定める． DESPVnに対し，△(入）の面 F瓜△（入））を

F爪△（入）） ：＝ FkD（△（入））

と定義し，歪パイプ・ドリームの集合 Jit(w)こSPVnを

F(X』=｛F心（入))|DE J/t(w)} 

と定める．筆者 [6,Section 6]はmitosis[の類似の作用素 Miを導入し，¢位））がこの作

用素を用いて記述できることを見出したこの結果と定理 3.5を組み合わせることで次を

得る．

系 3.6.すべての wEWに対し，

ダ (D(w))= J/t(w) 

が成り立つ．特に Morier-Genoud[13]による Xwの半トーリック退化において，退化先の

部分多様体は

U 的（△（入））こ△（入）
DE.!/(D(w)) 

に対応する．

例 3.7.n=2とする．このとき

D(s年）＝口，ダ(D(s応））＝｛亨已｝

であるまた

rnitosis2（叫）＝｛cw},rnitosis2（三）＝｛三戸cip}
なので，

ダ(D(s蛉 1況））＝ mitosis立 (D(s応）））＝｛王戸三戸cip}
となる．
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4 歪パイプ・ドリームのパスによる表示

この節では歪パイプ・ドリームのパスによる表示を紹介し，ダ(D(w)）の特徴付けを与

：るし次の例のようこ；＝ ｛（i,j) E:□1'I<'. i <'. 2j -1) 
-―_ - -—_ -SYnの幕集合を SPDnとし， DESPDnを歪パイプ・ドリームのように対応する箱に＋

を入れることにより表す．各DESPDnに対し,n(D) ES'/河うnを次で定義する： kE Z>o 
に対し， Dの第 K行の左側 (n-k + 1)個の箱を n(D)の第 (2k-1)行とし， Dの第 K

行の右側 (n-k)個の箱の左右を入れ替えたものを n(D)の第 2k行とする．

例 4.1.n = 3とし， D= {(1, 1), (1, 2), (1, 5), (2, 2), (2, 3)} ESP割とする．このとき

となる．

定義 4.2.

D=］凸fl(D)＝ロ

-;:;-;--;:(ex) -;:;-;--;: 
SY~,-,:= SYnLJ {(2k,k) 11::; k::; n} LJ {(k,n+ 1) 11::; k::; 2n}こz;。

とおき，歪パイプ・ドリーム DESPDnのパスによる表示飢D)を以下で定義する：

•まず n(D) 内のすべての口を＋ーで置き換える．
-;:;-;--;:(ex) 

•次に (i,j) ES兄 ＼n(D)に対し， j::; nでiが奇数となるか，または j=n+lで

iが偶数となるとき，（i,j)の場所にある箱口を",で置き換える．

•残りの (i,j) E 巫~ex) 国(D) の場所にある箱口はへ で置き換える．

これらの置き換えられた部分を繋げることで，いくつかのパスからなる図 '#(D)が得ら

れる．

各 1::; kさnに対し，釘D)のパスの中で函ァ(ex）の第 (2k-1)行の左端から始まるも
-;:;-;--;:(ex) 

のを仇と記す．パス £kのもう一つの端は SYn のいずれかの列の上端にある．この列

を第 (n+ 1 -vv(k)）列とすることで，置換 vD:［n]→[n]が定義される． £kを LvD(k) と
も書くことにする．
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定義 4.3.各 DESPVnに対し，符号付き箇換 WDEWをjE [n]に対して

砂 (j):= (-1)sign（ら）＋1燿(j)

および w瓜ーj)= -w瓜j)とすることで定義する；ただし sign(L]）は <.1(D)におけるパ
スL]の自己交差の回数である． IDI= C(wo) -C(wD)のとき，歪パイプ・ドリーム Dは簡

約であるという． wEWに対し， WD=Wとなる簡約な歪パイプ・ドリーム DESPVn 

全体のなす集合を RSP(w)とおく．

すべての DESPVnに対し,|DI：：：：： C(wo) -C(wD)となるので， RSP(w)はWD=Wと

なる歪パイプ・ドリーム DESPVnの中で間が最小であるものたち全体のなす集合で

ある．

例 4.4.n = 3とし，例 4.1のように D= {(1, 1), (1, 2), (1, 5), (2, 2), (2, 3)} E SPV3と

する．このときパスによる表示 <.1(D)は図 1で与えられる．すると £1= L2, £2 = L釦
£3 = L1なので，

加＝ (~ ~ ~)' 向＝ （口： 1 2 -1 1 3 -1 :） 
となる特に C(wo)-C(wD) = 9 -4 = 5 = I切なので， Dは簡約である．

L3 L2 L1 

匂

図 1:D = {(1, 1), (1, 2), (1, 5), (2, 2), (2, 3)} E SPV3のパスによる表示 </l(D).

次が本稿の二つ目の主結果である．

定理 4.5.すべての wEWに対し，ダ(D(w))= RSP(w)が成り立つ．
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A型の場合，簡約なパイプ・ドリームは特別な簡約語の簡約な部分語と自然に対応する．

しかし C型の場合には，簡約な歪パイプ・ドリームと簡約な部分語との自然な対応は得ら

れないただしシューベルト多様体ではなく oppositeシューベルト多様体の半トーリッ

ク退化を考えると， C型の場合にも半トーリック退化と簡約な部分語との自然な対応を得

ることができる ([6,Section 4]参照）．このことはシューベルト多様体と oppositeシュー

ベルト多様体の半トーリック退化先には異なる組合せ論的構造が現れ得るということを意

味している．

注意 4.6.C型のパイプ・ドリームは C型のシューベルト多項式や二菫 Grothendieck多

項式を研究する過程で既に導入されている ([5,8, 14]参照）．しかしながら [5,8, 14]で扱

われている C型のパイプ・ドリームは簡約な部分語と自然に対応しており，本稿の簡約

な歪パイプ・ドリームとは異なる組合せ論的対象である．
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