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最近,拡散係数が問題にしている系の変数に依存するFokkeトPlanck方程式が注目さ

れてきている1.)～3)この項はFokker-Planck方程式を導出するLangevin方程式の揺動力の
解釈に関して大きく変わり得るものである｡この解釈には典型的な二つの方法,すなわ

ち,伊藤の方法とStratonovichの方法がある｡これらの方法は数学的に互に等しいもの

であるが,数学的立場ではhngevin方程式の取扱い法であって,解釈,すなわち,モデ

ル化に対しては無力である｡

今回は,減衰係数γが場所に依存する一次元 0,nstein_Uhlenbeck過程を考察してみる4.)

これを質量 1のブラウン粒子がポテンシャル¢♭)内に動いている過程とすると,場所

x及び速度uで表わされる運動方程式は

;-a,･･････(1)
ユニ-γu一坦 +fw(i),∂∬ (2)

と書けるO伊藤型と考える揺動力fu(i)は次の揺動散逸定理を満たす白色ガウス雑音と

する｡

<fu(0)fu(i)> ;2γkBT∂(i)･ (3)

今,γが大きいとして, ∠≫! の所の S-oluchowski方程式を断熱消去法で求めてみ

る.γが大きいと.して, (2)式より左辺の時間微分を零とおきuについて解 くと

a - -1 旦坦 ･f f u (i ) (- ; ),γ ∂∬
(4)

ここで,‡fu(i)の解釈が問題になるoまず チfu(i)を伊藤型と考えると,場恥 に依

存する粗視化した分布関数p(a,i)の満たす方程式は次の様に表わされるo

£ p(a, i)- kBT芸 (*B T2 'p(x,i,+£ (f p(x,i,,), (5)
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となるO-方,ナfu(i)をstratonovich型と考える,すなわち,‡fu(i)-Iofu(i)とす
ると,

子｡fu't'-‡fu't'弓 藍 dxfa't'､ (6)

となるo但し, Stratonovich型と伊藤型の間の関係ヲ),6)G(a)｡f(x)-G(a)f(i)+与G,(-)
●
∬J(≠)を用いている｡(6)式を用いると(4)式は

1∂¢(a) 1
妄-一一 一 1｢ γ′kBT･ffu(i),γ ∂∬ γ

となって,分布関数P(.X,i)の満たす方程式は

Ap(3,ど)-kBT芸 子(お 箸 '+£ )p(a,i),

(7)

(8)

となる｡

二つの立場によって導出されたFokker,Planck方程式 (5),(8)式に於いて,場所に依

存するγの為にγの所在に違いが出てくるO (8)式での定常解 pst(x)-constexp潜
で物理的直感を満足するのでStratonovich型に解釈する方が良いと思われる｡この正当

性を,γが大きいとして, t≫子 の所でr-2iでとるとして,伝統的な摂動法,及び(1),

(2),(3)式を満たす (Lr,a)空間の分布関数p(x,a,i)の満たす Kamers方程式に W

の変数を消去する射影演算子を用いて, r-2までの範囲で発展方程式を求めるO

摂動法7)

(2)式を積分すると,

;(硯 )--lie-It,irdt"芸 dt,IJieII,tγdt"fu(i,'dt′0 0 (9)

これを連続の式岩 p･孟 (ふp)-Oに代入するo但しP(x,i)-<∂(x-x(i;ん))>

であって,<･･-->は揺動力fu(i),初期値についての平均であるo 部分積分を連続し
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fu ( t′) d t′∂ ( 3 - a ( i;f u))>

て行い,次の様なNavik｡,の定理8)

∴ 十 二 f" ( t′) d t′∂ ( 3 -

kBTa
r ∂∬<6(x-x(i;fu))>, (10)

を用い,∠≫‡ の所に注目するとして初期値依存を無視し,√2までとると分布関数
p(a,i)の満たす方程式は(8)式と同一になるO

射影演算子法

(1),(2),(3)式より次のKramers方程式が得られる｡

£ p(i;a,a)-去 (-up)+£ (SSp,･γ(孟u･kBT芝 )p
= (L.+Ll)p,

ここで

L｡-γ£ (u･kBT孟 ), Ll-芸 £ -u是 ,

である｡射影演算子誹を用いると,分布関数の射影成分に対する発展方程式は

∂ CO

前 LJDP-= (-1)lLJZJ,1(Loll(llLP)Ll)lLPP･i-1

ここで,射影演算子βは

-pp … 甲｡Ip(a,a)du(- 甲｡(a)p(a)),

(ll)

(12)

(13)

(14)

で,症 )は上Oの固有値が零の固有関数でconstXelプ/2kBTkよって与えられる.

(13)式を√2までとると(8)式に一致する｡

これらより,伊藤型と考えるLangevin方程式 (1),(2)式で断熱消去による方法によっ
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てxだけの Fokker-Planck方程式を導出する町ま(4)式をStratonovich型と解釈すべき

であることが分った｡
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