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Abstract 

Camacho-Sad-Suwa indices of logarithmic vector fields along singular plane curves are considered 
in the context of computational complex analysis. An effective method is proposed for computing a 
basis of the module of logarithmic vector fields along a singular curve. An algorithm for computing 
Camacho-Sad-Suwa indices is presented. The keys of our approach are the use of local cohomology 
and Grothendieck local residues. 

1 序

1982年に発表された論文［1]において， C.CamachoとP.Sadは， C2上の holomorphicなベクトル場の

germに対しベクトル場の特異点を通る非特異な積分曲線に関する指数の概念を導入し，それを駆使するこ

とにより， holomorphicなベクトル場はその特異点を通るような積分曲線 (separatrixと呼ばれる）を持つこ

とを証明した彼らが導入した指数は，その後LinsNeto[lO]と諏訪立雄 [22]らにより，積分曲線が非特異で

ないような場合に拡張された． Camacho-Sad指数と呼ばれるこれらの指数は，現在も盛んに研究され，様々

なかたちで利用されている． Camacho-Sad指数に関連する論文の著者として例えば
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らをあげることができる． Camacho-Sad指数は holomorphicなベクトル場の研究において重要な概念であ

るが，複素解析的な不変量であり，その値を実際に求めることは一般には容易ではない．

本稿では，計算複素解析の立場から，諏訪立雄が導入した Camacho-Sad-Suwa指数の計算法について研究

する．構成した 2つのアルゴリズムを用いることで

(I)原点を特異点として持つ平面代数曲線に対し，それに沿って対数的なベクトル場全体のなす（正則函数

を係数とする）加群の生成元

(II)原点を特異点として持つ holomorphicなベクトル場とそのseparatrixに対し，そのCamacho-Sad-Suwa

指数

を求めることが出来る．対数的ベクトル場の概念等の説明をはじめるまえに，計算例を以下に紹介する

本稿を通じ Xeさは原点 0E C2の近傍とする．

例 (W12特異点）f(x,y)＝必＋炉＋x炉に対し， S= {(x,y) EX  I f(x,y) = 0}とおく．
Sに沿って対数的なベクトル場のなす層を Derx,o(-logS)で表す．（I)のアルゴリズムにより， 2つのベ

クトル場

釘＝ （丑＋ 9企＋~y4) 嘉― Gxy+ 6x2y -~y3) 嘉，

V2 = (xy + 9叶y-~炉）嘉―(；叶＋］炉＋ 6xy2) よ

を得る．これらはDerx,o(-logS)の生成元である．ベクトル場 V1,V2はそれぞれ

釘(f)= 4(1 + 9x)xf(x,y),四（f)= 4(1 + 9x)yf(x, y) 

を渦たす．即ち，曲線 Sは，ベクトル場 vぃV2のseparatrixである．

いま，ベクトル場 V1,V2の係数多項式の行列式を計算すると

丑＋ 9丑＋ ¾Y4 ¾xy + 6丑y一訳 1 
det = -(1 +9x)f(x,y) 

xy +9研y-½Y3 ½丑＋ ］炉十6xy2I 2 

を得る．右辺のfの係数収1+9x)は原点で零とならない ([20]).対数的ベクトル場のなす加群の層の生成

元でありこのような性質を持つベクトル場の組は，斉藤碁底と呼ばれている [5,8]. 

次に，アルゴリズム (II)を用いて，ベクトル場 Vt,V2のseparatrixSに沿った Camacho-Sad-Suwa指数

を求めると

144 64 
CS{o}(v1, S) =— ,CS{o}(v2,S) = ~ 

7 3 

を得る．
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2 Camacho-Sad-Suwa index 

X は，での原点 0の開近傍とする． X上の正則函数のなす層 Oxの原点での芽を Ox,oで表す．正則

函数fE0xが定める曲線を S= {(x,y) EX  I f(x,y) = 0}で表す．以下， Sはreducedと仮定する．

vは，正則函数を係数にもつベクトル場であるとする．

定義(K.Saito[22]) 

vがSに沿って対数的なベクトル場であるとは， v(J)= c(x, y)f(x, y)を満たすc(x,y) E Ox,oが存在す
ることと定める．

Sに沿って対数的なベクトル場全体のなす加群の層を Derx,o(-logS)で表す．

例 1f(x,y)＝丑＋y7,S = {(x,y) EX  I lf(x,y) = O}. 

Derx,o(-logS)は，次の 2つのベクトル場を生成元として持つ．

1 8 1 8 8 8 
町＝3国； ＋iy函＇砂＝ 7y6元―3x言

多項式fはweightvector責（7,3)に関して weightedhomogeneousな多項式であるが， V1はこの weight

vectorに関する Euler作用素であり町(!)= fを満たす，ベクトル場四は闘羞ー給翡と等しく四(!)= 0 
を満たす．

多項式fが原点を孤立特異点として持つweightedhomogeneousな多項式のとき，対数的ベクトル場に関

し，この例と同様のことが成り立つ．

Remark:正則函数のgermf E Ox,oが局所的に正則な座標変換により weightedhomogeneousにでき

るとき，fはquasihomogeneousであるという．与えられた正則函数のgermfがquasihomogeneousであ

るか否かは，fが収束幕級数環でのヤコビイデアル（器，給） CC{x,y}に属するか否かと同値である ([19]).

従って，quasihomogeneousな正則函数のgermに関しては，その対数的ベクトル場の構造は，上に与えた例

の場合と同様である．

Remark:対数的ベクトル場のなす加群Derx,o (-logS)は，特異点に関し非常に多くの情報を含んでい

る．論文［9]を参照されたい．

いま，正則函数 a,bE Ox,oを係数にもつベクトル場

8 8 
v = a(x, y)-i-= + b(x, y)-i:-

枷 ay
に対し，微分形式 wを次で定める．

w = b(x, y)dx -a(x, y)dy E Dx,o 

次が成り立つ

補題(K.Saito [20], A. Lins Neto [10])次の(i),(ii)は同値である

(i) v E Derx,o(-logS) 

(ii) gw = hdf + f TJを満たすg,hE Ox,oと7/E Dx,oが存在する．

微分形式に関する(ii)の条件はちょっとわかりにくいが，対数的ベクトル場
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af 0f 
v(f) = a(x, y)~ + b(x, y)~ = c(x,y)f(x,y) 

枷 8y

に対して，

（ア）g=紡(x,y), h = -a(x，りTJ= c(x,y)dx,あるいは（イ）g=筵(x,y),h= b(x,y),TJ = -c(x,y)dy 

とおけば，（ii)を満たすことを確かめることができる．

S = {(x,y) EX  I f(x,y) = 0}は，原点に特異点をもつベクトル場vのseparatrixであるとする． Sは

S = ur=lCiと既約分解されるとするまた，f= fih・・・frはSの規約分解に対応するfの Ox,oにお
ける分解とする（各C;は複素解析的に既約な平面曲線であり，代数曲線とは限らない）．写像'Pi:△--+C; 

は既約成分C;のlocaluniformizationであるとする．

定義 (T.Suwa [22])次により， Camacho-Sad-Suwa指数を定義する

Ind{ o} (v; S, C;) = -reso（叫））

Ind{o}(v; S) =どに1Ind{o}(v;S,C;)

次が成り立つ．

定理 (T.Suwa [22]) 

Ind{o}(v; S, C;) = res{o}（予^（ー*))
右辺は Grothendiecklocal residueである．

例 2例 1に与えた 2つのベクトル場V1,V2のCamacho-Sad-Suwa指数を求める．

釘(!)= f, v2(f) = 0より， V1に対しては，TJ= dx, v2に対しては，り＝ 0を得る．これより直ちに

Ind{o}(v1,S) = 21, Ind{o}(v2,S) = 0 

を得る

3 Local cohomology 

この節では， localcohomologyと Grothendiecklocal residueに関する基本的な事柄を復習しておく．こ

の節の内容は一般の複素次元で成り立つことがらであるが，混乱を避けるため， X は2次元空間 C2の原点

0の開近傍の場合に話を限ることにする．

x上の正則函数のなす層を Ox,holomorphic 2-formのなす層をQえで表す．いま

筍o}囮）により原点 0に台を持つ localcohomology 
甜o](O灸）により原点0に台を持つ algebraiclocal cohomology 

を表すとする．

原点 0における収束幕級数全体を Ox,o,形式幕級数全体を Ox,oで表す．多変数留数が定める自然な

pairmg 

Ox,o x筍o}(Di)→C
叫 oX賃o](9災） → C 
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により，ベクトル空間Ox,oとベクトル空間閏O}(Ol)は（局所凸位相ベクトル空間として）互いに双対の

関係にある．同様に Ox,oと祖o](O食）も互いに双対の関係にある．

いま，収束幕級数環のイデアル ICOx,oは． V(I)nX={O}を満たすとする．このとき

WJ ＝｛心€閃o}鴎） II心＝ O},

児＝｛心€頂o］（偲） I和＝ O},ただしi=む，alC応，0

とおく． wJ,Wiしま有限次元ベクトル空間である．次が成立する．

定理 (Grothendiecklocal duality)次のpairingは非退化である

(1) Ox,o/I x W1→ C 

(2) Ox,o/i x W1→ C 

微分形式のなす層Qえの替わりに正則函数のなす層を考え，原点0に台を持つalgebraiclocal cohomology 

H詞(Ox)=Ji~ Ext恥(Ox,o/(x,y)k, Ox) 
K→00 

を用いて

H1={a-EH恥(Ox)I Iび＝ O}

とおく． W1= ｛a-• dx I¥ dy I a-E H1}であるが， WI竺町が成り立つので

WJ ={a-• dx I¥ dy Iび EHI} 

を得る．以上のことから，（微分形式 dx八dyを固定しておけば）， Hバま剰余空間 Ox,o/Iの双対ベクトル空

間と見倣せることが分かる．

定義から明らかなように，ベクトル空間HIはイデアルIの生成元から直接求めることができる．

例 3 (E12特異点）

f(x, y) =企＋y7+x炉に対し，イデアルJをJ=（倍給） cOx,oで定める．f=Oは原点0を特異

点として持つ．その Milnornumber μf = dimc(Ox,o/J)は 12である．多項式fはweightvector百(7,3) 
に関し semiquasihomogeneousであることに注目し，この weightvectorと両立する項順序に従って，ベク

トル空間HJの基底を求める

[ x1y ]'[ x:2 ]'[ x:3 ]'[)y ]'[ x:4 ]'[ }y2 ]'[ x:5 ]'[ x}y3 ]'[ x:6 ]-~ [ x;y ]' 

［丑~y4 ]'[丑~y5 ] - ~ [ x:7] 喜［企~y2 ]'[丑y6 ]与［ X し］琴［ X し］喜［企y3 ] 

を得る

正則函数 h(x,y)の原点でのテイラー展開を h(x,y)＝どi,jCi,jががとおく，剰余空間 Ox,o/Jと WJあ

るいはHJとの双対性は多変数留数で与えられていることから， h(x,y)がイデアルJに属する条件は，

Co,o ＝叩＝co,2= c1,o =叩＝c1,1= co,4 = c1,2 = co,5 -3c2,o = 0 

5 1 5 5 5 
叩＝c1,4-7co,6―可C2,1= C1,5 -7c3,0 -7Co,7―可C2,2= Q 

で与えられる．
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収束幕級数環においてイデアルメンバーシプ問題を解くには通常、まずイデアルのスタンダード基底を

求め，与えられた関数をそれらスタンダード基底による剰余を計算することで判定する．割り算が必要にな

る．それに対し，ここで示したように localcohomologyを用いると，メンバーシップの判定に割り算を必要

としない点に留意されたい．

HJの加底をなす 12個のlocalcohomology classの主項に対応する 12個の単項式

1,y,y叉x,y汽xy,y4,xy叉y見xy叫xy4,xy5

は剰余空間 Ox,o/Jの単項式基底である．先にに与えた， HJの基底は，この単項式基底の (Grothendieck 

local dualityに関する）双対基底に他ならない従って」わの基底を用いれば，イデアルJを法とする normal

formの計算が直ちにできる． localcohomologyを使えば， normalformの計算に割り算が必要ないことが分

かる．同様に， localcohomologyを用いることで，イデアルのスタンダード基底の計算も行うことができる．

半擬斉次孤立特異点のヤコビイデアルに付随した localcohomologyの計算， Grothendiecklocal duality, 

local cohomologyを用いたスタンダード碁底の計算等については，論文 [18]を参照されたい．論文 [12]にア

ルゴリズムの説明がある．一般の零次元イデアルに付随した localcohomologyの計算とその応用等に関し

ては，論文 [27,28, 35]を参照されたい．論文 [36]に計算アルゴリズムの説明がある．

4 Logarithmic vector fields 

さて，ベクトル場v= a(x,y)羞＋b(x,y)烏，（a,bE Ox,o)が平面曲線 S= {(x,y) EX  I f(x,y) = 0}に
沿って対数的であるというのは

町 aJ
a(x, y)~ + b(x, y)~ = c(x, y)f(x, y) 
枷 ay

を満たす c(x,y) E Ox,oが存在することであったこの式をみると，fが多項式のとき，多項式環において

紐給—fのシジジーの計算をすれば， a,b,c の組が求まることに気が付く．しかし，ここで解きたい問題
は，対数的ベクトル場のなす加群'Derx,o(-logS)のOx,o加群としての生成元を求める事であった．本来，

収束幕級数環を係数とする世界での問題を多項式環の世界での問題にそのまま置き換えて考えた場合計算

によって得られる生成元は，収束幕級数環を係数環とする世界での生成元としては余分なものを多く含むこ

とになる．

以下， localcohomologyを用いることで，原点に特異点を持つ平面代数曲線に沿う対数的ベクトル場のな

す加群 Verx,o(-logS)のOx,o加群としての生成元を求めるアルゴリズムを紹介する．

孤立特異点を持つ超曲面に沿う対数的ベクトル場の計算法として，polarvarietyの概念に韮づくことで導

出した MethodI([16, 29])と，polarvarietyの概念を使わないで [13]の結果に基づいて導出した MethodII 

([17])がある．本研究では後者を採用する．

平面代数曲線の定義多項式fに対するヤコビイデアルをJ＝（器，紡） cOx,oで定め，イデアル商

J: (f) = {c(x,y) E Ox,o I c(x,y)f(x,y) E J} 

を考える．次の補題は定義より明らかである．

補題次は同値

(i) s(x,y) E (J: (f)) 

(ii) a(x, y)筵＋b(x,y)紛＝ s(x,y)f(x,y)を満たすa(x,y), b(x, y) E Ox,oが存在する．
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Local cohomology HJ = { u E H似(Ox,o)I給＝給＝O}から凡自身への写像 mf: HJ---+HJ 

を町（u)= f(x, y)uで定め，その像集合を F= Im(mJ) c HJ,写像ffifの核Ker(mJ)を K とおく．

K={ulfu=伯＝約＝ O}が成り立つ． Grothendiecklocal dualityより Annox,o(K)= (f, J)が

従うので，

dimc(K) = dimc(Ox,o/(f,J)) 

を得るが，この右辺は，fのTjurina数 TJに他ならない，

次が成り立つ．

補題([30])

(i) 0---+ k ---+HJ---+ F ---+ 0はexact

(ii) dim(F) = μf― Tf，ただし，μfしまMilnornumber, TJはTjurinanumberである．

補題 ([30])次が成り立つ

J : (!) = Annox,o (F) 

まず最初に HJを求め，次に，ベクトル空間 F= {f(x,y)u I u E HJ}を求めた後その annihilatorのス
タンダード基底を計算すれば，収束幕級数環におけるイデアル商J:(!)のスタンダード基底を求めたこと

になる．この方法は，収束幕級数環におけるイデアル商の計算法としては，通常の方法より平易である．

イデアル商J:(f)のスタンダード基底を SBで表す．

補題

s(x,y) E SI3に対し，

a(x,y)筵＋b(x,y)鋳＝q(x,y)s(x, y)f(x, y), q(O, 0) f= 0 

を満たす，多項式の組 a(x,y),b(x,y),q(x,y)E K[x,y]が存在する

この補題により，収束幕級数環を係数とする加群の問題を，多項式環における計算に帰着させることが可

能となった

Sに沿って対数的なベクトル場v= a(x,y)羞＋b(x,y)翡がv(f)= 0をみたす場合はそのCamacho-Sad-

Suwa指数の値は，明らかに 0であるので， Camacho-Sad-Suwa指数の計算のためには，ベクトル場として非

自明なもの，即ち v(f)= cfとおいたとき， Cf=0をみたすもののみを考えれば十分である．いままでの議論
により，次の計算法を得る

Step 1 compute HJ 

Step 2 compute a basis of F = {J(x,y)CJ I CJ EH叶

Step 3 compute a standard basis SB of Annox,o (F) 

Step 4 for s(x, y) ESB, compute a syzygy of 

渇飴ーs(x,y)f(x, y)) 

Step 2, 3の計算は，文献［13]にあるアルゴリズムで行える． Step4では [14]で導入した手法を用いるこ

とで計算の効率化を図ることができる，
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この計算法は，論文［17]で既に導出してあり， Bruce-RobertMilnor数の計算アルゴリズムに用いられて

いる．

計算例をひとつ与える．

例 4E12特異点

例 3と同じ特異点である．定義多項式はf(x,y) =企＋y7 + xy5, Milnor number μ fは 12,Tjurina 

number TJは 11である．従って，ベクトル空間 F= Im(m1)の次元は，N-TJ= 12-11より dim(F)= 1 

となる．イデアル商J:(f)のスタンダード其底 SBは， SB={x,y}である．

曲線 S= {(x,y) I J(x,y) = 0}に沿って対数的なベクトル場の生成元として

8 8 
v1 = (10x2 -1323xy -211x炉ー45炉）一＋ （27 + 4y)(x -21炉）一

釦 ay'

8 8 
V2 = (3丑＋63xy2+ lOx炉＋2炉）一＋ （27 + 4y)y3~ 

枷 ay

を得る．ベクトル場の係数の行列式を計算すると

10x2 -1323xy -211xy2 -45炉 (27+ 4y)(x -21炉）
det = 3(27+ 4y)f(x,y) 
3丑＋63x炉＋ 10xy3+ 2炉 (27+ 4y)y3 

を得る．右辺のfの係数は，原点で零でないので， V1,V2は斉藤基底である．

Remark: 論文［16,29]で導入した MathodIを使って対数的ベクトル場を求めると

8 8 
釘＝ （ー10丑＋ 1323xy+ 211x炉＋45yり― -(27+ 4y)(x -21yりー

枷 ay

8 8 
V2 = (63丑＋ 10砂y +x炉ー 3y5)~ -(27 + 4y)xy~ 

釦 ay
8 8 

V3 = (-3x2 -63x炉ー lOx炉ー 2炉）一ー（27+ 4y)y3~ 
枷 ay

あるいは

8 8 
叫＝ （343 + 50y)(21x2 -炉）―ー (25丑＋3087xy+ 415x炉＋49y4+ 25炉）一

枷 ay

叫＝ 3(343+ 50y)(7203xy + 245y4 - 125炉）一
8 

ax 
8 

+(-151263x + 3125x2 + 3675xy + 3176523y2 -625xy2 + 427035y3 + 875y4 + 3125炉）一，ay 
8 8 

叫＝（343+ 50y)y6~ + (-147x2 -25丑y+5x炉ー 154炉ー25炉）一
西 ay

を得る． MethodIを使うと斉藤基底を直接求めることが出来ない．

5 Camacho-Sad-Suwa indexとGrothendiecklocal residues 

原点を特異点として持つ平面曲線 S= {(x,y) EX  I f(x,y) = 0}と， Sに沿って対数的なベクトル場
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a _ _ _ a 
v = a(x, y)i= + b(x, y)一 EDerx,o(-log(S)) 

枷 ay

が与えられたとする．さらに， v(f)= c(x, y)f(x, y)を満たす c(x,y)も求めてあるとする．

定理 (T.Suwa[22]) 続とfは互いに素であるとする．このとき，次が成り立つ

Ind{o}(v; S) = res{o}（り^（下））．
S=UいC，は Sの既約分解であるとする，各 C;はC;= {(x,y) I f;(x,y) = 0}で与えられるとする

定理(T.Suwa[22]) 給とf;は互いに素とする．このとき，次が成り立つ

Ind{o}(v; S, C;) = res{o}（舟^（下））．
Remark: Ind{o}(v;C』=Ind{o}(vぶぶ）は， LinsNeto [10]が導入した指数と一致する．

次の結果も諏訪立雄による

定理 (T.Suwa [22])次が成り立つ

Ind{o}(v;C,C;) =lnd{o}(vぶ） ＋どサ;(C;-Cj)。

ただし，（C;• Cj)oは原点0での CとC]の交点数である．

さて，論文 [31,32]において， Grothendiecklocal residuesの値を計算するアルゴリズムを与えてある．［32]

にある計算法は， localcohomologyに対するtransformationlawを川いる方法であり，拮本的には [24]にあ

るアイデアに基づいているが数式処理の技法を取り入れる等のエ夫を施すことで計算の効率化を図ってある．

[31]に与えたアルゴリズムは，［33,25,26,34]と同様に，原点に台を持つlocalcohomologyの満たす線形偏微

分方程式系が， simpleなホロノミー系であること ([37])に注目することで得た計算法である．従来の計算法と

異なり，階数の高い偏微分作用素の利用を避け1階の線形偏微分作用素のみを用いて Grothendieckresidue 

mappingを与える localcohomology classを特徴づけ，その結果を用いて Grothendiecklocal residueの値

を計算するというアルゴリズムである．

[31, 32]にあるアルゴリズムを用いることでCamacho-Sad-Suwa指数を，効率良く求めることが出来る．

次の例は，諏訪立雄の論文 [22]にあるが，［22]とは異なる方法で計算している．

a _ a 
Example v = 2x—+ 3y-

釦 ay
S = C1 UC2 UC3,ただし C1= {x = O},C2 = {y = O},C3 ={x3 -y2 = 0}とおいた．

Grothendieck local residueの計算を行う．

2 __.  __  -- 9 
Ind{o} (v心）＝ii'lnd{o}(v; C2 U C3, C2) = ~'Ind{o}(v; C2 U C3, C3) = 9 

を得る．原点でのらとQの交点数は (C2•C叶o=3 であるので

3 
Ind{o} (v；ら） ＝ ~'Ind{o}(v；ら） ＝ 6 

を得る．
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6 斉藤基底と Camacho-Sad-Suwa指数

4節で紹介したアルゴリズムを用いて，与えられた特異平面代数曲線に沿う対数的ベクトル場をもとめ，斉藤

基底であることを確かめる．さらに，第5節で紹介したアルゴリズムを用いて，それらのCamacho-Sad-Suwa

指数を求めてみる．

例（h,1singularity) f = x3 + x2炉＋ylO

fの Milnornumber, Tjurina numberは，それぞれ旧＝ 17，行＝ 15である，イデアル商J:(f)のスタ

ンダード枯底は SI3= {x，炉｝でりえられる．対数的ベクトル場を求める．

内＝ （］丑＋5x2y+ ix炉—訴7) 羞＋ （柘＋詞）嘉，

四＝（嘉x炉＋5x炉＋ ］炉）嘉＋ （—嘉x+~炉＋ ；り）嘉
を得る．ベクトル場 V1,V2はv1(f)= (2 + 15y)xf(x, y),四（f)= (2 + 15y)y2 f(x, y)を満たす．
ベクトル場の係数のなす行列式を求めると

§丑＋5丑y+炉炉ーもy7 ~xy +和炉 1 
det = --(2 + 15y)f(1,y) 
裔ty2+5“炉＋心炉 —如＋り＋飼 60 

を得る． Vぃ四は斉藤基底である．

Grothendieck local residueの値を求めることで， Camacho-Sad-Suwa指数を求める

Ind{o}(v1; S) = 27, Ind{o}伍；S)=苧

を得る．（computationtime: 0.016 sec, 0.094 sec). 

例 (h,osingularity) f＝企＋丑y3+ xy7 + yg 

fの Milnornumber, Tjurina numberはそれぞれ旧＝ 16,TJ = 15である．イデアル商J:(f)のスタ
ンダード基底はSB={x,y}である．対数的ベクトル場を求める．

V1 = (19623砂＋20923x3-3546x2y + 25469x2炉＋ 29389叶炉ー422x炉ー 196x炉ー 1899y7)嘉

＋ （平叶＋6541xy+ 5978丑y-760x炉＋ 8462x炉—亨ェ炉＋ 211y6) よ

砂＝ （19623xy + 20923丑y-2913x炉＋25469x炉＋言3x炉ー422y5+ 1281y6)羞

+ (-633x —亨xy+ 6541炉＋5978xy2-1182炉＋8462y4＿手）よ

を得る．ベクトル場v1,v2は

町(J)= (58869 + 62769x -10638y + 75736y翫J(x,y) 

叫f)= (58869 + 62769x -10638y + 75736yりyf(x,y)

を満たす．

ベクトル場の係数の行列式を計算するとー211(58869+ 62769x -10638y + 75736yりJ(x,y)を得る．
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従って，巧，四は斉藤基底である．

Grothendieck local residueの計算により， Camacho-Sad-Suwa指数を求めると

Ind{o}(v1; S) = Ind{o} (v2; S) = 27 

を得る (computationtime: 2.55sec, 1.61sec). 

例 (Z11singularity) f = x切＋x炉＋y5

fの Milnornumber, Tjurina numberはそれぞれμf= 11, TJ = 10である．イデアル商J:(f)のスタン

ダード基底は SB={x,y}である．対数的ベクトル場を求める．

8 8 
V1 = (180丑＋ 33企y -x炉ー 15炉）—＋ (135xy+ 22x炉＋3炉）一

枷 ay
8 8 

V2 = (3丑＋180xy+ 33xy2 + lly3)~ + (-9xy + 135y2 + 22炉）一
釦 ay

を得る．ベクトル場V1,V2は町(f)= (675 + 121y)xf(x, y),四（f)= (675 + 121y)yf(x,y)を満たす．
行列式の計算を行うと

180丑＋33丑y-x炉ー 15炉 135xy+ 22xy2 + 3炉）
det = -3(675 + 121y)f(x,y) 
3x2 + 180xy + 33xy2 + lly3 -9xy + 135y2 + 22y3 

を得るので， V1，四は斉藤基底である．

Grothendieck local residueの値を求めることで， Camacho-Sad-Suwa指数を求める

Ind{o}(v1; S) =芽，Ind{o}(v2;S) = 15 

を得る．

さて，企y+x炉＋炉＝y（企＋x炉＋炉）より， Sの既約分解

S = C1 u C2,ただし C1= {y = O},C2 = {x3 + xy3＋炉｝

を得る． Camacho-Sad-Suwa指数を求めると

15 
Ind{o}(v1; Sぶ） ＝-=;f, Ind{o}(v1; S，ら） ＝15, Ind{o}(v2;S,C1) =0, Ind{o}(v2;S,C叫＝ 15

を得る．

Ind{o}(v1; S) = Ind{o}(v1; S, C1) + Ind{o}(v1; S, C叫，

Ind{o}(v2; S) = Ind{o}(v2; S, Ci)+ Ind{o}(v2; S, C叫，

が成り立つことを確認できる．

Remark:平面代数曲線が複素解析的に既約であるか否かは，論文［21]にあるアルゴリズムで判定できる．
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