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Abstract 

避難経路間題の研究に，［Wanget al. 2021](New evaluation criteria in the 

Markov decision processes, Qi Wang, Masayuki Kageyama, Jingyao Zhang, Journal 

of Statistics and Management Systems, 24(3),625-632,2021.）がある．そこでは，最
適避難経路に関する導出の問題に対して，有限期間割引総期待利得を評価関数に

もつマルコフ決定過程として数理モデルを定式化した問題の解決を行っている

このような実際的問題(practicalproblem)を解く場合に，それぞれの位置間（状
態刷）での人の移動量観測データに基づいた推移確率法則の推定を区間型ベイ

ズ推定によって行い，それらの推定値による推移確率行列は避難行動のシミュレ
ーション分析(Simulation-BasedAnalysis)に用いることができる一方で，適用さ
れる推移法則の区間ベイズ推定アルゴリズムにおいては，解かれる非線形方程式

の構造によっては，ニュートン・ラフソン法ではうまく求解に至らない場合が起

こり得るそこで，本報告では，非線形方程式の解法について，その対象とする関

数の構造から，求解方法の改良について報告する．

1 はじめに

避難経路間題の研究に，［Wanget al. 2021](New evaluation criteria in the Markov 

decision processes, Qi Wang, Masayuki Kageyama, Jingyao Zhang, Journal of Statistics 
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and Management Systems, 24(3),625-632,2021.）があるそこでは，例えば，図1のよう
な施設配置における最適避難経路（位置(1,1)から位置(4,3)への経路）の導出を，有限
期間割引総期待利得を評価関数にもつマルコフ決定過程として定式化して，最適避
難経路問題の解決を行っているこのような実際的問題(practicalproblem)を解く場

合に，それぞれの位置間での人の移動量観測に基づいた推移確率法則の推定方法と
その推定はシミュレーション分析(simulation-BasedAnalysis)を行うことができる
本報告では，そこで必要となる推移法則の区間ベイズ推定アルゴリズムの改良につ
いて報告する．

In this case, (2, 2) is blocked, (4, 3) is an exit, and (4, 2) is a fire point. 

Figure 1: evacuation routes problem([4]) 

2 マルコフ連鎖における経路問題

ここでは，次のような経路問題をもとに，状態観測に基づく推移法則の区間ベイズ推
定法の改良について考える．

［マルコフ連鎖による経路問題］ MazeProblem (Taylor & Karlin, An Introduction to 
Stochastic Modeling, revised edition, 1994, [3]) 

| | 
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上の団のように，番号0から番号8の部屋がある．ロボットは，各部屋から，隣の部
屋に等確率で推移できるとする

例えば部屋0からは，確率—ずつで，となりの部屋1 または部屋2に移動する．
2 

部屋7には，報酬があり，部屋8には報酬がない．部屋7または部屋8に一旦，入室す
ると，そのままその部屋にとどまり続けるマルコフ連鎖をなす確率過程において，
部屋7,8は，それぞれ吸収状態と考えることができる
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この数理モデルは，次のようなマルコフ連鎖による確率過程として構成できる

状態空間はS={0,1,2,3,4,5,6,7,8}であり，推移確率行列は
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(1) 

である状態番号7および8は，吸収状態であるこのいずれかの吸収状態に到達され
るまでの各状態の滞在回数を，真の確率行列を上記の推移確率行列Pとしたマイクロ
シミュレーションによる観測度数を次に示す．
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上の観測度数は，状態番号7あるいは8に到達する合計数が2000回になるまで観測
した結果である次の節では，この観測度数をもとにした区間型ベイズ推定手法の概
略を述べる

3
 
推移法則の区間ベイズ推定法

文献[1]を参照して，式(2)の観測度数行列Mから，式(1)の真の確率行列の区間型ベイ
ズ推定手法を，以下のようにまとめる

有限状態マルコフ決定過程は {S,A,Q,r}の4つから成り 立つ．状態空間をS:=
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{1, 2,..., n}，決定空間をA:={a1,a2,...,a叶とする．次の集合を定義する：

P(S) :={p = (P1,P2,...,Pn) E釦区Pi=1}, (3) 
iES 

P(SIS) :={q =（伽： i,jES) E訳叫苫釦＝ 1(i ES)}, (4) 

P(SIS x A) :={Q =(%(a): i,j ES, a EA) E罠!nxnlqi.(a)E P(s) (i ES, a EA)}. 
(5) 

ただし，記，股↑Xnは，それぞれ非負のn次元実ベクトルと(m,n)実行列を表す．推移確

率行列をQ= (%(a)) E P(SIS x A)，利得関数をr= (r(i, a)) E B+(S x A)で表す．た
だし， B+(D）は集合D上の非負実数値関数の全体を表す．我々は，推移確率行列Q=
伽(a))(i,j E S,a EA)が未知であるマルコフ決定過程(UncertainMDPs)を考える区
間推定MDPsの構成を簡単にするために，確定的(deterministic)かつ定常(stationary)な
政策のもとでのマルコフ決定過程について考察する従って以後，ある固定され

たdeterministicstationary policyでの推定される推移確率行列を P=（PtJ)と表すこと
にする

sからAへの写像fの全休をFで表す．任意のfEFに対して，割引率(3(0< (3 < 
1)によって割り引かれた総期待利得ベクトル¢(!IQ)E恥↑を確率行列QE P(SIS X 
A)の関数として次で定める：

00 

¢(f|Q)＝L((3Q(f)/r(f), (6) 
t=O 

ただし，r(f)= (r(l,f(l)),r(2,f(2)),...,r(n,f(n)))'E閏，Q(f)= (%U(i))) E P(SIS). 
ここで，特に，吸収マルコフ連鎖をなす行列Pに対して，過渡的集合の推移確率行列
をQとすれば，状態iから吸収されるまでに状態kを訪問する平均回数m;kを求める

には，上記の¢(!IQ)に関して，変則的ではあるが9(3 ＝ l,r(k,f(k)) = l,r(i,f(i)) = 
0(1::/i =J k)と考えれば良い
区間推定MDPsの構成について，推移確率行列は各行ごとに区間ベイズ推定を行
う．従って，ここではある固定された状態から次の期に推移する確率{pふESについて
議論して行く．

Pn := P(S) = {p = (P1,P2,,, •,Pn)IPi 2'. 0，区7=1Pi= 1}とおく．即のルベーグ可測
集合の全体をBで表す． B上の2つの測度L,Uが任意のAEBに対してL(A);£ U(A)で
あるとき，単にL;£ Bと表すことにするこのょうなL;£ Uである2つ叩則度を用ぃて
事前区間測度を[L,U]と表す．
ここで，几上のルベーグ測度L(•)から，上側の測度Uは， U(·) = kL(•) となるような
測度Lのk(k~ l)に関する比例測度(proportionalmeasure)と仮定する，すなわち，事前
区間測度を，［L,kL] = [dp, k dp]とする．
独立試行実験を6回行い，次の期に状態iへ推移した回数をoべで表すとするこの
時，それぞれの状態に関するデータを(J'=（び1，び2,．．．，四）と表すと O'=I:;=1(J'Kで
ある状態へ推移する確率をPiとするとき，びの確率密度園数はパラメータp= 
(P1,P2, ・ ・ ・,p砂に関する多項分布で表されて

f(r71,五・・．，叫p)= 
伍＋・・・十叩）！ び1 び2 6n 

f71 !.・・び』
Pl p2 ・ • • Pn (7) 
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となる

ここで，（DeRobertis/Hartigan1981 [2]）の区間ベイズ推定の手法を事前区間[L,kL]に
適用すると，事後測度区間[Lu,にl:= [Lび，kLu］は多次元ベータ関数によって表され，
さらにp，に関する事後測度区間[~い＼l （簡単のため［ふX]と表すことにする）は，事後区
間測度QE [Lu,kL』による次のようなp，との積分比の範囲から作られる：

{~塁ご Lu~ Q ~ Uu} 
さらに，［ふX]はそれぞれ次の方程式の一意の解である．

仏(p;ー入）―十La(pi-~)+ = 0 

に(p; ―~)++ La(P;―X)―= 0 

ただし， x+= max{O, x }, x-= x -x+ = min{O, x}である．

(8) 

(9) 

(10) 

ここで，仏＝ kLuであることと多次元ベータ関数（ディリクレ関数）を用いれば，上

述の (9),(10)は次のようにディリクレ積分による方程式として表すことができる：

(lower bound ~): 

k f ・ •. 1(pt―入）P?...pがdp+J •..J (pt —入）pfl.・ • Pかdp= 0 (11) 

OSPiS入，pEPn 入<::p;<::1,pEPn

(upper bound>.'): 

k J ・ •. J (pt―入）pf'..・p炉dp+ !--. J (p;―入）pf'..・pかdp= 0 (12) 

入:',p;:',l,pEPn 0:',p;:',入，pEPn

ガンマ関数r(x)(x>O)，ベータ関数B(x,y) (x, y > 0)，不完全ベータ関数B(x,y|入)（x,y> 
0,0 ~戸 1) をそれぞれ次のように定義する：

00 

ガンマ関数：「（x）＝J ザ―le―tdt (x > 0) 
1゚

ベータ関数： B(x,y)= 1ザ―1(1-t)Y-1 dt (x, y > 0) 
不完全ベータ関数： B(;,oy|入） ＝J入tx-1(1-w-1dt (x, y > 0, 0 ~入~ 1) 

゜また，ディリクレ積分D（乃，乃，．．．，株；Vk+l)および D（乃，V2,...,V応株＋1|入） （k ~ 
1,0 ~入 ~1) を次のように定める．

D(vぃ乃，．．．，牧；llK+1) 

:= J •.． J 勾―lx?-l.. ．心―1(1-X1 一砂ー・・·—叫llk+l-1凸 d砂・・ ・ dxk 
Sk 

D（111,...,収；llk+lI入）

:= !・・・1 的―1・ ・ ・ x%k-1(1 -X1 -・ ・ ・ -xntk+i-l dx1 ・ ・ ・ d罪
skn{O'.'ex1::S:入｝
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ただし， Sk:= {(x1,...，狐） ：X; ~ 0, i = 1,..., k, ~い X; ~ 1}. 
ここで，ディリクレ積分とベータ関数の関係から

D(111, 112,..., vk; 11k+1) = B(111,乃＋・・ ・ + llk+1)D(112, IIふ...,Ilk; llk+l) (13) 

D(111, 112,..., 11いI/K+1I入） ＝ B（I/じ乃＋・・・十llk+lI入）D(112,11ふ...,Ilk; llk+1) (14) 

であって，さらにベータ関数の性質を利用して，式(11)と式(12)は次の入に関する
多項方程式の解であることが示される

K(s, t, A):= (~—入） B(s,t) + (k -1) (B(s + 1, t| 入）—入B(s,t|入)） ＝0 (15) 
s+t 

G(s,t,A) := k (~ ー入） B(s,t)ー（k-1) (B(s + 1, t| 入）—入B(s,t|入)） ＝0 (16) 
s+t 

と表されるただし， 6=区~=lCY;, S =釘＋ 1,t = CJ -CY1 + n -1であるこの
式(15)と(16)は，具体的には(&+n)次多項方程式である (s+t=&+n)．以下に定理と
してまとめておく：

Theorem 1.パラメータP= (P1,P2, ・ ・ ・,Pn)について，各p，に凋する事後測度区
間［ふX]は次の多項方程式の解として得られる

K(s, t,~) := B(s + 1, t) -~B(s, t) + (k -1) (B(s + 1, t，入）― ~B(s,t,~))=0 (17) 

G(s, t, 3.:) := k(B(s + 1, t) -3.:B(s, t)) -(k -1) (B(s + 1, t, 3.:) -3.:B(s, t, 3.:)) = 0 (18) 

ただし， S=CY;+ 1, t = CJ -CY;+ n -1である．

K(s, t, A), G(s, t，入）は変数入に閑して，ともに狭義単調閑数でK(s,t，入）は上に凸，
G(s, t, A)は下に凸であり， K,Gはともに[O,1]に1つの解をもつことが容易に示される
不完全ベータ関数（原始関数）は，次のように有限多項式展開できることが知ら

れているが， nが大きな高次多項式の場合に，方程式(17)と(18)の解を次に述べるニュ
ートン・ラフソン法(AlgorithmA)とともに別の方法でも求めることについて考える

B(m叫） ＝ J ⑳）m-1(1 —入0)n-1 入 d0

＝入mJ 。m-1(1 —入0)n-ld0 

＝入m11 。m-1 図 (n~ 1)(-A0);) d0 

＝入を (n-1)←入）＇ i 0m+i-1 d0 ~(n~l)(-Wfo 
n-1 

＝と『： 1）←1)’入m+i~臼
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Algorithm A: 

Step 1. Set n := 0 and specify c > 0. Select入（0<入<1)such that K(s, t,入） ＜0. Set 
％ ：＝入．

K(s, t, Xn) 
2. Let W(s, t, Xn) := ~- Compute Xn+l := Xn -W(s, t, Xn)-

K'(s, t, Xn) 

3. If lxn+l -x』<s,setふ：＝ ％＋1 and stop. Otherwise increase n by 1 and go back 
to Step 2. 

ただし，

W(s, t五） ：＝ー
ほ—%）B(s,t) + (k -1) （土—%）B(s,t, Xn) —号咋(1 -％）t 

B(s, t) + (k -l)B(s, t, xn) 
(19) 

一般に， Nerwton-Raphson法の漸化式Xn+l= 
f(xn) 

n+l = Xn — について
f'(xn) 

, </J(x) = X -

f(x) 

f'(x) 
とすればJ'(a)ヂ0であるaについて， f(a)= 0であることと¢(a)=aであること

は同値であるさらに， Kについて次の性質を得る：

Proposition 1. 

K(s, t, >.)＝入K'(s,t, >.) -K'(s + 1, t，入）

K(s, t, >.), K'(s + 1, t, >.) 
＝入—

K'(s, t, >.) ・ ・ K'(s, t，入）

上述の命題から，

の（入） ＝ 
K'(s + 1, t，入）
K'(s, t，入）

であって，

Xn+l =の（％） ＝ 
K'（s+ 1,t,%） = B(s+ 1,t) ＋ （K-1)B(s+ 1,t,%） 
K'(s, t, Xn) B(s, t) + (k -l)B(s, t, Xn) 

を得る．

また，¢（入）の1次導関数について

¢'（入） ＝ 
-(k-1)入s-1(1 —入）t-1

K'(s, t，入）
（入—¢（入））

であることから，次の命題と定理を得る：

Proposition 2. ¢（入） ＝K'(s + 1, t，入）/K'(s, t, >.)とするとき，次が成り立つ．

(i)の（0)=ゆ(1)= B(s + 1, t)/ B(s, t) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 
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(ii} cf>'（入） ＝0となる入は入＝ 0,1と¢(a)=aを満たすaである，すなわち，このaはK(s,t，入） ＝ 
0の解である

(iii} ¢(..¥)の増減は0＜入＜ aで狭義単調減少， a<入<1で狭義単調増加である．

間題点：計算機（ソフトウェア）によっては， a,b > 100くらいでも，正確に反復が行
えない場合が起きている

考えられる理由：ニュートンラフソン法を適用する関数の傾きが大きい(y軸に
平行に近い），あるいはx軸にほぼ平行（極値をとり得る関数値の変化する区間，高さが

極めて小さい）

次に，ニュートンラフソン法や不動点探索アルゴリズムの適用が必ずしもうまく

いかない場合の例を圏示する（図2,3). 

° ・ 8 

° ・ 4 

° ・ 2 

°・2 04 0・6 0・8 1 ・O 

Figure 2: 式 H瓜s,t，入） ＝ G(s, t，入） ＋入＝ゆ（入）についての不動点探索の例，ただ
しs= 2, t = 11, k = 2で上限値~==; 0.181606を求める間題の関数の（入）と入のグラフ

0,2 0.4 0,6 

Figure 3:式 H0(s,t, >.) = G(s, t，入） ＋入＝心（入）について， s= 798, t = 788, k = 2のと
きの上限値3;~= 0.506617を探索したいがG(s,t，入）と入の軌跡がほとんど里なってお
り不動点探索がうまく行かない例

そこで，つぎのようにいくつかの改善方法の検討とその結果について考察する．

改良のアイデアとして次を挙げる：

(1)単純に不動点探索の問題として考える．
例：式(22)による反復計算による不動点探索を行う．
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(2)最尤法のように，極大値探索に懺き換えて考える
例：

¢'（入） ＝ 
-(k-l) 入s-1(1 —入）t-1(入K'(s,t,.X.) -K'(s + 1, t，入））

K'(s,t，入）2

-(k-l) 入s-1(1 —入）t-1 （入—¢（入））

K'(s,t，入）

(25) 

(26) 

であるので，これらの場合の区間ベイズ推定法ではの（入）の不動点探索（入＊ ＝ 
¢（入＊））をしていることと同等な問題であることにも気づく．

改良のアイデア：
(3)（今後の課題）：分数計画間題としての変形間題をさらに考察する．

F ・
K'(s+l,t，入）

ractional programming problem: (P) min入E[0,1]
K'(s, t，入）＇

Parametric problem: (Pq) F(q) = min入E[o,11(K'(s+ 1, t, >.) -qK'(s, t，入））

さらに，本報告での関数¢（入），心（入）に対して不動点探索法が適用可能であることを
示す図を挙げておく（図4,5). 

0.5065 

0.5060 

0.5055 

0.5050 

0.5045 

0.5040 

0.5035 

0.5030ト 02 04 0.6 0.8 1 0 

Figure 4: s = 798, t = 788, k = 2での上限｛直応を求めるときの心（入）のグラフ
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0.512 

0.510 

0.508 

0.506 

0.504 

0.502 

0.502 0.504 0.506 0.508 0.510 0.512 

Figure 5:入＝心（入）の不動点探索で s= 798, t = 788, k = 2についての上限値X巨
0.506617を求めるときのグラフ

4 数値例

吸収マルコフ連鎖である真の推移確率行列Pに対して，状態推移の観測度数から，推
移確率行列の区間推定と，その推定された行列の下界および上界内の確率行列に対

する平均滞在時間，吸収されるまでの平均到達時間（平均停止時間）について，結果
をまとめておく．

式(2)をもとに， k=2のときの区間型ベイズ推定による式(1)の区間型確率行列を
定める下界行列Aと上界行列]は以下のようになる．

゜
0.497933 0.497349 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜0.320955 

゜ ゜
0.343203 

゜ ゜ ゜
0.327907 

゜0.332848 

゜ ゜
0.327766 

゜ ゜ ゜ ゜
0.331 

゜
0.251103 0.230068 

゜
0.25817 0.255141 

゜ ゜ ゜A=I 
゜ ゜ ゜

0.346943 

゜ ゜
0.316866 0.322095 

゜゜ ゜ ゜
0.317806 

゜
0.330813 

゜
0.337318 

゜ ゜ ゜ ゜
0.483885 0.503804 

゜ ゜ ゜゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜
1 

゜゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜
1 

(27) 

゜
0.502651 0.502067 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜0.326522 

゜ ゜
0.348862 

゜ ゜ ゜
0.333504 

゜0.338456 

゜ ゜
0.333353 

゜ ゜ ゜ ゜
0.336601 

゜
0.256509 0.22486 

゜
0.263625 0.260576 

゜ ゜ ゜A=I 
゜ ゜ ゜

0.356489 

゜ ゜
0.326203 0.331471 

゜゜ ゜ ゜
0.327126 

゜ ゜
0.340227 

゜
0.346776 

゜ ゜ ゜ ゜
0.496196 0.516115 

゜ ゜ ゜゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜
1 

゜゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜
1 

(28) 
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上記の下界行列Aと上界行列]は，一般に非負値行列であって，それぞれにおいて
行和が1とは限らないことに注意する
ここで，行列AこPこ]の条件を満足するような推移確率行列Pで，状態番号7に
推移する確率が大きくなるようなものとして，次のような確率行列に対して，平均滞
在時間吸収されるまでの平均到達時間（平均停止時間）を求めてみる．

゜
0.502651 0.497349 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜0.323293 

゜ ゜
0.343203 

゜ ゜ ゜
0.333504 

゜0.3370515 

゜ ゜
0.3319485 

゜ ゜ ゜ ゜
0.331 

゜
0.2538375 0.230068 

゜
0.2609535 0.255141 

゜ ゜ ゜P=I 
゜ ゜ ゜

0.349303 

゜ ゜
0.319226 0.331471 

゜゜ ゜ ゜
0.3247905 

゜ ゜
0.3378915 

゜
0.337318 

゜ ゜ ゜ ゜
0.496196 0.503804 

゜ ゜゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜
1 

゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜ ゜(29) 
このとき， iESから吸収されるまでの過渡的状態kESの平均訪問回数Wikと，吸
収状態へ到逹するまでの平均停止時間V;をまとめると，次のようになる．

w00 = 1.73627,w01 = 0.727094,w02 = 0.745546,w03 = 0.483008,w04 = 0.251772, 
w05 = 0.239932, w06 = 0.245807 

W10 = 1.13207, W11 = 1.62592, W12 = 0.632968, W13 = 0.757349, W14 = 0.394775, 
W15 = 0.376211, W15 = 0.385422 

W2Q = 1.09858, W21 = 0.597673, W22 = 1.60484, W23 = 0.706604, W24 = 0.368324, 
W25 = 0.351003, W25 = 0.359598 

W30 = 1.02166, W31 = 1.02602, W32 = 1.01726, W33 = 2.02714, W34 = 1.05667, 
W35 = 1.00698, W35 = 1.03163 

W40 = 0.400124, W41 = 0.401829, W42 = 0.398399, W43 = 0.79391, W44 = 1.66705, 
W45 = 0.647594, W45 = 1.15345 

W50 = 0.396232, W51 = 0.397922, W52 = 0.394525, W53 = 0. 786189, W54 = 0.666913, 
W55 = 1.64764, W55 = 1.16101 

W50 = 0.269082, W51 = 0.270229, W52 = 0.267922, W53 = 0.533902, W54 = 0.788628, 

W55 = 0.775541, W55 = 1.78203 

゜゚
゜

Vo = 6.05403, V1 = 5.04668, V2 = 5.06146, V3 = 6.0881, V4 = 5.19413, V5 = 5.0449, V5 = 6.11895. 

真の推移確率行列Pのもとでの平均停止時間は，状態番号の順に， Vo=6，釘＝ 5，砂＝
5，V3 = 6, V4 = 5, V5 = 5，釘＝ 6であるから，一方の吸収状態（番号7)へ推移する確率
を増大させようとする作用（シナリオ）は，平均滞在時間も増大することが確認で
きる本報告のような区間型ベイズ推定モデルは，避難誘導のシナリオ分析として有
効な手法となりうる示唆が得られていると考えている
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