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概要

この講演では A1特異点から定まるネクラソフ分配関数について紹介する．これは特

異点解消上の枠付き連接層のモジュライ上の積分を係数とする母関数である．特異点解

消として二つ、極小解消とスタック的な解消、つまり、射影平面を位数2の巡回群で

割った商スタックを考える．これら二つの特異点解消から定まるネクラソフ分配関数の

間の閑数等式について紹介する．

1 導入

アフィン平面 Q=でと SL(Q)の有限部分群 rを考える．有限群 rは射影平面

lP'2 = lP'(C④ Q)に自然に作用する．この作用による商スタックを X。=[lP'(C④ Q)/r] 

とお<.X。から無限遠直線ム。=[lP'(Q)/r]を取り除いた開集合を Uoとお<. u,。

は商特異点 Q/r= SpecC[Qtのスタック的な特異点解消 f:u,。→ Q/rを与え，
X。=U,。LJにはそのコンパクト化である．

一方，極小特異点解消 g:U1→ Q/r = SpecC[Qtがrーヒルベルトスキーム

U1 = f-Hilb(Q)により得られる．

u。~r3~い
U1のコンパクト化X1を次のように構成する．アフィン平面Q=C2へのじ作用は原

点0= {(0,0)} C Q以外では自由なので，同型

Uo ¥ f —1(0)~ い¥g―1(0)

を得る．この同型により，いと Xo¥f―1(0)とを貼り合わせることにより

X1 = U1 U (Xo ¥ f―1(0)) = U1 LJ Roo 
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を得る．

X。 X1っC=g―1(0)

~/ 
IP'勺r

£ . 00 £00 

f―1(0) C 

図 1 X。と X1

定義 1.1.X氏伍=0, 1)上の枠付き連接層とは組 (E,<I>)であり， EはXK上のねじ

れを持たない連接層，屯 El£00~0£00 ⑧ W は連接層の同型を表す．ここで， W は有

限次元 F表現である．このような同型 <I>をw枠とよぷ・
以下では， r= {idQ}, または｛士idQ}C SL(Q)の場合を考える．この時， r-表

現は，ただの有限次元ベクトル空間w= cr, または Z/21:-次数付きベクトル空間
W=Wi噸凱により与えられる．この状況において，ふ上の枠付き連接層のモジュ

ライから定まるネクラソフ分配関数と呼ばれる母関数について比較する．

動機としては，中島ー吉岡による blow-upformulaがある．これは， r= 1のとき，

従って X=Y=IP'2の状況で， IP'2とその 1点 blow-up炉 J-.の枠付き連接層のモジュ

ライを考え，その上の積分の比較により得られるものである．

2 主結果

ふ上の Chow環 A*(ふ）に対して，元 c= (wo, w1, kC, -nP) E (Z;:c:0)2 EB 

が（ふ）〶 A2(ふ）を一つ固定する．ここで， P は U1 上の点とする．また， r-Hilbert

schemeの普遍部分スキームにより誘導される McKay瀦来同値F:D(Xo)竺 D(ふ）

を考える．この時，枠付き連接層のモジュライスキーム

M1(c) = {(E,<I>) I (dimWo,dimW1,c1(E),ch2(E)) = c} 

Mo(c) = {(E,<I>) I (dimWo,dimW1,c1(E),c恥(E))= c} 

が得られる．ここで'<I>は固定した W に関する枠 <I>:EIRoo竺 Oll'1RWとしている．

ただし， Mふ）は滑らかだが，コンパクトではないため，モジュライ空間 Mん(c)上の

積分は，代数的トーラス 1['=(C*)2 X (C*tの作用による局所化の方法によって定義さ
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れる．

e1 0 

T'~{ [ば闊 EGL(Q)},T"~!I゚e,
゜゜

>EGL(W)), 

ここで， Mふ）への 1'作用は以下のように定まる.T2 c GL(Q)は1P'2= IP'(C EB Q)へ

のGL(Q)作用による枠付き連接層の引き戻しにより， T,,.C GL(W)は同型 0叫1R

w~o叫i®W により枠を変えることにより， Mふ）へ作用する．

固定点集合Mふドは有限であることに注意すると， M = Mr;;(c)上のコホモロジ一

類ゆ EAi(M)の積分が

！い=L 叫P E Frac(A召pt))= (Q)(i;, a) 
M 

pEM'II' 
e(TpM) 

と定義される．ここで，

(t1, t2) E (IC*げ，(e1,... ,er)E(IC丁

の各成分を重みにもつベクトル空間を一点 ptの上のTー同変直線束とみて，

e = (c:1, c:2) = (c1 (t1), c1 (t2)), a = (a1, ... , ar) = (c1 (e1), ... , c1 (er)) 

とおく．このとき，有理関数体Q(e,a,1n)はt-同変 Chowring A; (pt)の尚体とみな
される．

次に，積分するコホモロジー類を定義するために，モジュライ空間上のベクトル束を

導人する.£ をX,;;XMふ）上の普遍連接層とし，

Vo=耐p*£(-£oo)

V1=酎pぷ(-F)

とおく．ここで， p:X氏 XMふ）→ Mふ）を射影とする．また， F= {z1 = O} C X。
とし， X1上の固有変換も同じ記号Fで表す．別のベクトル束Wo= OM 181 Wo, W1 = 

(')M Q9間は， 11'-同変束として非自明になる．

このとき，普遍連接層 8の第=Chern指標ch2(£)と例外曲線C=g―1(0)とのス

ラント積μ(C)= c2(£)/[C]を考える．これは， p*(ch2(£) n [C X My(c)])のポアン
カレ双対として定められ， Ai(My(c))の元となる．

補題 2.1.M1(c)に関して，次の等式が成り立つ．

c恥(£)/[C]= 2c1 (Vo) -2c1 (V1) + c1 (W1) + (釘＋叫(2k+ wi/2) 

ここで， wo= dim VVi。,w1 = dim間とおいた．
そこで， Ai(Mふ）） (,,,, = 0, 1)において，

叫=2c1 (Vo) -2c1 (V1) + c1 (W1)(釘十砂）(2k + wi/2) 
仇＝一ch2(£)/[C]+ 2k(釘＋砂）

とおく．
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主定理 2.2.伍=(wo,w1, 土k[C],-nP) E (Z~0)2 ① A1(X1)①A刊X2)に対して，

I (c加(£)/[C]げ＝ f Mo(c+l (叫）d
珀 (c+) {J叩 (c_)け）d

if d S 2 -4k 

if d S 2r + 2 -4k 

ここで， r= wo + w1である．
0以上の整数dに対し Nekrasov分配関数

が(e:,a, q) =~qn+wi/4 J応）d E Q(e:, a, rn)[[q]] 
M1(c) 

が定義される．ここで， c= (wo, w1, k[C], -nP)のうち wo,w1, kを固定し， nを動か
した和をとる．

このとき，主定理から以下の等式が成り立つ．

が(e:,a,q)= {区nqn+wi/4 f叫 Cc+J(応）d
江 qn+wi/4f Mo(c_) (ゅ-)d

if d~2 -4k 

if d~2r + 2 -4k. 

この公式は中島ー吉岡の示した blow-upformula [NY]の類似である．

3 証明のあらまし

証明には， ADHMデータと呼ばれる行列の組によるモジュライ Mん(c)の記述を用

いる．

Theorem 3.1. (中島）＜安定ADHMdataのモジュライ M'(w,v)からの同型が

ある．

M'(w,v)竺｛恥(c)for (=  (0 
M1(c) for (=ぐ

ここで， w= (dim W0, dim W1), v = (rank Vo, rank坊）とし，ぐ（氏=0, 1)は以

下の圏のようにとった．

j
 

・
r
ヽ

c• 
ぐ[I「'6.L

図2 (o, ぐの取り方．
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この記述に望月拓郎氏の開発した隈越え公式 [M]を適用することで主定理が得ら

れる．

今後の課題としては，以下が挙げられる．

• （物質場付きの理論） e(Fr(Vo))・(c加(£)/[C]げへの拡張 ([O]ではe(Fr(Vo))の

積分を扱い Ito-Maruyoshi-Okudaの予想 [IMO]を証明した．）

•K 理論への拡張

• Painleve T閲数の関数等式への応用
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