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1. INTRODUCTION 

スティーンロッド著「ファイバー束のトポロジー」の§ 28には，

“n次元球面炉が球面をファイバーとするp次元球面SP上のファイバー束
7r: sn→ SPの構造を持つならば， n= 2p-1である”

ことが証明されている．さらに今日では厳密に“炉が球面をファイバーとするSP上のファ
イバー束7r:sn→ SPの構造を持つのはn= 2p-1のときであり， p= 1,2,4,8の場合に
限る”ことが分かってる．
p = 1の場合は，二重被覆 T:S1 → S1, 1r(cos 0, sin 0) = (cos 20, sin 20)であり， p=
2,4,8のときはK= C, IHI or([J)とおくとき，写像を

f: K2→ Kx恥 f(zo,釘） ＝ （2z。21,lzol2 -I汀），
と定義するとき， S2p-l= {(zo, z1) E K2; lzol2+lz112 = 1}に制限するとf1s4m-1 : s2p-l→ 
SPはHopffibration である．すなわち，写像 f|s如—1 は submersion であり，そこに特異
点（写像の微分の階数が退化する点）は現れない．
一方， 1950年代に J.P. Serreは球面のホモトピー群（の有限性）に関して，次のこと
を証明した：

Serre's finiteness theorem on homotopy groups 

叩 (Sりisa finite group except the cases where 1rm(S門竺 Zand 叩m-1(S2m) 竺 Z 〶 T
form> 0, where Tis a finite group. 

次元対(4m-1,2m)のm= 1,2,4の場合を正確に述べると

叫炉） ~z, 巧（Sり ~z ⑤恥， 臼 (Sり竺Z①恥o,
であり，無限群の生成元lEZは上で定義されたHopffibrationである．したがって，ホ
モトピー群1rn(Sりの任意のホモトピー類は， n= 2p-I (p = I, 2, 4, 8)のとき生成元を除
いて，微分可能写像f:sn→ SPには必ず特異点が現れることになる．

Hopf fibrationに関することをもう少し述べておこう．まずはwell-definedな準同型写像

H: 1r4m-1 (S2m)→Z, Hopf invariant, 

が微分可能写像f:S4m-1 → S2mの異なる正則値yぃY2に対して，その正則ファイバー
の絡み数として

H(f) = lk(f―1(Y1), f―1(Y2)) E Z. 

が定義され，写像fのHopfinvariantという．

〔J．F.Adams(1960)
ヨfE 7r4m-i(S2m) s.t. H(J) = 1 -¢=⇒ m = 1,2 and 4. 
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このような背景を念頭に置いて， 1969年Amsterdamでの「多様体」の国際会議で， John
Matherは次の問題を提起した：

Homotopy problem 

For any f E 7rn(Sりisf homotopic to a fold map with n 2: p? 

f: Mn→ NP (n 2: p)を多様体間の微分可能写像とするとき， fの特異点集合S(J)= 
{x € M叫rankdfx< p}が定義される．点qE S(J)を中心とする局所座標を(x1心2,・ ・ ・, Xn) 
とする．このとき，写像fが次のような局所的対応

（互互• ● ● 9叫）ー（互・・・ ,Xp-l,士叶士・・・士叶）

で表される点qE S(J)をfoldsingularityという．ちょうど，このころ微分可能写像の特
異点論における「構造安定性間題」を解決していたMatherは特異点型のヒエラルキーが

fold → cusp → swallowtail →.．． 

であることも知っていたため，微分可能写像f:Sn → SPが特異点を持てば，必ずfoldが
現れることから， S(J)の特異点がすべてfoldである（このような写像は ‘foldmap'と呼
ばれる），すなわち submersionに最も近い微分可能写像の存在を問うたのである．ただ
し，ここで注意して欲しいのがcusp特異点集合のclosureをとると， fold以外の特異点集
合がすべて含まれること，すなわち foldmapの存在問題はfold以外の特異点をすべて消
去出来るか否かを間う「特異点消去問題」であるという点である．

そこで我々はMatherの問題を拡張して，次の問題を考える：

Generalized Mather's problem 

Find the necessary and sufficient condition for the existence so that Mn admits a fold 
map into NP. 

さて， R.ThomはMatherのホモトピー群問題から遡ること 15年ほど前に，微分可能
写像の特異点'[23]において，「モース理論の一般化」を提唱し，いわゆるモースの不等式
(［？］参照）の一般化と称して，あるジェット横断性に関する良い条件を満たす微分可能写
像に現れる特異点型のトム多項式のイ子在定理を証明し，簡単な場合にその表示を決定した

（再び [23]を参照）．
そこで，我々はgeneralizedMather's problemの特別な場合として， NP＝即に焦点を
当てて考えることにする．まずはp=lの場合はよく知られているように“任意のn次元
多様体Mnは股への折り目写像（すなわちモース関数）を許容する！”したがって， p2: 2 
の場合が非自明な問題となる．実はホモトピー群問題との関連で，次の結果が得られて
いる：

Kikuchi-Saeki([13]), Saeki-S([20]) 

Let Mn be a closed n-manifold with x(M門odd.If there is a fold map f : Mn→璽
then p must be 1, 3 and 7. This restriction on pis coming from the non-existence of 
the Hopf invariant one problem by Adams. 
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上記の定理より値域次元p=3および7の場合のfoldmapの存在間題は特別な位置を
占めると解釈される．尚，上の結果に含まれるがp=2の場合にThom-Levine-Eliashberg 
の定理（完全解）が得られている：

"Any closed n-manifold Mn admits a fold map into配 ifand only if x(Mり
1s even. 

したがって， p2: 3の場合が残された重要な問題となる．

2. p = 3のFOLDMAP 

f :Mn→配をジェネリックな微分可能写像とする．このとき，写像空間C00(M叫配）
の中に開かつ桐密な部分集合Sがあって， JESが成り立つことに注意する ([11]参照）．
写像fの特異点集合をS(f)とするとき， XES(f)を中心とする局所座標を(xぃX2,...,Xn)
とする．写像fに現れる特異点型は次の三つのいずれかであり，それぞれの局所的対応は
(1) (xぃ砂，．．．，％） f-+(x1.X2,土x§土・..土叶）
(2) (x1, X2,...,％） f-+ (x1.x2, xi+ x心2士叶土・..土叶）
(3) (x1, X2,...,%）f---+ (x立 2,X~ + X伝＋X1X2士xi士・・・士叶）
である．（1)はもちろんfold(2次元），（2)はcusp(1次元），（3)はswallowtail（離散点）
と呼ばれ，括弧内は部分多様体としての次元を表す．そこで， fold全体をF(f)とし， cusp
全体をC(f)とし， swallowtail全体を SW(f)と表すとき，

S(f) = F(f), C(f) = C(f) U SW(f) 

が成り立ち， Stiefel-Whitney類による Thom多項式の表示は

[S(f)]; = Wn-2(M門EHn-2(M叫勾

であることを Thom([23]）が決定したしもしも fがfoldmapであるとき，制限写像
f|s(f) ： S(f)→配は余次元1のはめ込みであることがすぐに分かる．そこで，そのはめ
込みの法束が自明になるとき， fをtamefold mapという．このとき，次のことが証明で
きる．

Theorem (S) 

Let M2m be a closed, non-orientable 2m-manifold with m 2'. 3. There exists a tame 
fold map J : M2m→配 ifand only if W2m(M2m) = 0 and W2m-1(M2m) = 0. 

多様体の次元が奇数の場合には，次の結果が得られている．

S [21] 

Let Mn be a closed n-manifold with n being odd. There is a fold map f : Mn→配
if and only if Wn-1 = 0. 

ここで注意して貰いたいのが， Mnは必ずしも向き付け可能である必要はないことと，
cuspのThom多項式が唯一つの障害になっているということである．すなわちfをジェ
ネリック写像とするとき， cuspのThom多項式がWn-1であるという結果が含まれている．

lJ:付きの＊はポアンカレ双対をとることを表す．
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したがって，［23]にもあるように， Thom多項式の表示は多様体の取り方には依らないの
で，次元nが偶数であっても cuspのThom多項式が Wn-1であるということが分かる．

3.射影空閻上の配への FOLDMAP 

本節では．定義域多様体を射影空間としたときに，配へのfoldmapが存在するか否か
を考察する．まずは原ちに分かる場合を見る．前節の最後に言及した結果より．必要十分
条件が求まっているので特性類の計算から分かる．実射影空間艮pnの全Stiefel-Whitney
類は， aEH囀 P庄Z2)竺 Z2を生成元とするとき

w（町炉） ＝ （1 + ar+l 
であることが計算されている ([1,2]）．したがって，二項係数の性質からn= 4m+lなら
ばWn-l（股pn)ヂ0であり， n= 4m+3ならば Wn-l償Pり＝ 0である．また， n= 4m+2 
ならば Wn-l（股だ）ヂ 0である．よって，これらの三つの場合はfoldmap f:艮pn→配
が存在するか否かが決定したことになる．ただし， n=4mのときは Wn-l（股P門＝ 0で
あるが実射影空間は向き付け不可能であり，かつオイラー標数が奇数なので， tamefold 
mapが存在しないことは前節の定理から従うが， non-tamefold mapが存在するかは残念
ながら未解決である．
次に複素射影空間CPn上の配へのfoldmapを考える．実は．佐伯修氏により [17]に
おいて，ジェネリック写像f:(Cp2→配のcuspのThom多項式は消えているが， cusp
は消去できないことが証明された後にこの結果は，［18]において． M4を向き付けられ
た4次元閉多様体とするとき， foldmap f : M4→配が存在するための必要十分条件を
決定する形に一般化された．その結果によると． cusp消去のための二次障害類が存在す
ることも明らかにされた汽
一方，［16]において，向き付け可能な6次元閉多様体M6上には配へのfoldmapがい
つでも存在することを示した．したがって，特にC戸上には配へのfoldmapがいつで
も存在する．さらにR.Sadykovは自身によるチェス予想の解の議論を精密化することに
より次のことを証明した：

Sadykov, preprint 

Let M2m  be a closed. orientable 2m-manifold with m 2': 3. Then there is a fold map 
f: M2m→記

したがって，これらの結果を纏めると

Theorem (Okada-S, [6]) 

(1) ヨf:(Cpn→記 foldmap ~ n 2: 3. 
(2) If n = 4m + 1, 4m + 2, then股斤 doesnot admit a fold map into記 If 
n = 4m + 3, then町炉 admitsa fold map into記

となる．
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