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§1. 序．

調和解析の問題

伊師英之1 （大阪市立大学・数学研究所）

Hideyuki ISHI 

OGAMI, Osaka City University 

調和解析は実に多義的な言葉であるが，本稿では Fourier解析の非可換群への

一般化，いわゆる非可換調和解析を指すものとする．すなわち，群作用によって

記述される対称性をもつ函数および函数空間の解析を，群の表現論を援用して研

究する分野である． Lie群上の解析，もしくは Lie群が推移的に作用する等質空

間上の解析を考える場合が大多数であり，とくに複素射影空間，旗多様体，有界

対称頷域などの上では調和解析と複素解析が共鳴して豊かな理論が発展してきた．

一方，複素解析性 (holomorphy)と調和解析が結びついた設定においては， リー

群の複素多様体への作用が推移的でなくても，その作用の記述する対称性が函数

空間の構造を強く統制するということが起こり得る．代表的な例が，函数空間に

実現される群の表現の既約分解が無重複である状況であり，その状況を引き起こ

す群作用として，小林俊行氏 [15,16, 17]が導入した強可視的作用がある．等質で

ない複素有界領域である Cartan-Hartogs領域 [28]およびそのヴァリエーション

[5, 6, 9, 27]について，種々の具体的な計算 (Bergman核の明示公式 [9,13, 27], 

Kahler-Einstein計量の構成 [20,26]，幾何学的量子化 [29]など）が実行可能であっ

た背景には，この強可視的作用の存在があるのではないかという推測を，一つの

問題として挙げる．その推測の延長として，本稿では強可視的作用を許容する新

しいタイプの複素領域を提示する．この複素領域上で， Cartan-Hartogs領域につ

いて行われてきた計算を実行するのは，成果が見込める間題である．

正則同型群が推移的に作用する複素有界領域を有界等質領域という． E.Cartan 

[1]は3次元以下の有界等質領域は有界対称領域であることを示し，全ての有界対

称領域を分類したが，対称ではない有界等質領域は Cartanの研究から四半世紀

が経った Piatatetskii-Shapiroの仕事 [21,22]において初めて発見された．現在は，

有界等質領域のごく一部が有界対称領域であることが判明しているが，対称では

ない有界等質頷域は依然として「見えにくい」存在であり，有界対称領域につい

て成り立つ定理がどのくらい有界等質領域にも一般化できるのか，あるいは有界

対称領域についてのみ成り立つ主張なのか（すなわち対称性の特徴づけになって

いるか）は，基本的で問題である ([2,3, 10, 19]）．そのような問題，すなわち新し

い特徴づけの予想を，我々の観点から一つ与える．
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本稿で用いる記号を説明する．ベクトル z,wE (Cnについて標準的なエルミート

内積 E~=l Zk囮を (zlw)と書き， llzll:= ✓に国とする．行列 Z E Mat(n, m, q 
を線型変換cm→U →Zu E (Cnとみなしたときの作用素ノルムを IIZllapと書く．
対角成分がtぃ．．．，杯であるような n次の対角行列はdiag(t1,t2,...,tn)で表す．集

合 Uc町の閉包は Cl(U)と書く．非負整数nについて (x)n:= r(x+n)/r(x) = 

x(x + 1) ・ ・ ・ (x + n -l)とする．

§2. 無重複表現．

導入として，初等的な線型代数の議論から始めよう．対角化可能な行列 A E 

Mat(N, C)に対し， Aと可換な行列全体のなす多元環Z(A):= {BE Mat(N皇）；

AB=BA}が可換である必要十分条件はAの固有値a1,a2,...,aNが互いに相異な

ることであり，そのとき Aの対角化を与える行列によって，全ての BEZ(A)は同

時対角化される．すなわち <I>E Mat(N, C)によって <I>―1A<I> = diag(a1, a互．．，aり
となるならば①ー1B<I> = diag(b1, b2,...，恥）となる b1,...，恥 ECが存在する．ュ

ニタリ表現論において，この状況の一般化にあたるのが無重複表現である． Hilbert

空間 1{に定義された群Gのユニタリ表現 7f:G→U(H)が無重複であるとは，
有界線型作用素 B:1{→1{で VgE G 1r(g)B = B1r(g)となるもの全体のな
す多元環EndG国）が可換であることをいう．このとき，互いに同値でない Gの

既約ユニタリ表現の族{(1r,¥,1{,¥）｝,¥aの直積分として T が既約分解され，同じ分

解が EndG国）に属する作用素の同時スペクトル分解を与える．すなわち，添字

集合 A上の測度 uがあって，直積分 J:1{,¥dv（入）と 1{との間のユニタリ同型

① :J：凡dv（入）う V= (v,¥)入EA→如 E1{で任意の gE Gに対して
1r(g)<l>v = <1>[1r,¥(g)叫

を満たすものが存在し，このとき各 BEEnda(H)に対して

B<l>v = <l>[b（入）叫

となる bE L00(A,v)が存在する．逆に，ユニタリ表現が互いに同値でない既約ユ

ニタリ表現の直積分に分解される（この状況こそが無重複という語感に沿うとい

える）ならば， End瓜H)が可換であることも証明できる．
例1. 正数 R>Oを固定し，開球B悶：＝ ｛z E cm; llzll < R}に関する Bergman

空間 L~。!（鰐）上にユニタリ群 U(m) のユニタリ表現 T が次のように自然に定義
される：

1r(A)f(z) := f(A―1z) (A E U(m), f EL~。!（旧堺）， zElIB悶）．

非負整数入＝ 0,1,2,．．．に対して cm上の入次の斉次正則多項式全体の空間を

Pol,\ （C門と表すと， L~。I(JIB悶） ＝こ塁。Pol,¥（cm)はT の既約分解を与え，部分表現
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応：＝ （1r, Pol入(C門）は互いに同値でない．したがって T は無重複表現であり， 1r(A)

と可換な有界線型作用素B:L恥(B悶）→ L恥(JIB覧），たとえば llzllのみに依存する
鰐上の有界函数¢を表象とする Toeplitz作用素Tc/>に対し， Pol入(C門は固有空間

となっている．上述の記号に合わせると区f2'.oPol入(C門は A=Z2'.。上の計数測度

uに関する Pol入(C門（入 EA)の直積分に他ならず， V=（狐） EJ:Pol入(C門 dv（入）

について如＝こ入EA 狐 EL~。I(JIB悶）である．

例2. 実ベクトル空間囮1の開凸錐 Cc股nでCl(C)n (-Cl(C)) = {O}となるも
の（正則開凸錐）を考える．正値連続函数ゅ： C→罠＞。が次数 Kの斉次性（すな

わち任意の c>OとyECについて叫cy)= c"~(y)）をもち，ある入。€町に対

して積分 Iゅ（入o):= Ji臼―(2y|入o)心(y)dyが有限値であるとする．たとえば心が正の
定数ならば，この条件はみたされる．このとき管状領域 Tc:=IRn +iC c en上の

（荷重つき） Bergman 空間 L~。1(Tc，い（y)dxdy)は {O}ではな<,その上には加法

群町の表現 T が

1r(a)f(z) := f(z -a) (a E良叫 fEL[。1(Tc,~(y) dxdy), z E Tc) 

によって定義される．正則開凸錐 C の双対錐｛入€罠叫（y| 入） ＞0 ¥:/y E Cl（切＼｛O}}

をC*と書く．全ての入 EC*において Iゅ（入） ＝ J臼―(2y|入）心(y)dyは有限値である．

ユニタリ同型 <_p:び(C*,lぃ（入）ーld入） → L~。1(Tc, 心（y)dxdy)を

如 (z):= (21r）ーn/21.ei(z|入）v（入）I,;,,（入）―ld入 (vEL誓 Iゅ（入）―ld入））
C* 

によって定める ([23,Theorem 2.12]．①の等距離性は Plancherelの公式から得ら

れる等式

J即田(x+ iy)l2 dx = 1. e-2(yl~llv(>.)l2ん（入）ー2d入
の両辺を yECに関して積分することによって得られる）．このとき aE野しに対

して伽(z-a)= (21r）ーn/2fc• ei(z|入)e―i(a|入）v（入）Iゅ（入）ーld入であるから，のは町の

ユニタリ表現 (1r,L~。1(Tc ，心（y)dxdy)）の既約分解を与えている．実際，入 EC* に
対して 1次元ユニタリ表現 T入：股nぅaf--t e→（a|入） EU(l)の作用する空間を C入と

書くものとすると，び(C*,lゅ（入）ーld入）はJC門広I,;,,（入）ー1心と自然に同一視でき
る．すべての 1r(a)(a E町）と可換な有界線型作用素 B:L~。1(Tc, い（y)dxdy) →

Lぬ(Tc，心（y)dxdy)，たとえば Schwartz急減少函数¢：股n→ Cに関する畳込み作
用素B』(z):= Ji即 ¢(a)f(z-a) da (f E Lぬ(Tc,~(y) dxdy)）について， B伽＝

岬（入）v（入）］ （VEび(C*，Iゅ(>.)-ld入））となる有界可測函数bE L00(C*, d入）が存在

する (B=Bq,のときは b（入） ＝ J戦れ€→（a| 入） ¢(a) daである）．

ここまで見てきた二つの分解 L~。!（屈覧） ＝こ喜。Poh(C門と Lぬ(Tc，心（y)dxdy) c:::: 
J戸C山（入）ー1心のように，群作用が引き起こす無重複表現の既約分解は，函数
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空間の解析において有用な道具である．たとえば，次のような議論で再生核がう

まく計算できる場合が多々ある．一般に，ヒルベルト空間 1-lが空間x上の函数
空間であり，各 XEX に対して線型汎函数心： Hぅf→ f(x) E CCが連続のと

き， Rieszの表現定理により心(f)= (JIKx加となる KxE 1-lが存在する．この

とき社の再生核 K1i:XxX→ Cは K叫x,y) := Ky(x) (x, y EX)によって定
義される．ユニタリ同型<[>: I: H入伽（入） →社が与えられた場合，心 0<[>は直積
分］：払dv（入）上の連続線型汎函数だから此＝ （kx，入）入EAEI: 1-l入伽（入）で

伽 (x)＝/（叫kx，入恥dv（入） （V = (v入）入EAE「い（入））

となるものが存在する．このとき Ky＝叩均だから

炉 (x,y)＝的(x)=!心|kx，入厄dv（入）
A 

となる．ここで社入は既約ユニタリ表現が実現される Hilbert空間だから kx，入 E11,入

は綺麗な形になることが多い．以上の議論を二つの例で確認しよう．空間 Pol入(C門

の内積を L恥(B開）の部分空間として定義する．このとき Pol入(C門の再生核は
k入(z,w)= K初，入(z)= ~（入＋ l)m{~) ｝入となり， 1-l=Lぬ（鰐）の再生核は

K叫z,w)＝区k入(z,w)= ~(1- ~)-m-l 
や O 印応 R2) (2.1) 

である．一方， H=Lぬ(Tc,心（y)dxdy)については'<I>の定義から K入，z= (21r）ーn/2e―i(m)・

したがって

炉 (z,w)= 1. k入，Wにい）ー1心＝ （27r）ーn1. ei(z—叩）い）→心 (z,w E Tc) 
(2.2) 

である．正則開凸錐 Cc罠nは，ある線型リー群 HcGL（町）が推移的に作用す

るとき，等質錐とよぶ．加えて 1/J: C→恥＞。が Hの作用について相対不変のと

き，積分 Iゅおよび (2.2)の右辺は明示的に求積できる ([7,13, 23])．一方で，数

理統計や最適化といった分野では正則開凸錐や等質錐上の積分について (2.2)に応

用できそうな結果の蓄梢がある ([12,18, 24])．それを踏まえて次を提示したい．

問題 1.＊＊等質でない正則開凸錐 Cと連続函数ゆ： C →良＞。の具体例について

(2.2)の右辺を計算せよ．

§3．強可視的作用．

リー群 Gの複素多様体 Dへの作用が強可視的であるとは，次をみたすtotally

realな部分多様体ScD，開部分多様体D'cDと反正則微分同相写像u:D’ → D'
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で次の三条件をみたすものが存在することをいう：

(SVl) D'= LJぉESQ.X, 
(SV2) uls = ids, 
(SV3)VxES u(G-x)=G-x. 

前節の例 1では G = U(m), D = D'= lB悶， S= { (t, 0,..., 0); 0 ::; t < R }, 
u(z)：＝乞，例2ではG=町， D= D'= Tc, S = { iy; y EC}, u(z)：＝ー芝とす

ることで条件が満たされるから，それぞれの群作用は強可視的である．

さて，階数有限の G同変正則ベクトル束 V→ D に対し，正則な大域切断全
体の空間 O(D,V)（コンパクト開位相により位相ベクトル空間とみなす）上には

Gの連続表現が自然に定義される．この表現の部分表現として Gのユニタリ表現

(1r,1-l)が実現されている（すなわち連続なG同変埋め込み 1-l→O(D,V)が存在
する）という場合を考える．このとき，小林俊行氏による次の定理が成り立つ．

定理（無重複性の伝播定理 [17,Theorem 4.3]）．次の三条件がみたされているとき，

Gのユニタリ表現 (1r,1-l)は無重複表現である：

（底空間の条件） GはD に強可視的に作用し，さらに u(g・ z) = CT(g)u(z) (z E 

D', gEG)となるような群準同型 O":G→Gが存在する．
（ファイバーの条件） 任意の xESについて，ファイバー Vxに自然に実現され

る固定部分群らの表現は無重複表現（その分解を Vの＝ ~~<i<n!x) v,,(i) l~i~n（叫v；と表す）．
（整合性） び： D＇→ D'の持ち上げとなる反正則微分同相 u:V→Vが存在し，
全ての xESとi= 1,..., n(x)について u(Vx(i))= Vx(見

とくに Vが自明束 DxCの場合，すなわち (1r,1-l)がD上の正則函数からなる

空間 O(D)の部分空間に実現される場合， u:Dx(Cう (z,C)→(u(z)，で） EDxC
とすればファイバーの条件と整合性条件は自動的に成立する．底空間の条件につ

いては例1では CT(A)＝ふ例2では CT(a)= -aとすれば満たされる．したがって

前節で確認した表現の無重複性は，上記の伝播定理によって保証されていたもの

といえる．

問題 2.*＊＊リー群の強可視的作用を許容する複素領域について，その上の複素解

析を展開せよ．

とくに Bergman核や Bergman計量のように正則自己同型群に関する対称性を

もつ対象は，強可視的作用の存在および函数空間の分解によって扱いやすくなっ

ていることが期待できる．

§4. Hartogs領域上の強可視的作用．

有界領域uccnは，任意の zEUに対して zを孤立固定点とする対合的正則
自己同型写像 Sz:U→Uが存在するとき有界対称領域という．古典領域 (Cartan
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頷域）とよばれる以下の 4系統の領域は，有界対称領域の例である：

幼(n,m) := { Z E Mat(n, m, C); IIZllopく 1}'

如 (n):= { Z E Alt(n, C); IIZllopく 1}'

如 (n):= { Z E Sym(n, C); IIZllop < 1}, 

如 (n)＝{ZE Cn,||z||Jv =（||z||2 + ✓||z||4 -|zf+ ・ ・ • + z仔く1}
これに加えて 16次元と 27次元の例外型とよばれる有界対称領域があり，全ての

有界対称領域はこれら 6種類の既約有界対称領域のいくつかの直積と正則同相で

ある ([1]）．以後，有界対称領域UC(CNは CN上の適切なノルム I・ luによって
U = { z E en; lzlu < 1}と定義されているものとする (Barish-Chandra実現）．

さらに 1・ luは共役操作について不変である（つまり lzlu= lzlu)と仮定する．た

とえば古典領域の定義に現れた 11・ llopや ll・IIIVは，そういった I・ luの例である．
有界対称領域UのBergman核を Kuと書くものとする．自然数m と正数 s>O

について， Hartogs領域

D(U, m, s) := { (z,〈） EUX (Cm; 11(112 < Ku(z, z)-s} 

を考える．これはUが古典領域の場合に Cartan-Hartogs頷域として W.Yin [28] 

によって導人された（より一般に Uが既約有界対称領域のときに Cartan-Hartogs 

領域とよぶことも多い．いずれにしても Ku(z,z)は既約多項式の負ベキになる）．

領域Uの正則自己同型写像全体の群Autho1(U)の普遍被覆群と U(m)との直積を

Gとすると，群 GはD(U,m,s)に次のように作用する：

g ・ (z, () := (h ・ z, (det J(h, z))8 Aく） （g = (h, A) E G, (z, () E D(U, m, s)) 

ここでJ(h,z)はhE Auth01(U)のzEUにおける Jacobi行列であり，（detJ(h, z))8 

はzの正則函数としての detJ(h, z)の累乗の適切な分枝である（連鎖律を成立さ

せるために Autho1(U)の普遍被覆群を考えている）．この Gの作用は強可視的であ

る．実際， a(z,〈） ：＝ （ゑ()および S:= { (0, te1); 0 ::; t < Ku(O, 0戸｝とすればよ
い (e1E 応は第 1 成分が 1 の標準基底）．一方， Bergman 空間 L~。1(D(U,m, s)) 

には自然に Gのユニタリ表現が定義され，その無重複表現としての既約分解は

① ：とR店。1(U,K(z,z)―s（入＋m)dxdy)@ Pol入（ご）うとf入@V入
入EZ2:o 入;=::o

c---+ f EL~。1(D(U,m, s)), 

J(z,()：＝どf入(z)v>.(() ((z, () E D(U, m, s)) 
入;=::o

で与えられる．ただし多項式空間 Pol入(C門の内積は例 1での R=lの場合の

ものとする（よって再生核は戸叫m+l)入(zlw)入）．一方，荷重つき Bergman空
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間 L~。1(U, K(z, z)-s（入＋m)dxdy)の再生核は知られているから ([23]），これらより

L恥(D(U,m,s))の再生核，すなわち D(U,m,s)のBergman核の無限級数表示が
得られる (cf.[5, 11])．以上の議論は， Cartan-Hartogs領域の種々の一般化につ
いても成り立つであろう．

問題 3.＊先行研究における Cartan-Hartogs領域の一般化が強可視的作用を許容

するかを調べ，もし許容するならば，その領域についての既存の結果を函数空間

の既約分解を用いて解釈せよ．

領域 D(U,m,s)はuc cnが有界領域であれば定義できる．とくに U が対
称とは限らない有界等質頷域のときにも Bergman核の明示公式が得られており

([8, 13]), L~。1(D(U,m,s)）に実現される G のユニタリ表現は無重複表現として既

約分解できる ([11])．しかし， Gの作用は強可視的とは限らない．

問題 4.＊有界等質領域 UでU:= {z; z EU}と正則同値でないものは存在する
か？存在するならば，そのような Uの具体例をあげよ．そのとき D(U,m,s)は強

可視的作用を許容するか？

この問題へのアプローチとして，低次元の有界等質領域の分類 [14]や有界等質

領域の複素構造の代数的議論 [4]，そして Auth01(D(U,m, s)）の決定 [25]が参考に

なるかもしれない．

§5．新タイプの領域．

有界領域 Uについて接ベクトル束 TUをUX Cnと同一視し，（z，〈） ETU三

u x cnの Bergman計量を ds;(＜，く）と書く．

U := { (z,() E TU; ds訳，()< 1} 

と定める．正則自己同型群 H:= Authol (U)はUに

h ・ (z, () := (h ・ z, J(h, z)() (h E H, (z, () EU) 

によって作用する．

問題 5.＊＊群 HのUへの作用が強可視的である必要十分条件は， Uが有界対称頷
域であることか？

十分性は難しくない．必要性へのアプローチとしては [3]が参考になると思わ

れる．

問題 6.＊有界対称領域 Uについて， Bergman 空間 L~。1(U) を H の表現空間と
しての既約分解を記述せよ．
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分解に現れる既約ユニタリ表現は正則離散系列表現と呼ばれるクラスで，その

分類はよく知られている．むしろ，既知の表現に U上の函数空間という分かりや
すい実現を与えることに意義がある．その自然な定義から， Uは他にも様々な良
い性質をもつと思われる．

問題 7.＊＊有界対称領域Uに対し， Cartan-Hartogs領域 D(U,m,s)上の解析の類

似をUにおいて展開せよ．
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