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1 導入と主結果

可算集合Vとその部分集合族EがEc {p E 2V I #p = 2}を満たすとき (V,E)をグラフという． V,E

の元をグラフの頂点，辺という．項点 a,bが{a,b}EEを満たすとき a,bは隣接するといい， a~ bと書

＜．頂点 a1,a2,・・・,anがj= 1, 2, ・ ・ ・, n -1に対して aj,ai+lが隣接するとき a1,anは結ばれるといい，

{ a1, a2, ・ ・ ・, an}をa1,anの道という．任意の頂点が結ばれるときグラフは連結であるという．頂点aの次数

をdeg(a)= #{b E V I a~ b}とする． G= (V,E)をグラフとし任意の頂点の次数が有限のとき Gを局所有

限であるという．グラフ G= (V,E)が連結かつ任意の頂点a,bの道が一意的に定まるとき Gはtreeという．

Tree Gの頂点0を一つ指定したとき Gをrootedtree, oをrootという． Rootedtree G = (V, E)に対して

V上の距離d(・,・)を次のように定義する：頂点a,bに対して

d(a,b) = {~p(a,b)-1, : ; :: #p(a,b)-1, aヂb.

Vの部分集合Sn,n= 0, 1，・・・を Sn={a EV I d(o,a) = n}とする． Gをrootedtreeとし品の任意の頂

点の次数が等しいとき Gをsphericallyhomogeneous treeという． Gをsphericallyhomogeneous treeとし

品の頂点の次数を心とする．このとき Gは次の数列 (gn)ご＝。で一意的に定まる：

伽＝｛：：’-1，: ; ：' 
定義 1.1.Ln = 2nn, n = 1, 2, ・ ・ ・, r E (0, 1) とする．次の数列 (gn)~=0 で定まる spherically homogeneous 

tree Gをf-sparsetreeという：

釦＝ ｛［nlirl, n E{Lm m E N}， 
1, n 1 {Lm Im EN}. 

G = (V,E)を局所有限なグラフとし V上の二乗可積分閲数空間を l2(V）とするこのとき l2(V)は次の内

秩(•,•)でヒルベルト空間となる：

(J,g) =区f(u)g(u).
uEV 

z2(v)の部分空間Pを'D= {f: V→CI suppfく oo}とする． L,A,D:l2(V)→l2(V)を次のように定義
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する： fEDに対して

Lf(u)＝LU(v) -f(u)), 
v~u 

Af(u)＝Lf(v), 

叫）=~ f(u) = deg(u)f(u). 
v~u 

L,A,Dをグラフラプラシアン，隣接行列，次数行列という． Lは本質的自己共役である．

(X,dx)を距離空間， B(X)を (X,dx)のボレル集合族とする． AをX の部分集合とし dx(A)= 

sup{dx(x,y) I x,y EA} とする． X の部分集合族 {A; ｝~1 が Ac 噂~1A; かつ sup~叫x(A;) ~ 8を

満たすとき {A; ｝~1 は A の 8-cover という．

定義 1.2.a E [O,oo)とする． h'g間：ぴ→ [O,oo]を次のように定義する：

c 

麻(A)=inf{〗心(A;)" I {A; }~1 is a 8-cover of A}, 

炉 (A)=)im_h6(A).
6→O 

haをXのa次元Hausdrff測度という．実際にいを B(X)に制限したものは測度となる． Xの部分集合A

のHausodrff次元 dimAを次のように定義する：

dim A=  sup{a I h"(A) =JO}. 

測度μ:B(X)→ [O,oo]の下側Hausdorff次元 dim,μ,上側Hausodrfff次元dim*μ を次のように定義する：

dim.μ= inf {dimA I A E B(X) such that μ(A) =JO}, 

dim*μ= inf { dimA I A E B(X) such that μ(JR¥ A)= O}. 

dim,μ= dim*μ = aを満たすときμはHausdorff次元を持つといい， aをμの Hausdorff次元という．

補題 1.3(J.Bruer [2]). G = (V, E)をr-sparse tree, H : 12 (V)→ l2(V）を H=―[とする． EをHに付
随するスペクトル測度， Eを(0,4)に制限したものをtとするこのとき次が成り立つ：

(1) CYac(H) = 0, CYpp(H) n (0,4) = 0, CYsc(H) n (0,4) = (0,4), 

(2) r ~ dim＊E~dim*方こ呂f·

定理 1.4.補題 1.3と同じように仮定する．このとき r~ dim.E ~ dim*E ~ rが成り立つ． EはHausdorff
次元を持ち月の次元はrである．

2 グラフラプラシアンの直和分解

G = (V,E)を数列 (gn)孟。で定まる sphericallyhomogeneous treeとする．冠： l2(Sn)→ l2(Sn+i),

n = 0,1,…，を次のように定義する：

Knf(u)＝ L f(v), U E Sn+l・ 
vESn:v~u 

このとき 'Tr~ : l2(Sn+l)→ l2(Sn)は次のようになる：

心(u) ＝~ g(v), u E Sn. 
VESn+1:V~U 
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補題 2.1.f,gEl2(Sn)に対して (7rnf,7l"n9)= 9n(f,g). 

V = LJ~=O品なので l2(V) ＝①~=ol2(Sn)が成り立つ． II:l2(V)→z2(v)をII=EB~=o"n とする．

補題 2.2.f EDに対して Af=(IT+ II*)f. 

数列{%}孟。を％ ＝ ＃Sn = dim(l2(Sn)), {e炉｝腐：1をl2(Sn)の完全正規直交系とする． このと

き以下の方法で l2(Sn+1)の完全正規直交系 {e[n+1)}に？が得られる： ekn+l)E l2(Sn+l)をein+l)= 

ll'll"nekn)「国ekn),k = l, 2,…，anとする．補題 2.1より{ein+l)}饂1はl2(Sn+1)の正規直交系である．も
し％ ＝ ％＋1ならば{ein+l)}r~l は l2(Sn+i) の完全正規直交系である．もし％く知＋1 ならばグラ
ム・シュミットの直交化法より l2(Sn+l) の正規直交系 e~正l) E l2(Sn+1), k = °'n + l,…,a田」が得られ，
{ekn+l)}~~l U {ekn+l)｝にいn+1はl2(Sn+1)の完全正規直交系になる．

庫 o)の完全正規直交系が与えられたとき，上の方法で l2(Sn)の完全正規直交系 {e炉｝：こ1,n=0,1,…が

帰納的に得られるこのとき u~=o{e炉｝：こ1 は l2(V) の完全正規直交系である．
supn=0,1,…%＝ ooと仮定し a_1= 0とする数列｛知｝孟＝0は非減少なので，与えられた kENに対して

N(k)ENU{O}が存在し °'N(k)-1< k'.S °'N(k)が成り立つ．このとき

日{ein)I k = 1,2,..,,an}＝り{ekn)In= N(k),N(k) + l,…}． 
n=O k=l 

補題 2.3.l2(V）の閉部分空間Mk,k= 1,2,…，を

島＝〈｛einlIn= N(k),N(k) + l,…}〉

とする．このとき MkはA,D,Hで不変である．

補題2.3より H,A,DをMkに制限したものを H(k),A(k),D(k):Mk→Mk,k = 1,2,…とする．このとき
加）は自己共役かつ H= 〶';=iH(k) が成り立つ．

G=(V,E)をr-sparse treeとする． k2 2のとき次が成り立つ： n,m2 N(k)に対して

(et),H(k)e炉） ＝ （e炉，D(k)e炉） ＝伽＋1,

(ekn),H叫 kn+l))= -(e炉，A(k)ekn+l))=—ぷ

(e炉，H(k)心）＝0,if In -ml 2 2. 

更に次が成り立つ： n,m2 N(l) = 0に対して

叫，H叫罰＝（ein),D叫罰＝｛90 
伽＋ 1 

叫，H(l)ein+l))= -(e陀，A（l)ein+1))＝一亭

(ein),H叫 im))= 0, if In -ml ::>: 2. 
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定義 2.4.k ENとして数列dk= (dk(n) )~1,ak = (ak(n)）芹=1を次で定義する：

叫n)= (ein+N(k)-1)'D(k)ein+N(k)-1)), 

叫n)= (ein+N(k)l, A (k) ein+N(k)-1)). 
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以降ではH(k):l2(N)→l2(N), k = 1, 2,…，を次のJacobi行列と同一視する：

dk(l) -ak(l) 

-ak(l) dk(2) -ak(2) 

砂＝ 1 -ak(2) dk(3) -ak(3) 

—知(3)

同様に A(kl,v(k) : l2(N)→l2(N)を次の Jacobi行列と同一視する：

0 四 (1)

ak(l) 0 知 (2)

A(k) = 保 (2) 0 ak(3) 

保 (3)

3 lntermittency関数と Hausdorff次元

3.1 Holder連続性と Fourier変換

d以1)

,D(k) = 

dk(2) 

dk(3) 

定義 3.1.v: B（戦）→ ［O,oo]を測度，/E L1(1R,dv), a E (0, 1) とする． fu（~)を次のように定義する：く E R 
に対して

fv(~) = 1 f(x)e―印(dx).
R 

定数C> 0が存在し，区間ICJRに対して £(I)<1ならばv(I)< C£(I)"'を満たすとき uはa-Holder連

続であるというここで£(•)は一次元 Lebeasgue 測度である．

補題 3.2(Strichartz, Robert S[5]）．有限測度uがa-Holder連続とするこのとき C1= C1(a,v) > 0が存

在し，任意のfEび（恥，dv)に対して

c 

雰Ta-lle―予(t)l2dt:<:'. C1llfll2-

3.2 lntermittency関数と上側 Hausdorff次元

定義 3.3.心El2(N), E(k)をH(k)に付随するスペクトル測度とする．有限測度μSk): B（股） → ［O,oo]を次の
ように定義する： AEB（恥）に対して

心（A)=（心，E(k)(A)ゆ）．
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t E飛，nENに対して匹(t)= e→tH(k)ゆ，咋(t,n)=（似， 7Pk(t)) とする． a~)(n,T), 〈 |XIP〉しk)(T) ， /3~k)(p）

を次のように定義する： nEN, T > O,p > 0に対して

心(n,T)＝｝JOOe―瓜(t,n)l2dt, 
゜00 〈|XIP心（T)=区炉aしk)（n,T)，
n=l 

， (K) l log〈|Xりしk)（T)
ゅ (p)＝ -liminf 
p T→oo logT. 

炉を intermiゅ intermittency関数という．

補題3.2より次の補題が導かれる．

補題 3.4(Barbaroux, J. M., J. M. Combes, R. Montcho[l]). a = dim*(µしk) ）,€ ＞ 0とするこのとき

ら＝ C2(E，ゅ） ＞〇が存在し，任意のT>Oに対して

〈|XIP心(T)こらTP(a-C)・

特に任意のp>Oに対して

dim*(μしk))< (3しk)(P)．

4 lntermittency関数の評価

この節はTcheremchantsev,Serguei[6]を参考にしている．

定義 4.1.f :艮→ Cを可惧I1関数，0< l < 4, Bz = [l, 4 -l] c民とする． fが第一種関数であるとは

L > O,xo E凡が存在し fE Co'(BL)かつ f(xo)=/ 0を満たすことである． fが第二種関数であると

はfは有界かつ E。E(0,4),L > 0が存在し [E。-L,E。+L]C BL, f E C00([E。-L,E。+L]）かつ
XE [E。— v,E。 +u] に対して lf(x)I 2: c > 0を満たすことである．

ゆEl2(N)とし誓： C十→ c+を次のように定義する：

叫k)(z)＝ J心(d入） ＝ （心，（H(k)_z)―1心）．
R 入— z

BE l3（良），E>Oに対して

I•k) (€, B) ＝ €JdE|Immし~\E+ ic)l2 
B 

と定義する．

補題 4.2.fを有界な第一種関数，心＝ f(H(k))ふ，p>Oとする．このとき Nを十分大きくすれば定数C3> 0 

LN LN+1 
と数列 (qn)~=l C恥が存在して lilll_qn = oかつ―-＜ Tく に対して

n→oo 4 4 

〈XIP心(T)::>:切I炉(T―1,BL)-P
+ C3 (L1;;+l+qN + TP+l L~デ＋qN) J炉(T―1,B砂

補題 4.3.fを有界な第一種関数，心＝ f(H(k))釘とする．このときp>Oに対して

(k) 和 (p)::>: 
p+l 

P+t 
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証明．補題4.2より x=l炉(T-1,Bv)とすると

〈|XIP心(T)2'.C戸＋c8(L岱+1-qN+Tp+1L]刊 N)X, 

LN LN+1 
g(x) = X―P+Kx,x>O とすると ~~~g(x) = c(p)K汁，c(p)= p―# +p土となる．一— <;T<; と

4 4 
すると c~ = CHp) > oが存在して

〈|XIP炉(T):::.c(p)ら (Lん＋1-qN+TP+1LNデ—qN) 士

ミ C~L-;"恥qN (L炉＋Tp+1汀）.tr.

LN P＋令
丁~T~Lぶ ， A= とすると

p+l 

〈|XIP炉(T):::.C糾丁四NL岱:::.c糾L-;如 N戸．

LN+l 
Lt~ T ~ とすると

4 

〈|X|p心(T):::> C糾L戸巧叫:化ミはL-;恥 N戸．

(1), (2) より T>O を十分大きくすると任意の€＞ 0 に対して

〈|XIP心(T):::> C~T長一€

が成り立ち，次が得られる：

炉(llog〈|X|p〉(K)（T p+ 1 € 
ゅ P)＝ -liminf 

ゅ）
pT→= logT 

ミ l―-．
P+f, p 

(1) 

(2) 

ロ

補題 4.4.fを第一種関数，炒＝f(H(k)）ふ，p>Oとする．このとき C4= C4(p) > 0が存在し， Nを十分大き

くすると LN~ T ~ Ltに対して

〈|XIP心(T)~ C4L岱＋C江p+1L訊

補題 4.5.fを第一種閑数，心＝ f(H(k))ふとするこのときp>Oに対して

(k) 和 (p)~ 
p+l 

p + f 

l P+ i 
証明． LN'.ST=Li'.S LX,, A=  とする．補題4.4より

p+l 

〈|XIP心(L心） ::;C4Lj,

が成り立ち，次が得られる：

心(p）こllim log〈|X|p心(L岱） :SA―1=亡斗．
pN→~ logL丸 p+r 

ロ
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5 定理 1.4の証明

補題 5.1.A EB（罠）とするこのとき E(A)= 0が成り立っための必要十分条件は任意の kENに対して

心 (A)=Oが成り立つことである．

証明． E(A)=0と仮定すると E(k)(A)= 0であり

閾(A)=（ふ，E(k)(A)ふ） ＝0. 

次に任意の kENに対して μt¥A)= 0と仮定する．任意の kENに対して E(k)(A)= 0であることを示

せば十分である． pを多項式とすると

µ;~か叫'(A) = (p(H(k)）ふ，E(k)(A)p(H(k)）ふ） ＝ JA |p（入）12μ炉(d入） ＝0. 

これは E(k)(A)p(H(k)）ふ＝ 0を示している． ふは H(k): 12(N)→l2(N)の cyclicvectorなので，
{p(H(k))ふEl町N)I pは多項式｝は l2(N)で稲密である．よって E(k)(A)= 0である． ロ

補題 5.2.A E B(JR.),A c (0,4)とする． このとき E(A)= oが成り立っための必要十分条件は任意の
k EN,第一種関数 fに対して，ゆ＝ f(H(k)）ふとしたときμしk)（A)＝ 0が成り立つことである．更に

dim.E = dim.µし~l,dim* E =dim*µ~) が成り立つ．

証明． E(A)=0と仮定すると補題5.1より E(k)(A)= 0なので

心(A)=（ゅ，E(k)(A)心） ＝0. 

任意の kENと第一種関数fに対してゆ＝ f(H(k))ふとしたときμしk)（A)＝0と仮定する．任意の kEN

に対して E(k)(A)= 0であることを示せば十分である． fnE Co（土，4-¾)は Ifni s 1 かつ区間（合， 4 —告）

上でfn= 1が成り立つとする．叫＝ fn(H(k))ふとすると fnは第一種関数であり，仮定より

心 (A)= Un(H(k)）ふ，砂(A)fn(H(k))ふ） ＝ J い）1閲 (d入） ＝0. 
A 

Lebeasgueの優収束定理より

O=J圏心(A)=J愧 JA|f心）冑(d入） ＝心(A).

補題5.1より E(k)(A)= 0.後半の主張は測度の上側（下側）Hausdorff次元の定義より明らかである 口

定理 1.4の証明．補題 5.2より任意の kEN, 第一種関数 f に対してい＝ J(Hりふとして dim.µ~)=
dim*μしk)＝rが成り立つことを示せば十分である．補題1.3より

r :S dim叫~) :S dim*μしk).

補題3.4,4.5より任意の有界な第一種関数f,p> 0に対して

dim*（心） S心 (p)= 
p+l 

p+f 

ロ
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