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記憶する塑性体の巨視的理論

鳥取大学工学部大信田丈志ホ

1 はじめに

ある種のペーストの乾燥破壊における力学的な記憶効果[1，2]が中原氏らによって発見され、注
目を集めている。炭酸カルシウムと水を混ぜてペーストを作り、浅い容器に入れて放置乾燥させる

と、ペーストが収縮し、表面に亀裂(ひび割れ)のパターンが生じる。基本的には亀裂のパターン

は等方的なのだが、中原氏らは、乾燥が始まる前にペーストを揺すると、亀裂パターンに顕著な

異方性が生じるということを発見した。ペーストを揺すってから亀裂が生じるまでの時間は、振

動そのものの周期や継続時間に比べると桁違いに大きい。さらに、この記憶効果は、蒸発を途中

で止めた状態でペーストを 1ヶ月にわたって放置しでも失われなかったという。

中原氏らは、粉と水の比率や振動の強さを系統的に変えて実験をおこない、記憶効果には塑性

が本質的であることを明らかにした。また、割れ方に異方性が生じるその生じ方については、粉

の種類や条件によって 2つのタイフがあることも分かった。ひとつのタイフは振動方向に垂直に

割れるというものであり、もうひとつのタイプは、振動によって生じた流れの方向に平行に割れ

るというものである。両者を区別する名前が必要なので、ここでは前者を「第 1種Nakahara効

果J、後者を「第2種Nakahara効果Jと呼ぶことにする(中原氏らは「揺れの記憶Jr流れの記憶」
という名称を用いている)。

さて、これらの記憶効果のメカニズムはどういうものだろうか。ミクロなレベルで何が起きてい

るのかを直接示すデータはまだ得られていない。第2種Nahakara効果は肩平な粒子からなるペー

ストで生じるので、これについては粒子の配向が関与している可能性がある。第1種Nakahara効

果も何らかの微視的な構造変化によるものかもしれないが、今のところ、確実な実験的証拠はな

いように思われる。

もしかすると、マクロなモデルで第1種Nakahara効果を説明で、きる可能性はないだろうか?力

学的記憶を担うマクロな量の候補として、弾塑性体の内部歪みあるいは内部応力が考えられる。内

部応力とは、外からの支えがなくても系の内部に存在できる応力のことである。なぜ応力に着目

するかというと、第1に塑性は降伏応力によって特徴づ、けられるため、降伏応力以下の応力であれ

ばいつまでも系の内部に残留できることになるからであり、第2に応力は運動量という保存量の

流れであるためにマクロな記述に適した変数であるということによる。さらに、系の内部に応力

が残留するならば見かけの割れやすさが変化することになり、 Nakahara効果の説明になり得る。

古典的な弾性力学[3]の立場から、等方的な弾性体の応力および内部歪みについて簡単に見てお

こう。 Hookeの法則が成立するものとすれば、応力σ(=-P)は歪みeによって

σij = Cijk向ニ KekkOij十2G(句-jMj 、、，，，，
噌

3
よ〆，，、、

のように書ける。ここでKは体積弾性率、 Gは努断弾性率である。通常は、応力ゼロの初期状態

の存在を仮定するので、 3単性体の個々の点(要素)に対して初期状態からの変位が定義され、歪みは
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「塑性という名の動的機構」

変位の勾配で書ける。簡単化のために微小変形の場合を考え、位置(x，y，z)での変位を (X，Y， Z) 
とすると、歪みテンソル eは

向j=~(去十号) (2) 

のように書ける。ここで式(2)が勾配で書けるのは歪みゼロの初期状態の成立を前提としているこ

とを強調しておしこのことについては逆もほぼ正しく(微小変形に限定すれば完全に正しい)、歪

みが変位の勾配で書けるならば、外力を取り除いたあとの応力状態は基本的に応力ゼロに戻るに

ところで残留応力というのは外力なしで残る応力のことを言うのだから、それは式(2)のような勾

配の形では書けない査みを意味する。これを扱う素直な方法は、歪みが

1 (βX.θX-i¥.  
eij = ~ ¥可+ã~: ) =白j+εら (3)

のようにeおよび、♂という 2つの部分に分けられると考え、このうちeだけがHookeの法則を通

じて応力と結びつくとすることである。弾性体にとっては♂は弾性変形以外の何か別の原因(塑

性変形とか介在物の存在とか)によって持ち込まれた歪みであり、文献[4]によると、これを eigen

歪み(eigenstrain)という。固体の弾塑性の分野では式 (3)またはこれに相当するものを弾塑性分

解と称し、 eが弾性ひずみ、♂が塑性ひずみである o

さてNakahara効果を説明するために必要なのは、ペーストを揺するととによって内部応力が作

り出される過程を記述し説明することである。式 (3)に即して言えば、 eigen歪み♂の生成とい

う動的過程に焦点を合わせる必要がある。これをペーストに対しておこなう方法は自明ではない。

ペーストではなく金属の塑性であるなら、動的過程へのアプローチは、微視的な素過程である転

位のダイナミクス [4]を通じて考えるべきであるが、ペーストの場合は素過程がはっきりしない。

むりやり微視的な転位を定義するのが得策とは思えないし、定義したところで「転位jの動的挙

動が分かるわけではない。他方、マクロなレオロジーの立場から言えば、構成関係式はペースト

の動的な挙動の情報を含んでいる。したがって、微視的機構に踏み込まなくても、構成関係式に

含まれる情報だけで reigen歪みjの動的挙動を限定できるのではないだろうか。そこで、本稿で
は、ある構成関係式に厳密に従う、理想化された弾塑性体を考え、巨視的記述の枠内で reigen歪
みjの生成過程および維持機構を定式化する。そのための予備知識として、まず、転位論とその

巨視的理論について簡単に紹介する。次に、非一様な外力を受ける弾塑性体について、巨視的記

述の範囲内で転位論と同じ内容を再構築できるような筋書きを明らかにする o 最後にこの筋書き

を利用して、有限変形の弾性論を含むようなペーストのモデルを構築し、一様な外力による勢断

流から張力が発生する可能性を示す。

2 転位論

金属の塑性の微視的な素過程は転位の移動である。転位というのは結晶における線欠陥の一種

であって、その概念図を図 1に示す。図の上から中心部分に向かつて縦方向の点線で示している

部分があり、これが途中で途切れている。この点線が終わる部分にトポロジカルな線欠陥が存在

することになる。

転位の全くない結晶を塑性変形させるのは、多くの結合をいちどにつなぎかえることになって

大変である。しかし、図 1のような格子欠陥が存在すれば、この格子欠陥を横方向に移動させる

1大変形の場合はポテンシャルの極小に落ち込んで戻ってこないこともあるが、極小から脱出させればもとに戻る。
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図 1:転位の概念図。上半分の点線で示された部分が存在するために格子に不整合が生じており、

その不整合は紙面に垂直な線状の格子欠陥になると考えられる。細い実線はBurgersベクトルを

計算するための閉曲線の例。

過程により、同時に壊される結合の数を最低限に抑えながら変形を進行させることが可能となる o

これが金属の塑性変形の素過程である。

転位は、周囲の応力場の源泉項となるという意味で、電磁気学における電荷や流体力学におけ

る禍糸に似ている。さらに、電荷が大きさや符号で特徴づけられ、渦糸が循環で特徴づけられるよ

うに、転位はBurgersベクトルというもので特徴づけられる。 Burgersベクトルを定義するには、

結晶のなかに適当な閉曲線Cをとり、それに対応する曲線C'を完全結晶中に描く。閉曲線をとお
る転位があるなら、完全結晶中に写像された曲線は閉曲線とならず、始点と終点にずれを生じる o

このずれをBurgersベクトルとする。

上記の定義から明らかなように、 Burgersベクトルは結晶格子によって離散化された値をもつ

が、電磁気の場合と同じように転位の連続分布の理論を作ることができる [4，3]。考えている結晶
中のループCを構成する 1ステップpをたとえばABとし、これを完全結晶中での対応するステッ

ーー→ ーーーー→
プA'B'と比較したとき、 ABニ A'Bi+8XPのように 8XPだけの差があったとしよう。 Burgers

ベクトルbは、この差を線積分したものにほかならない:

b=-L8XP (4) 
C 

さらに、ループを複数のBurgersベクトルがつらぬいている場合、式(4)はそれらのBurgersベク

トルの合計を与える。この合計を Bとしよう。さらに、文献[4]の312に従って連続的な場グを
導入し、 8xj=βbdzjと書けるものとする (β*を塑性変形勾配という)。これを用いると、ルー
プを貫く転位のBurgersベクトルの合計は

r ~.. ， r θ3ナ
Bi = -o s:-idr = -I E似でよ乙nkdS
J J Oxz 

のように書ける。右辺の被積分関数は転位密度テンソルと呼ばれている。

次に、弾塑性分解 (3)に対応する形で

θX. 
aXj かぬ

(5) 

(6) 

のように書いてみる [4]。ここでβeの対称部分がeを与え、 β*の対称部分がeigen歪み♂を与え

る。 Burgersベクトルは、グを用いて

B
i
= rδsfj __ .J J Ejkl五円一 (7) 
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「塑性という名の動的機構J

のように書ける。つまり、転位密度はPのrotで与えられることが分かる。
さてグはその対称部分が式(1)を満たすという意味で変形勾配の弾性部分を示すと見ることが

できるが、応力テンソルそのものに比例するわけではなく、反対称部分だけの不定性を含んでい

る。この不定性を除くためには、伊の両方の脚に対して rotをとればよい。こうして得られる対

称テンソルが、 Eshelbyの不整合テンソル [5]である。すなわち、 Eshelbyの不整合テンソルは弾

性歪みeの2階微分で与えられ、これがゼロと異なるならば内部応力が存在する。さらに、電磁気

学における Coulombの法則やBiot-Savartの法則と同じように、 Eshelbyの不整合テンソルを源

泉項として内部応力を与える式が導かれている。微分幾何学の観点からは、 Eshelbyの不整合テン

ソルは、 eigenひずみに相当する計量(自然計量)に対する Riemann曲率を与える。

以上のように、結晶の塑性を具体的な対象として、ミクロなBurgersベクトルの定義からマク

ロな転位理論を構築できる。ただし、この過程で動的な記述が置き去りにされている。確かに転

位の運動はミクロ側で記述すべきことであるし、実際にそれが可能であれば、応力と転位を関係

づけるのはスナッフショット的な記述で十分であろう。しかし、既に説明したとおり、本稿で目指

すのはマクロ側の情報だけに基づく動的記述である。以下では、 Bingham的な塑性モデルを用い

て、転位の連続理論の動的なパージョンに相当するものを構築する。

3 弾塑性体における応力渦度の発生

動的記述のための出発点として、最も簡単な塑性的構成関係式のひとつである Bingham塑性を

採用する。 Bingham塑性体の定常流では

J 0 (1σ1<σy) 
ηbi = ~ 
品 iσ-(sgnσ)σy (1σ1>σy) 

が成立し、実効的な粘性係数σ/すは無限大から ηpまで変化する。
残留応力を扱うためには系の弾性的な側面を考慮する必要がある。また、系の非定常な挙動を扱

うためにも弾性は考慮しなくてはならない。弾性を含めることにより、系は粘弾性的な緩和時間ァ

をもつことになり、塑性は緩和時間が有限と無限の問で切り替わる現象として再定式化される。努

断弾性率(剛性率)Gを用いて、勇断応力の大きさを無次元歪みエネルギーεrv(σjG?であらわ

し、緩和時間はけこよって無限から有限ヘ切り替わるとすれば塑性が表現できる。特に、 Bingham

塑性(8)と一致させるには、 70=ηIpjG，εy = (σyjG)2として、

(8) 

〈 ηょ1m拡(0，G一号)=751m→，1ーだ) (9) 

とすればよい。

次に空間的な設定を特定しよう。あまり一般的だと解析が大変なので、変位は Z方向に限定し、

X ニ X(t，y，z)，Y = Z = 0 (10) 

とする。速度は v= U ex， U = atXで与えられる。線形歪み理論の範囲内に限定し、歪みテンソ
ルを求めると、実質的に gradXと同等な2成分のみが出てくる。偏応力テンソルについても 2成

分のみを考えればよく、これを σニ (σ約九)という 2次元ベクトルであらわすことにすると、運

動方程式(運動量の式)は
dU θσ削 θσq
p一一=¥7.σ=ー:y +一一二
dtθyθz  

(11) 

Fhυ 
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のように書ける。構成関係式は Maxwell型で

竺+ァー1σ=CgradU 
θt 

(12) 

とし、塑性は緩和時間 Tを通じて

10 (1σ1<σy) 
7-
1 =ν(1σ1) = <官/ん¥

1701 ( 1一笥) (1σ1>σy) 

のように表現する。ある領域で |σ1<σyならば、その領域ではァ=∞となることに注意してお

こう。以下ではこれを「凍結」という用語で呼ぶことにする。

式(11)および、式(12)でァ-1= 0としたものは、変数を適当に読み替えると、ちょうど 2次元

の圧縮性流体の方程式を線形化したものに対応する。圧縮性流体での音波(縦波)に対応して、こ

こでのモデルでは弾性波(横波)が存在する。流体における渦度方程式に対応するものを求めるた

め、応力渦度を

(13) 

2
b
 

n
O
一，

E

門的一勾一
一σ
 

×
 
マ一一ω
 

(14) 

によって定義し、 ωの時間変化を求める。結果は

妥令=一マh刊×刈(7什)=一d川 い

となり弘、降伏応力以下の領域ではωは凍結される。応力渦度ωは応力σの源泉項となるので、こ

のとき応力も残留することが分かる。また、もし |σ1>σyなら、 ωは時間変化し得ることにな

るが、式(15)により ωは保存量なので、 ωの時間変化は、境界からの流入や流出、および領域内
での対生成や対消滅によることが分かる。非一様な外力を与えて具体的に数値計算を実行すると、

確かに有限な応力渦度が系の内部に残留することが示される [6]0
式(14)で与えられる応力渦度ωは、転位論でいう螺旋転位の密度に相当する。しかし式(15)の
導出では、この微視的な描像を表立って使用していないことに注意しておこう。つまり巨視的な

記述だけで理論が閉じている。

構成関係式(12)については、転位の連続理論を参考にして、 eigenひずみに相当するものがあ

らわになるような形に書き直しておくのが便利である:

σ= C(gradX-β) 

δtβ=ァーl(gradXー β)= 7-1C-1σ 
(16) 

(17) 

こう書くと βが凍結量であることがはっきりする。この式の内容を Maxwellモデルの言葉で言い

直すと、ダッシュポット部分をパネの自然長がに押し込めて (q=“natural")、張力Tと全長(両

端間の距離)xの関係を

(1+昔)x~ = x 
(18) 

(19) 

のようにあらわすことに相当する。
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一様な外力を受ける非線形弾塑性体:張力の発生

前の章の枠組みを利用して、第1種Nakahara効果を説明するような、ペーストの巨視的理論を

構築しよう [7]。ここで、流体力学的記述の方法として、いわゆる Lagrange描像を採用する。その

理由は、第1にLagrange記述が凍結量の存在を表現するのに適していること、第2に直流成分ま

たは低振動数の成分をもっ勇断流では、たとえ変形速度が小さくても変形は微小とは限らず、し

たがって幾何学的非線形性を考慮する必要があることによる。記法を固定するため、前の章での

運動学的設定を Lagrange変数とで書き直したものを示すと

4 

(20) と=(乙η，()ト→ r= (x，y，z) = (と十X(t，η?ぐ)，η，()

(21) 

のようになる。隣接する 2点間の相対位置ベクトルは
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で与えられ、当然{8ir}は線形独立であるので、ベクトルをあらわす際の基底として用いることが

できる。特に、速度を v= 8tr = vZ8irのようにあらわす(仇はLagrange微分を示すものとする)。
微小要素聞の Euclid距離をむとすると、 Euclid計量テンソルは

(22) 

と書ける。微小変形近似のもとでは gij= ðij 十 2~j であり、前の章では実際にそのように仮定し

たのだが、この章では変形を微小と仮定しない。

ここで、いわゆる「自然計量テンソルjを導入し、微小部分がその時点でもつ「自然な形Jを

示すことにする:

仇j= (8ir) . (δjr) ds2 = Idrl2 = gijdC-idC"I， 

(付dωS訓~)戸2 ニ g~μd

直感的にはバネの自然長のようなものだだ、と考えればよい。さらに、密度を一定と仮定し、 detg= 

det g~ = 1とする。

系の幾何学的設定として、厚さが一様なペーストの層を考え、このペーストは既知の体積力を

受けているものとする。運動方程式は

(23) 

(24) 

となり、ここでマは共変微分、 Pりは応力テンソル p= pZJ(8ir) 0 (今r)の成分を示す。境界条

件として、底面で粘着条件、表面で自由表面条件(スリップ条件)を課す。

ここでPに対する構成関係式が必要である。ペーストは等方的であるものとして、なるべくス

カラーのみで記述される構成関係式を考えよう。緩和時間は単一のスカラーであって、 Bingham

的な塑性の式(9)に従うものとしよう。さらに緩和時間無限大で有限変形の弾性論に帰着し緩和時

間ゼロでNavier-Stokes方程式に帰着するような構成関係式をさがす。これらの要請をすべて満た

す式として、 Maxwellモデルを自然長の緩和として書き直した式をヒントに、次の構成関係式を

採用する:

p8t (vi8ir) = (-"¥1 jpij十戸)8ir 

(25) 

(26) 

θイ= -vdg~J +ν'rgZJ，均 =ν(ε)

pij = f5ij + G (gij -g~j) 
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特集

ここで gQは gQの逆行列を示し、 ν(ε)は式(9)の右辺で与えられるものとする。上のほうの式は、

ペーストの粒子間結合の崩壊と再構築をあらわすものと解釈できる。下の式はエネルギー論的な

考察から得られる。

さらに、 (x，z)平面での流れについて、式を具体的に書き下す。計量テンソル gは X = X(t，。
の空間微分を用いて与えられ、自然計量テンソルは detgQ = 1という条件から

可
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(27) 

のようにパラメータ表示できる。これらの式を用いて、応力テンソルに対する通常の (x，z)座標
系での表示を具体的に計算する:

P = iJn -G leα(1+〆)-1 a 
a e一α-11

L J Cartesian 

(28) 

ここで δは無次元化された勇断応力で、丘二円z/Gニ e-αX'ー βによって与えられる。こうして

支配方程式系を整理すると、最終的に、 3つの変数(α?丘，U)に対する方程式系が得られる:

い ν(ε)(1-ζ) (29) 

δit = e一αθIC;U-v(ε)δ(30)  

au=;り +Gx σ

ここでε=e♂α庁〆2+ 2 (cosh α一1リ)である。境界条件としては、速度場に底面で粘着条件を課し、ま
た表面で努断応力をゼロとする:

Ulc;=uニ 0， δIC;=H = O. (32) 

方程式(29)，(30)， (31)の数値解を見る前に、式(29)から重要な情報が得られる。まず定常な降
伏流動について解析的に考察しよう。定常流だから θtα=0であり、また ν(ε)ヂ0でなければな

らない。このとき

eα 二1+jε>1 つまり α> 0 (33) 

となり、 αは正の値をとる。次に、凍結状態では ν(ε)=0となり、したがってαは(凍結状態をこ

わすほど大きな値でない限り)任意の値にとどまることができる。さらに、式(28)より、 α>0か

っ。=0であるなら、流れ方向に張力となるような法線応力差が生じることが言える。以上のこ
とから、塑性流動によってαが正になり、それがそのまま凍結することによって流れ方向に張力が

生じて、それにより乾燥後の亀裂に異方性が生じるという筋書きが可能である。第1種Nakahara

効果では亀裂は流れに垂直に生じるので、流れ方向の張力という筋書きに矛盾しない。

適当にパラメータを設定して数値計算をおこなった結果の一例を図2に示す。時間O<t<丸

のあいだ一定の外力を与えてペーストを流動させ、そのあと外力をオフにした。塑性流動により

生じた α>0は、外力をオフにした直後にいくらか減表するが、やがて緩和時間が無限大に発散

し、有限のα>0が凍結されて残る。このことは上記の筋書きが可能であることを示している。

このように、第1種Nakahara効果は巨視的モデルで説明することが一応可能である。ただし、

このことは微視的な構造の形成という描像を必ずしも否定するものではなく、たとえば粒子配置

の構造変化が粒子間結合の分布の異方性をもたらし、それが巨視的な変数に反映されるという解

。。
「

o
qペリ



。

「塑性という名の動的機構J

図 2:方程式(29)，(30)， (31)の解の一例。時刻t= T*で外力をオフにした。

釈もなりたつ。ただし本当にそうであるかどうかは微視的方面からの新たなアプローチを待つ必

要があるだろう o

巨視的モデルの枠内で検討すべき課題としては、まずは Z方向の非一様性を扱えるようにするこ

とが必要だろう。これにより、 Nakahara効果のさらにもうひとつの説明である大槻メカニズム [8]

との関連を議論できるようになる。さらに空間次元を 2次元に落としている ζとの影響も議論す

る必要があると考えられる。

本稿の内容の一部は関本謙氏との共同研究に基づきます。また、内容の一部について、科学研
究費補助金(若手B，課題番号18740233)の支援を受けました。
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