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重力場での拡散方程式の解 とその特性

1.イ ンパルス応答*)

宮崎大 ・工 ・応物 餌 取 寛 次

(1981年6月3日 受理)

アブス トラク ト

重力 に基づ く非定常速度 を有す る粒子について,そ の粒子数密度 の拡散方程式 がFourier変

換 を用いて解 かれ,そ の結果イ ンパルス応答 としての解 が見出 され る。更 にこの解が重力場 を

無視 した従来のGauss分 布解 と比較 され,そ の"ず れ"の 項 に簡単な統計的評価 が与 えられ る。

§1.序

ランダムに運動 している多 くの粒子の非定常 なふ るまいは,確 率論的定式化 のTaylor展 開

に対す る近似的取扱いか ら,Brown運 動 に対す る数学的モデル として一般 的に拡散方程式 に よ

って示 されている。すなわち,大 気中 での気体分子や結 晶固体中 での原子の拡散は,そ の研究

の多 くが従来 か ら重力 の影響 を考慮 しない形 で扱 われ,そ の典型的 な分布 は瞬間的な点源 に対

す るもの として,Gauss型 として示 されている『4)重 力揚において,粒 子がその重力方向 にあ

る非定常 な速度 を有 しなが ら同時 に拡散 してい くとい った実際的問題 については,そ の詳細 な

検討 が殆 どな されていない。

この重力場 での粒子拡散 を取扱 った初期 の例 は,Langevin方 程式 による粒子のBro㎜ 運動 を

扱 ったChandrasekherに よるもので,そ れ はSmoluchowskiの 式 に基づ く解析 であって,重 力方

向への粒 子速度は一定 とした簡単化 によってな されてい る量)その他 に も幾 っか の解析的検 討に
6～8)

よる報告があ るが,そ れ らのいずれ にも粒子 に及 ぼす重力 の影響 はあ らわには扱われ ていない。

今 回の報告 では,z方 向 での重力 に基づ く粒子 の非定常速度項 を含む一次元拡散方程式につ

いて,そ のイ ンパルス応答 としての解 がFourier変 換9)に よって容易 に得 られ ることを示 し,

この解 のGauss分 布解 か らの"ず れ"に 対す る各定数(重 力加速度y,ま さつ抵抗r及 び拡散

定数D)の 関係及 び この"ず れ"に 対する統計的見地10)か らの簡単 な評価 を解析 的に検討 した

ものである馨)

ETORI,Kanji

*)本 稿 は 「衝撃工学,宇 宙 ・特殊環境工学シンポ ジウム」(東 大宇宙研,1979年9月)に おい て発表 し

た内容 を更 に書 き改めた ものである。

―209―



餌 取 寛 次

§2重 力場 での拡散方程式

質量 麗の粒 子に対 する任意時亥JJtでのLangeVin方 程式,任 意 の位置zに おいてFickの 法則 に

基づ く粒子流J(z,t)及 び粒子数密度 ρ(z,t)に 対す る連続の方 程式 は,そ れ ぞれ次 の よ

うに与 えられ る?

謬 ぎL・ ・v(・)一・y+R(・)・(2・ ・)

J(.,、)一 。(.,t)v(t)-D∂ ・(z・t),(2.2)
∂z

∂ρ(z,t)
十divJ(z,t)=0,(2.3)

∂t

ただ しv(t)及 びR(t)は,重 力方向における粒子の速度及 び周囲媒体が粒子 に及 ぼす ランダム

な力 を示す。

上記(2.1)～(2.3)式 でr及 びDは 一定 と仮定 されているので,ρ(z,t)に 対 す る拡散 方

程式 は重力場 の影響 を 〃ω に含めて次 のよ うに示 される。

∂2ρ(。,の∂ρ(z,の ∂ρ(z,の
=一 ηω 十D

∂Z2∂z∂孝

― ○○〈z<○ ○,t>0,(2.4)

た だ しv(t)はz軸 とθの角 をなす粒 子 初 速 度Voと し て(2.1)式 か ら

v(t)-v。c。sθ ・exp(-ー の 一(皿)〔1-。xp(ユ の 〕
mrm

+■ ∫`R(t')・exp〔-L(,-t')〕dt(2.5)
mOm

によって与え られ る ものである。

§3解

初期及 び境界条件 としてデル タ関数 δ(z)を用い ると

ρ(z,0)=ρo・ δ(z)ρo:初 期 粒子数 密度,(3.1)

∂ρ(z,t)

ρ(± 。。,の=0=0(3.2) ∂
z

z→ 士Oo

―210一



重力場 での拡散方程式の解 とその特性1.

Fourier変 換 に よ って(2.4)式 は

己β(κの
=一 〔k2D+ikv(t)〕 ・β(k ,t)

砒

た だ し β(k,t)は ρ(z,t)のFourier変 換 で あ って次 の式 で定 義 され る。

β(k,の=∫ ρ(z,t).exp(-ihz)az,k:実 変 数
同∞

(3.1)式 のFourier変 換 と(3.3)式 の 積 分 か ら

・A(k・・)==…exp〔 一 彦2D・-ikf
。"v(t)・ ・)・

したが って(3.4)式 に対す る逆変換か ら

・(z・t)一 髪 阜M・ ・xp(i・ ・)Clk

一 嘉 ・・xp〔 一

、㌔,(・ 一 ぺ 〃(t')…)2〕

・t=・xp{一 〔kVDZ-一 一

、読(・-f,`・(・')・ ・')〕・}d・

蒜 ・exp〔 一右 ¢ 一 £㌔(t')・ ・')2〕・

インパル ス応答

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(2.4)式 に 対 す るイ ンパ ル ス応 答 と して の解 は上 式 に よ って与 え られ る もの と考 え る。定常

解 ρ(z)は,(2.4)式 の 定 常 形 にv(t)=-mg/r(孟 → 。・)を 与 えれ ば容 易 に求 め られ,カ ノニ

.5～7)

カル 分布 に よる立揚 で の検 討 と比較 して 直 ちにNernst-Einsteinの 関 係式 が与 え られ て い る

・(z)一 ・…xp(mg―z
rD)一

一D=kT/r,r=6π γηT
.:粒 子 半径(3.6)

η:周 囲の粘性係数

§4解 に関す る考察

(2.5)式 で与 えられ るv(t)を,集 団平均 〈 〉による部分Vo(t)及 びゆらぎの部分Vf(t)と す

る と

〃ω 一v・(t)+㍗ ω ・v・(t)=〈 ・ω 〉 ・(4・1)

一211一



餌 取 寛 次

ただし

v。(t)-v。 …sθ ・exp(ユ ・)―(mg)〔1― ・xp(-Lの 〕,
mγm

誓 ω 一÷{`・(t')・xp[一 ÷(t-tり 〕 ・1・"〈v・(・)〉 一 ・ ・

拡 散 への寄 与 はVo(t)の み で あ る と して,(3。5)式 のv(t)eeVo(t)を 代 入 す る と

禦 一 》、諾 、・xp{一 、差+蒜 〔v・… θ(1-・xp(÷))

一 ・t(1--ZR(・ 一 。xp← 「t

rtm)))〕

一

、お、(3)2〔v・ …sθ(・ 一 ・xp(一 ヂ))

一,t(1一 ユ(・ 一 。。p(-Lt)))〕2}
。

rtm

rt/mを 無 次元化時刻の基準 として,(4.2)式 はそれぞれ次 のよ うに近似 され る。

rt
,一 《1,
加

廻毒 ・・p〔÷ 器(・+髪 切

VoCOSθπ

,一 》1t》 。
m9

が得られる。

弩1'の 一 磁 即(2z41)t)・ ・ω 一・

(Vo=0,9=0)・

響が求 め られ る。 したがって,両 式 の比の計算結果 を図1に 示す。

(4.2)

(4.3)

(4.4)

粒 子 の重 力 方 向 へ の速度 を無 視 すれ ば,(3.5)式 か ら直 接 に従 来 のGauss分 布 解1～4)ρ 。(z,t)

(4.5)

(42)式 でVo=0と す る と,(4.5)式 と の 比較 に よって 自由落 下 での拡 散 に対 す る重力 の影
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重力場での拡散方程式の解 とその特性1.イ ンパルス応答
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この場合の計算の基準 として,位 置,重 力及び時刻のそれぞれ無次元化量として

石7石 万 ・・一 ・…G一 号h3/(r3D)及 びT・r・/mに よって与 えられ る・

さ らに分布 の立 上 り特 性 を示 す た め に,(4.2)式 と(4.5)式 で のz==Oの 値 との 比 が図2に

示 され る。

これ らによると,図1で は0の 増加 に伴 なってGauss分 布 か らのずれ と減衰度 が増す ことが

認 め られ,同 様 に図2で は立上 りが早 くな りその ピー クが低 くなって くるのが認 められる。 こ

れ らのずれ を評価す るために,ρ(z,t)の 統計的平均 の位置 を<z>で 定義 し,重 力場 を考慮

した揚合 を<z>y考 慮 しない場合 を<z>oで 示す と,(3.5)式 か ら直接 にまたは(4.2)及 び

(4.5)式 か ら

〈 ・ 〉 一 ∫ ・・ρ(・ の ♂・/∫ ρ(・,の ぬ
9 一 〇 〇-co

一f
。`v(の 〃

一(Z)2・9〔 ・ ユ,一,。p(一 一!-t)〕,v。 一 ・

rmm

v(t)→Vo(t)

zO

側_璽 ≠

γ

,
上t《1 ,
那

■.t《1
,,

那
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〈 ・〉 。 一 ∫ ・ ・ρ。(・,の 己・/∫ ρ。(・,の 己・
一〇〇 一〇〇

=0。

(4.6)式 は,ま さに粒子の拡散 におけ る平均的位 置の重力によ る"ず れ"を 示 す。

さらに分散〈(dz)2>は

<(A・)2>、 一 くZ2>、 一(〈Z>、)2

=21)t

=〈(Az)2>o

(4.9)

(4.10)

とな り,重 力揚 に無関係 に両者 が等 しい ことが理解 される。

残 された問題 として

a)ス テ ップや 周期波入力 に対 して(2.4)式 が解析的に ど う解 けるか。

b)R(t)一 を考慮 した場合(ま たはVf(t))は どうなるか。

c)ρ(z,t)の 相 関について,ラ ンダムプロセス とMarkoffプ ロセスの各 々に対す る場合 の解

析結果 から,Gauss分 布(重 力無視 の場合)に よるものか らの"ず れ"は いかに表わ されるか,

等 が考 えられ る。
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