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l はじめに

Bose四Einstein凝縮 (BEC)とは理想ボース気体の示す桔転移現象であり、同ーの量子

状態老婆数の粒子が占有しやすいというボース統計性のために、ある転移温度以下でマ

クロな数のボース粒子が単一の量子状態に凝縮するという現象である。 BECはほとんど

の統計力学の教科書に紹介されているように学部学生にとってもなじみ深いものである

が、現実に BECを示す物質は身の回りにほとんど存在しない。 1995年までは唯一超流

動4Heにおいて BECが起きていると考えられていたが、この系においでさえもヘリウム

原子潤の強い相互作用や高密度のために BECが起きている事は自明ではない。このよう

に長い関 BECは理論的予言にとどまっていたが、 1995年に CornellうWiemanのJILA

のグループ [1]とKet七erleのMITのグループ [2]はほぼ同時に、磁場によって捕捉した

アルカリ原子気体をレーザー冷却や蒸発冷却といった手法を駆穫し、 μK程度の極低詰ま

で冷却することにより、初めて BECを実現することに成功した。この冷却原子気体にお

ける BECの実現以来、現在に至るまで冷却原子気体を舞台とした BECの実験的、理論

的研究が怒議のように続いている [3，4]0

冷却原子気体の BECで、は原子関の相互作用や密度法非常に小さしそのため理想ボー

ス気体に関する BECの理論が適用できると考えられ、例えばBEC転移譲変は理想ボー

ス気体の理論で計算された績と良い一致を見せる。しかし、原子関の棺互作用の影響は、

例えそれが小さくとも BECの性質を劇的に変化させることが知られており、特に相互作

用の影響により BECが超流動性を獲得する [5]ことが予言されている。このような弱く

相互作用する希薄Bose気体(weaklyinteracting dilute Bose g紙以下WIDBGと略す)
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ボース凝縮体におけるBogoliubovモードの異常トンネル効果

の理論はもともと超流動4Heの研究において 1947年に Bogoliubov[6]が初めてその構築

に成功し、その後Beliaev[7]，Pines[8]ぅPitaevskii[9ぅ日]ぅ Nozieres[ll]などの多くの理論

家が発展させてきた。 Bogoliubov理論の特徴は、ミクロな立場から WIDBGの低エネル

ギーにおける素励起が、 Bogoliubovモードと呼ばれるフォノン励起であることを示した

点にある G この Bogoliubovモードは攻りも直さず、 BECが起きる擦の U(l)対称性の破

れに伴うちJambu-Goldstoneモードであり、それと同時に、 WIDBGが超流動性老獲得す

る原因であると考えられる向。冷却原子気体の BECは、このような WIDBGの理論を

そのまま適用できる系であり、これまで超流動4茸eとは比較で、きなかった Bogoliubov理

論などの WIDBGに関する理論を亘接的に検証することが可龍である。実際、これまで

冷却原子気体の BECがフォノン励起を持つ [12]ことや超流動性を示す (13]ことが観測

されており、般にも Bogoliubov理論の予言と一致する様々な実験結果が得られている。

本稿では BECにおける Bogoliubovモードのトンネル効果について解説する。 Bか

goliubovモードは上で述べたようにフォノン的な集毘モードであり、そのため留別の

ボース粒子とは異なる性質を持つことが考えられる。単一のポテンシャル障壁に対する

Bogoliubovモードのトンネル効果においてこの性質の違いは最も顕著に表れる。以下で

説明するように、 Bogoliubovモードは低エネルギー領域において、入射エネルギーが低

くなるにつれ透退確率を増し、よりポテンシャル捧壁を透過しやすくなる。更に、入射エ

ネルギーがゼロの極限において透過確率、位相シフトはともにゼロに近づき、 Bogoliubov

モードはポテンシャル樟壁に全く散乱されず完全透過を示すことが理論的に示される。こ

のBogoliubovモードの示す目覚ましい性質誌異常トンネル効果と呼ばれ、最近 BECの

研究において大きな注目を集めているc 異常トンネル効果は最初に Kovrizh訟をはじめ

とするロシアの理論家によってお00年に予言され [14うおう 16]、その後、筆者を含めた日

本の理論家老中心に詳しく研究され [17ヲ 18ぅ19ぅ20，21， 22ぅ23ぅ24，25，26ぅ27ぅ28，2旬、

その起源、などについての理解が深まってきた。それにより、異常トンネル効果は超流動性

などの BECの基礎的な物性を理解する上で非常に重要であり、今後BECの理論を発展

させる上で鍵老握ると考えられている己更に異常トンネル効果は、超流動涜が存在する場

合 [17，24ラ26]、ポテンシャルに段差がある場合 [25ぅ27ラ26]、有限混度 [22]、Bogoliubov

モードの 3次元的な散乱問題 [21]、周期ポテンシャル中の BEC[18，20]、ランダムポテ

ンシャル中の BEC[19]、スどン 1のBEC[28]、と様々な状況に拡張されている。本稿で

は、 Bogoliubovモードが示す異常トンネル効果について紹介し、その起源や Josephson

効果との関わりについて詳しく議論していく。なお、この記事の内容辻、筆者らの論文
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[23ぅ27]に基づいている。

2 弱く相互作用するボース気体の理論

この章ではまず、 Bogoliubov理論に基づいた非一様系における WIDBGの理論 [9，30] 

を解説する。また、本稿では絶対零度におけるトンネル問題のみを扱い、以下T=Oを仮

定する。

まずハミルトニアンは次のように与えられる。(以下、五=1とおく。)

K= r d1'ψ↑(γ)(-E+U(T)ーパψ(1')十三rd1'ψTケ)ザケ)ψ(1')ψ(1'). (1) I r" / ¥ 2m' -"" I J ' ， / • 2 I 

ここでψ(1')はボース粒子の場の演算子、 m はボース粒子の質量、 μ誌化学ポテンシャル、

U(1')は外場ポテンシャルである。ボース粒子関の相互作用は接融嬰老仮定し、 g8(1')と

する。 9は相互作用定数であり s波散乱長αsを用いて g=4πα3/m と表される。ここで

は粒子箆に斥力が{動いている場合のみを考え α3>0とする。

粒子毘の相互作用が十分小さいとき、絶対零度においてほとんど全ての粒子が同ーの量

子状態にボース凝縮していると考えられる。このとき、凝縮体を表す巨視的波動関数は

ボース場の演算子の平均守。(付=(ψ(1'))で与えられる。場の演算子老平均とそこからの

揺らぎに分けψ(1')=雪。(γ)+8ψ(1')として (1)に代入すると

K = Ko +Kl +K2あラ (ρ2) 

〉Kl=Jd1'[(rれ十州νo8'ltt+ H.C.]ト， (3幻

ん = J d計l' [怜sωψμパ↑句(伊T+紳 012戸2)μ6ψ+ ~ (同雷略硝3伊81/}附ψがt8ψt+H叫Cけ外)
が得られるo ここで、 Kl(l= 0ぅ1，2)は揺らぎに関する l次の項であり、 3次ぅ 4次の項は

小さいとして無視した。またT三ーヤ2/2m+Uケ)-μを導入した。まず、凝縮体の安

定性より揺らぎに関する 1次の項は消えなくて誌ならないので、 (3)より凝総体を記述す

る定常的なGross-Pitaevskii( G P)方程式[9，31]

[ζ+町村十glwol2ト。=J..lWo
を得るC 更Lにこ、揺らぎに関する 2次の項K2は、 Bogoliubov変換 [3ぅ4]

制(1')= 2: [匂j(巾 j一勺(1')吋]， 
3 

倒的十=乞トj(TYa;一勺(1')αjト
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ボース凝縮体におけるBogoliubovモードの異常トンネル効果

を用いて対魚住できる。ここで、 αjは閤有状態jにある Bogoliubovモードの治滅演算

子であり、通常のボソンの交換関保 [ai，a}Jこんをみたす。 Bogoliubovモードのエネ

ルギ一国有積 Ejは国有関数 (Uj(γ)，Vj(γ))とともに、この後で導かれる Bogoliubov方

程式を解く事によって決定される。上のBogoliubov変換(6)，(7)を(4)に代入し、 aj~こ

寵して対角化可能な条件から、次のBogoliubov方程式が導かれる。

[ζ+叶)+ 2glwol2 -μド-g時 j=恥 体)
[ζ÷町村+州2-fL] Vj -g(巧)2Uj= _恥 例

Bogoliubov方程式は、凝縮体の素励起である Bogoliubovモードを記述する基礎方程式

である。通常まず、 GP方程式 (5)を解く事により凝縮体の波動関数昔。(めを求め、それ

をBogoliubov方程式に代入し解くことにより Bogoliubovモードの固有エネルギー Ej

や富有状態(匂わりij)を求める。また以下で扱うようなトンネル問題や散乱問題の場合には

適当な境界条件のもとエネルギーEのBogoliubovモードに対する透過確率や位相シフ

トを求める G

後の準婿のために一様系 (U(1')= 0)の場合について GP方程式と Bogoliubov方程式

老解いてみる Q 一様系では、基底状態において GP方程式 (5)の解は守0=v広と与え
られるo no-μ/gは凝縮体の密度を表す。これをBogoliubov方程式 (8)，(9)に代入し、

平面波を仮定し (U(1')，叫r))= (up， vp)♂p.r/vvとすると、 Bogoliubovモードの励起エ

ネルギーとして良く知られたBogoliubovスペクトル開

E
p=ゾεp(εp+ 2gno)， 、、.ZB，ノ

ハ
υ
噌
Z
A

J
'
e
目撃、、

が得られる。ここで¥Vは系の体讃とし、 εpニ p2/2mとおいたc

Bogoliubovスペクトル (10)は図 1~こ示されているように pが小さい鎮域では Ep :::::: cp 

となり、音速c=v9石市のフォノンスペクトル老齢、集団励起としてのフォノンを

表していることがわかる。また、平面波の係数は

Up = \/~ (官主 +1) う

りp=JH干 -1)，
で与えられる。ここで、交換関係から導かれる規格化条件喝-4=1を用いた。

(11) 

(12) 
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国 1:Bogoliubovスペクトル Ep.ご=1/、/百三五5誌毘擾長、 cは音速を表す。 Ep
はp<<1/ごではフォノンスペクトルcpに、 p>>1/ごではら十gnoに瀬近する。

ここで一般に教科書などであまり触れられていないが Bogoliubov理論において重

要と思われる点について幾っかコメントしておく。まず、一様系における基底状態は

Bogoliubov モードに対する真空 Ivac) となっており、任意の p~こ対して αplvac) = 0を

みたす。真空 Ivac)を元のボース粒子の生成、消滅演算子αp，斗で表すと次のように与え

られる [32]0

Ivac)吉之叶十L心]10) (13) 

ここで 10)は任意のpに対して匂10)= 0をみたす元のボース粒子の真空である。 (13)を

求めるためにはまずBogoliubov変換αp= upαp+ηαLPより (Upαp+Vpα!..p)Ivac) = 0 

を得るc 次に、交換熊祭 {α土PヲαLPj=1をみたすように αLPをc数に、 α土pをδ/δαLP

と置き換える事によって、 Ivac)に対応する関数f(斗?α!..p)のみたす微分方程式

δf _ ~. ~t 
包一=--;-= -vα fう (14) 
PδαL P-p 

が得られる。 (14)は容易に解く事ができ、解を適当に規格化すると (13)が得られる Q

(13)から、基底状態は運動量pと-pのボース粒子が対を作って凝縮している状態で

ある事がわかる。超伝導の BCS理論の基悲状態を表すBCS波動関数にも桜ているよう

に思えるが、この場合、対形成の原因となっているのは Cooper対の時の様に粒子関の引

力棺互作用ではなく、 pと-pの運動量を持つ粒子が斥力相互作用により凝縮体からはじ
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き出され、その結果粒子諮に相関が生じることにより対ができている。このように斥力相

互作用により凝縮体の外にはじき出された成分は quantumdepletionと呼ばれている。

更に、運動量pのBogoliubovモードが l値競起された状態

(αt)l 
1雷)=すγIvac) (15) 

に対して元のボース粒子の分布を調べてみる。 pと-pの粒子数を計算すると、それぞれ

np = (到αよαpj守)= lu! +υ;?(1S)  
n_p = (雷jαLPα-pl雷)=(l+1)ν;う (17)

となる。基底状態。=0)においてはともに誌の粒子数を持つ事がわかる。これは

弓uantumdepletionの粒子数分布を表しているc また、 Bogoliubovモードが一つ励起さ

れている場合 (l=めには、 Pぅ-pの粒子数は墓長状態からそれぞれuLdだけ増えて
いることがわかる。従って、運動量pのBogoliubovモードを励起すると、 pのボソン

が匂》増えるだけで誌なく -pのボソンもり;だけ増えることになる。 Bogoliubov変換

αL=upαL÷upα-pは一晃すると -pのボソンを泊しているように思えるが、実は -p

のボソンを付け加えていることになる。この事実は実験によって実擦に確かめられてお

り、 MITのKetterleのグ、ループは Bragg散乱という手法により Bogoliubovモードを励

起させ、運動量分布を調べる事により、励起させた Bogoliubovモードと反対の運動量を

もっボース粒子が存在する事を確認している [33]。またこの実験により、間接的に基底状

態の波動関数(13)が確かめられたと言える臼

3 Bogoliubovモードのトンネル問題

この章では、いよいよ GP方程式と Bogoliubov方程式を解くことにより Bogoliubov

モードのトンネル問題を扱う。また、 Bogoliubovモードに関する保存剰について議論し、

異常トンネル効果の起源について詳しく議論する。

3.1 デルタ関数型ポテンシャル障壁

密 2~こ表されている様な単純な 1 次元的なトンネル問題を考え、ポテンシャル障壁

U(x)の左側からエネルギー EのBogoliubovモードが定常的に入射している状況を考え

る9 まずは、解析的に扱う事ができるデ、ルタ関数型ポテンシャル U(x)= Vo引吋(九 >0) 

の場合について異常トンネル効果が起きることを確かめる [15]0
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図2:ポテンシャル障壁 U(x)に対するエネルギーEのBogoliubovモードのトン
ネル問題。官。(x)は凝縮体の波動関数を表す。各矢印はそれぞれBogoliubovモー
ドの入射波、反射波、透過?疫を表す。

いま、回復長と呼ばれる、凝縮体波動関数が空間変イヒする特徴的な長さスケール

ご=1八/市戸5を導入し、長さそごで、エネルギーをμで、待。ぅ匂，v)を1/ν/可で無次元

fとすると GP方程式と Bogoliubov方程式は

(-~手 +U(x) 十 21雪01 2 一小一め =Euぅ

(ぐ一: ι + 印附)+十リ叫2引判|
5 .L， 

(18) 

(19) 

となる。 U(x)= Vo引x)である。以下この章では全ての変数が無次元イとされているとす

る。 GP方程式 (18)法凝縮体が基底状態のときに容易に解く事ができ、

f tanh(x + xo)ぅ(ぉ>0)， 
君。(z)=〈 (21)1 tanh( -x + xo)， (xく 0)，

(-~花王)2 . V 4 
(22) 

となる。 (21)より斥力ポテンシャルのために、ポテンシャル韓壁の下では宮。(0)= 

tanhxoく 1と波動関数が平衡値から減少していることがわかる。

次に Bogoliubov方程式 (19)，(20)そ解くために新たな関数 T(x) 三 u(x)-

v(x)， S(x)三包(x)+υ(x)そ導入する。 T，Sに関する方程式辻、 (19)と(20)の和と差老

とることにより、次のように得られるc

(23) 

(24) 

-8ー



ボース疑結イ本におけるBogoliubovモードの異常トンネル効果

上の二つの式から更に SヲTそれぞれに関する独立した方程式が次のように得られる。

(-~手十 U仲叫-1)(-i￡÷州十対ーヤ=E2S，

(-~手÷印)十時 -1) (-~手+印)+3可ーヤェ E2T

(25) 

(26) 

S(x)に関する方程式 (25)に著目し、まずはポテンシャルが無い場合 (U(x)= 0)の

キンク解言。(x)=ご tanhx~こ対し散乱状態の解を求める。 Bargman の方法 [34] により

S(x) = (α(計十bp)e'tpxと仮定し (25)に代入すると、結局、

z
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 e
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f'ez
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(27) 

が解となることがわかる。ただし、 pはE=、/(p2/2)(p2/2 + 2)と無次元化された
Bogoliubovスペクトルをみたす。これをpに関して解くと

={叫引Y1+E2 = *k (28) 
士tゾ三、/1十v1τE2三土抗う

と4個の解が得られる。最初の 2個の解は右向きと左向きの平面波を表し、後の 2倍は

減衰解を表す凸今の場合、 p=土κの減衰解はそれぞれz→干∞で発散してしまうので

物理的には許されないが、ポテンシャル障壁が存在する場合には必要となってくる。 (27)

の形の平面波解の存在は、 Bogoliubovモードがキンクにより位椙シフトは受けるが、全

く散乱されないということを示している。なお、キンクはダークソリトンとも呼ばれてい

る[3]0(27)に対応するT(りは(23)から求められて

R←会[p(ta山-~p) -i (1ー闘hX2)]e'Px ロ9)

となる。

次にポテンシャル障壁 U(x)= Voo(x)がある場合を考える。 (21)はz手0においてキ

ンクを並進移動させたものになっているので、ポテンシャル障壁がある場合の S，Tの解

は、上のキンクに対する S)Tの解を並進移動して重ね合わせることにより次のように得

られる。

S(xく 0)= (十一叫)♂戸んた紅kx+勺÷打rGシトkト一乍叫吋叩(伊例Z幻))e-
十A(-~-叫小κぺ

的>0) = t (守-，+吋
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T(xく 0)=土Ik( -~k -r-(x)) -i(l-r-(x?) I e伽E I ¥ 2 I ¥. - / J -¥. - I ¥. --/ / I 

÷差[-k(十-i'-(xl)-i(1-1-(xl2l] e一伽
幻鈎〉+A苦[ド一→'tKペκベ(け一三;一吋)か)ト一i(与ト1ト一吋))]εF代/'¥，xへ， (問

T(収Zρ〉汁刈O的)=叶t土 i川kバ{一Z斗k十γ咋叫+(x叶)汁)一4培(ο1一γ咋叫÷孔(忽)2ち小)E I ¥ 2 I ， ¥ -/ J -¥. - I T ¥. --/ I I 

÷Bj2 ト(~十件付))-i (1-r+(x)2)トーはう (33) 

γは反射係数、 tは透過係数であり、 AうBはそれぞれp=土κの減衰成分の係数である。

ここで、 7土(x)三 tanh(土x+xo)とおいた。 rヲt，A， Bはx=Oにおける接続条件

8(0一)=8(0+)，
T(O-) = T(O十)，

-j(内十)-均一))十九針。)= 0， 
-j〈T/(0+)-Tf(併))+ VoT例=。う

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

を解くことにより求められる。いま、抵エネルギー領域 (E<<1)を考え、 κ:::::::2とする

と、 (34)"'(37)そ解く事により r，tヲAラBは次のように求まるG

zk(l-η2) {k2 + 2(2十η+η2)}
(38) 

、[k2十2i(1+η)k -2η(1十η)}{ηk+ i(l +η2)}う

η{k4 + 2(3 +η)k2 + 4(1 +η 十η2+η3)}
J(39〉

7)k -2η(1 +η)}{ηk + i(l +η2)γ 

-2η(1-η)k 
A z B zHO)  

(k -2i) {k2 + 2i(1+η)k -2可(1+η)}" 

ここで、 η三宮(0)=一Vo/2+九/可/4+1とおいた。また、 (38)，(39)より jγ12+ltI2=1
となり、確率保存期がみたされる事が確認出来る。更に、 k"， E<<lと近似すると、透
過確率は (38)，(39)より

Itl2 = 1 -Irl2こ
16η2(1 +η2?(1十η)2十16(3十可)(1十可)(1十可2)η2k2

16η2(1 +η2)2(1十η)2十{4η2(1+η2)2(1 +η)2 + 16η4(1 +η)2十16(1十η)(1十η2)2}k2 ' 
(41) 

となる。低エネルギー極摂 (E'" k→ 0)では (41)は Itl2→ 1となり、完全透過が起き

る事が確認出来た。図3に(34)rv(37)を数値的Eこ解いて得られた透過確率W=Itl2とイ立

梧シフト 6三 arg(t)をEの関数として示しである。 抵エネ}1，;ギー領域においであるエネ

-10-
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図3:デ、ルタ関数型ポテンシャル障壁に対する Bogoliubovモードの透過薙率 W(上

図)と位相シフト d(下図)を入射エネルギー Eの関数として示してある。実線、破

線、点線はそれぞ、れポテンシャル障壁の強さがvo= 2cμヲ 5cμヲ 10ごμの場合を表し
ている。入射エネルギー Eはμそ単位としている。

ルギーの植を境に、エネルギーが減少するに連れて W が増加し、 E→ GでW → 1とな

る。また、 Sもあるエネルギーの誼老境に 9に近づいてゆき、 E→ 0で6→ 0となる事

がわかる。つまり、入射エネルギーが低くなるほど、より多くのBogoliubovモードがト

ンネんしていることになり、低エネルギー極躍では、 Bogoliubovモードはポテンシャル

誇壁を完全に透過することを示している。言うまでもなしこの低エネルギー鎮域におけ

るBogoliubovモードの振る舞いは、低エネルギーでポテンシャル障壁を透過しにくくな

るShrodinger方程式の結果とは正反対であり、非常に特異なものである G これで、異常

トンネル効果がデルタ関数型のポテンシャル欝壁の場合に起きる事がわかった。しかし、

これまでの議論では低エネルギー領域において物理的に何が起きているのか不明であり、

異常トンネル効果の原留についてはよくわからない。そこで、次の章で、異常トンネル効

果の起源、について議論するむ
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3.2 Bogoliubovモードに関する保存則

異常トンネル効果の起源を理解するために誌 Bogoliubovモードに関する保存期に立

ち返って議論する必要がある。そこで、まずは Bogoliubovモードの粒子数保脊とエネル

ギー保存について一般的な議論を行う G この章では、各物理量は次元を持つように戻しで

あるc また、議論は 2章と同様に 3次元の一般的な場合について行う。

全粒子数密度η(γ)と全カレント密度Jケ)誌 Bogoliubov変換 (6)ラ(7)を用いると次

のように与えられる。

n(r) = (ψt (r)ψ(r)) 

= ns + 2:= (nUj十nVj)(α}aj) + 2二ηVj' (42) 

3 3 

Jケ)=去主E血州刊ケ

=Js+ l玄=(仇孔人j一Jムι刈U勺ρj)刈(伊叫α斗;α矧jρ)一2玄:Jι匂勺jう (43) 
3 3 

ここで、 nsケ)三冊。(r)12，Js(r)三{1/m)Im問。(r)*マ言。(r)]はそれぞれ凝縮体の密度

とカレント密度(超流動流密度)を表す。また、

ね包j(γ)三 IUj(r)12，

nVj(r)三 IVj(r)12ラ
J匂j(r)三 (l/m)Im[Uj(γ)牢マ匂(r)]，

J川r)三 (1/m ) 1m [v j ( r )勺Ujケ)]，

(44) 

(45) 

(46) 

(47) 

と定義した。 (42)，(43)の再式において、第一項は凝縮体からの寄与、第二項目はBogoli-

ubovモードからの寄与、第三項目は quantumdepletionからの寄与を表しているG 従っ

て、 Bogoliubovモードの密度η??カレント密度JJ(以下、準粒子密度、準粒子力レント
と呼ぶ)はそれぞれ

竹

川

吉

川

+
一
的

「

町

Z

1

J

 

一一一一
3
・
1

q
，
7

4

九
J
.

(48) 

(49) 

と与えられる。 (48)ヲ (49)においてむ成分に対する符号が異なる事に注意しよう。こ

れは 2欝の最後で議論したように、の成分が Bogoliubovモードと逆向きに運動する

実粒子の成分を表している事を反咲している。 即ち、 (48)ラ(49)は、 Bogoliubovモー

ドを構成してる実粒子のうち包成分は密度 ηUjラカレント密度 JUjを持ち、り成分は

つ臼
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密度 nVj' カレント密度 -JVj を持つことを意味している。一様系の場合には、運動

量 pの Bogoliubovモードが 1倍励起されていると(叫吋=(匂うりp)eip.r/v'すより

み =u~(p/mV) ぅ -JV = -v;(p/mV)ぅJq= (u~ -v;)(p/mV) = p/mVとなり 2章の

結果が得られる。

j弓様に今度は Bogoliubovモードのエネルギー密度とエネルギーフラックスの表式を

導く口エネルギー密度を表すオペレータ-/3をハミJYトニアン(りから次のように定義

する。 。=ψtTや十iψ》ψψ (50) 

ハイゼンベルグ方程式i(δψ/釘)=Tψ十gがψψを用い、連続の方程式δ長/δt+マ.Q=O

をみたすようにエネルギーフラックスのオペレータ-Qを決めると

Q=本[(マザ)(Tψ+g'lt t 'lt'lt) -H.c.J 

f す /δψ¥1
=-~Rel(マが) ~友 )1 (51) 

となる。 Bogoliubov変換(6)ぅ(7)を(50)ヲ(51)に代入し、。(8ψ2)の項までを考慮して平

均橿ρニ(戸)う Q= (Q)を計算すると

p=po+ LEj・(η匂 j - nVj)(αjαj) -2二月刊-jE:sjぅ 作2)

Q=Qo+玄Ej(JUj+JVj)(α;αj) +乞EjJ叩 (53)

3 3 

となる。ここで、 Po，Qo誌それぞれ凝縮体のエネルギー密度、エネルギーフラックスを

表し

po=Wh+jih14ヲ

Qo=ヰ{[T君。十州2¥TOJ(\7\Þ~)一 c.c.} ぅ

(54) 

(55) 

と与えられる。全エネルギー密度ρは実数でなくてはならないので、ソースに対する条件

LSj=Oぅ (56) 

が得られる。守。がGP方程式 (5)をみたすので (55)より Qo=0となり凝縮体誌エネノレ

ギーを運ばないことがわかる。 (52)，(53)の第二項目はともに Bogoliubovモードからの

寄年を与えるので、 Bo伊豆油ovモードのエネルギー密度pj、エネルギーフラックスQj

今
U
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は

pj = Ej(nuj - nVj)ぅ
Qj = Ej(J匂十JVj)，

(57) 

(58) 

と与えちれるo (57)， (58)は、 (48)，(49)と比べると u成分の符号が逆になっている。こ

れはり或分が負のエネルギー密度を持つ事によると考えられる。

次に Bogoliubovモードの粒子数保存期とエネルギー保存期について調べる。いま考え

ている Bogoliubovモードのトンネル問題は定常的な場合で時間に誌依存しないが、より

一般的に非凝縮成分が時間変化している場合を考え、匂(れt)，v(r， t)に対する時間;こ依存

する Bogoliubov方程式 [35]

42竺=(T÷2gihl2h-g吋Uぅ
δt 

-1，竺=(T + 2glWol2)v -g(町内?
δt 

(59) 

(60) 

を用いる。凝縮体は時間変化しないと考え雪。(めを用いた。 (59)，(60)を用いて民りの

各成分に関する連続の式を作ると

金三÷マ.JU=三
δt 

金主ーマ.J"= 8 δt . -u 2ヲ

(61) 

(62) 

となるc ことで 8 -4gIm(古3ピりはソース項と呼ばれるむ (61)と(62)の和をとると、
Bogoliubovモードの粒子数に関する連続の式

正i，...，q

す +V.JQ=8 (63) 

が得られる。 (63)が右辺にソース項Sを持つことから、 8#0の場合には Bogoliubov

モードの粒子数は保存されず、 Bogoliubovモードは消滅したり生成したりすることが可

能である。ただし、一様系の場合には8=0となり Bogoliubovモードの粒子数は保存さ

れる。また、エネルギーに関する連続の方程式は、 (61)と(62)の差を取る事により

δpq . 'l'""'J' ".-，.0 

一一十マ.Qq=0， 
δt 

(64) 

と得られる。粒子数とは異なり Bogoliubovモードのエネルギーは保存している事がわか

る。これは、 Qo=0と凝結体がエネルギーを運ばないことに起因している。

-14-



ボース議結体におけるBogoliubovモードの異常トンネル効果

3.3 異常トンネル効果の起源と準粒子カレントの異常な増加

~2 に表されているような Bogoliubov モードのトンネル問題の場合に、準粒子力レン

トJq(x)とエネルギーフラックスQq(x)の振る舞いについて調べよう 9 ここではよりー

較的に、ポテンシャル鐸援の形は紹d、高さ Uoの箱形 U(x)= UoB(d/2 -Ixl)を仮定す

る。このとき、基底状態の GP方程式の解は [16]

{ゾ百utanh[(lxI-~) /ご+C]， (Ixl > d/2)， 
雪印)=l~五昨n(ゾK2+ s2/ごうq)，(Ixlく料? (85) 

と求まるc ここでcn(x，q)誌 Jacobiの楕円関数である。各定数はK三、/s2+ 2(Uo/μ-1)ヲ
q三 K/ylK2+s2と与えられ、 β工島(0)/、/五0，C =雪。(d/2)/ゾ可はx=土d/2~こ

おける接続条件をみたすように決めちれる。次に、ポテンシャルから離れた場所での

Bogoliubov方程式の漸近解は次のようになる。

ρo 
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エネルギ-Eのときの平面波、減衰波の波数 k，κは次元を戻して k = 

V2inJ JE2 + (gno)2 -gno， K - V2inJ J1f2十(gno)2+仰と与えられる。
また、

ヤ)=い(中+1))
b 同中ーリ

と定義した。局在成分の場合の振揺が(匂ぅ Vp)= (-b，α)であることに注意してほしい。

(66)の漸近的な振る舞いを仮定して Bogoliubov方軽式を解き、各係数 T，tぅA，Bを

(67) 

求める。いまの場合、解析的に扱うのは困難なので、有限要素法と呼ばれる方法を用い

てBogoliubov方程式を数種的に解いた [27]0図4に透過確率W と位桔シフト dがいく

つかの異なるポテンシャル樟震の形状について示しであるc デルタ関数型ポテンシャルの

場合と跨様に異常トンネル効果が起きていることがわかる。また、ポテンシャル捧壁の高

さと躍が増すにつれ、異常トンネル効果が起き始めるエネルギーの値が低くなることがわ

かる。

-15-
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。

認4:箱形ポテンシャル障壁U(x)= UoB(d/2-lxl)に対する Bogoliubovモードの
透過確率W(上図)と位梧シフト 8(下密)を入弟エネルギーEの関数として示してあ

る。実線、破線、点線、破点線はそれぞれ(dヲUo)= (乙2μ)，(乙5μ)，(乙10μ)ぅ(4乙2μ)
の場合老衰しているc 抵エネルギーで異常トンネんが、 (d，Uo) = (4ごう2μ)の場合に
は共鳴トンネルが起きていることが見て取れる。

次に Bogoliubovモードの粒子数保存とエネルギー保存について調べるo (66)の漸近形

(68) 

(69) 

を用いて準粒子カレント Jq、エネルギーフラックスQqを計算すると

(x→一∞)，

(x→∞)ヲ

Jq = J (k/mV)(l -Ir12)ラ (x→一∞)ぅ
1 (k/m)VltI2， (x→ 00)， 

Qq こ~ :~~~m~:~α2+内 -Irlな
1 E(k/mV)(α2十b2)ltl2う

と得られる。定常的な場合にQq(x)は空間的に一定であることから確率保存則

Irl2 + Itl2 = 1ぅ (70) 

が得られる。一方、 Jq(司法保存しないことがわかっているが、 (68)ぅ(70)より Jq(x= 

一∞)= Jq(x =∞〉となりポテンシャル障壁から十分離れた場所では準粒子カレントは

ポテンシャル障壁の左右で等しい値になる。

準粒子カレントの空間変化を調べるために Bogoliubov方程式の解を用いて準粒子力

レントの増加分ムJq(x)= Jq(x) -Jq(x =一∞)を計算してみる。 D.Jq(x)とソース項

nho 
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図5:(a)準粒子力レントの増加分ムJq(x)の空間変化と (b)凝縮体波動関数の位本自

民的の空間変化。 (a)，(b)においてポテンシャル韓壁の形状は (dラUo)= (乙10μ)
とし、点破線はポテンシャルの領域を示している。また、 (b)では入射エネルギー法

E = 0.01μ とし、 φはBogoliubovモードがトンネんすることにより生じた左右の
凝結体の位相差を表す。 No= noV誌凝議体の粒子数を与える。

5 O 
XJと

-5 -10 

S(x)の簡の関係は、 (63)を定常的かつ 1次元的な場合について空間積分する事により

(71) ムJq伊)=に山x'ぅ

と求まる。図 5(叫に、入射波の準粒子カレント (kjmV)で規格化したムJq(x)の空鵠変

化がプロットしであるc 密5(a)よりムJq(りはポテンシャルの近傍において増加してい

ることがわかる。また、その増加分は入射エネルギー Eが下がるにつれて大きくなる。

ムJq(x)はポテンシャルの左挺で、増加し、ポテンシャル障壁の内部では一定となる。そし

て右誕では、ポテンシャルから離れるにつれて減少しo~こ近づく。更に、図 4 と密 5(a) を

比べると、ちょうど透過確率が増加し始め異常トンネル効果の振る舞いを示すエネルギー

領域において、準粒子カレントの増加が顕著になることがわかる。即ち、低エネルギー

のBogoliubovモードの準粒子力レント誌トンネルする過程においてポテンシャル障壁の

より多くの Bogoliubovモードがポテンシャル欝壁に入射しており、その手前で増加し、

ために Bogoliubovモードの透過確率が上昇し、異常トンネル効果が起きることになるむ

従って、異常トンネル効果はとの準粒子力レントの増加に起医しているととがわかった。

乙の準粒子カレントの振る舞いはポテンシャル障壁の形状によらないことが確認でき、ポ

円

i
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テンシャルが高くなるほどポテンシャル内部における準粒子カレントの増分ムJq(x= 0) 

は増加するG

次にこの準粒子カレントの増分がどこから供給されているかということが開題になる。

これを理解するためにまず Bogoliubov理論において粒子数保存期が破れていることを明

らか?こする。 (43)と(61)ヲ(62)より

マJ= ¥7. Js +乞判。j)+izsゎ (72) 

が得られる。 地方、 GP方程式(5)より ¥7.Js = 0が導かれ超流動涜密度はそれ自身で保

存するため、 (72)の右辺第一項は泊える。また(56)より (72)の右辺第3項も消える。こ

れより、 Bogol凶 ovモードが勃起され〈αJαj)チGぅ為チ0となる場合同まマ .Jチ0と

なり全力レント密度が保存しない。従って、 Bogoliubov理論では粒子数保存期がみたさ

れていないということがわかった。このような矛盾が起きる理由は、 Bogoliubovモード

かち凝結体への影響 (back-reactionと呼ばれる)を無視したことにある。 GP方程式は、

ハミルトニアンを揺らぎ6ψ に関して展開しその 1次の係数から得られているため、凝縮

体曽。についての関じた方程式になっており、 Bogoliubovモードから凝縮体への影響は

完全に無視されている。そこで、 back-reactionを考慮に入れるとマ.J=Oが導け、粒

子数保存期が成り立つことを示そう。 back-reactionの効果はGP方程式を次のように修

正することにより取り入れる事ができる。

(ーネ+U仲併サ
(73)の左辺の最後の項を付け加えたわけだが、この項が励起された Bogoliubovモードか

ら譲縮体への影響を表していることは容易に見て取れる。その由来については後ほど議論

する。 (7めから凝縮体に関する連続の方程式を作ると

マJs= -2二Sj(α;がう (九)
3 

が得られ、これを(72)に代入するとマ .J=Oが導かれるc したがって、 back-reaction 

を考慮することにより全粒子数が保存することがわかったc

(73)において付け加えた左辺最後の項の由来について述べるo GP方程式を導くときに

はSψ についての3，4次の項を無視したが、有恕混度の場合など揺らぎの高次の効果を取

り入れる必要があるときに誌 3次の項を

6ψtðψ6ψ~ 2ndψ+1子1，dψ (75) 

一時一
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と平均場近似する [36ぅ 37]0ここで、元三 (8ψt8ψ)は非凝縮成分の密度を表し、?子Z三

(8ψ5ψ)は異常平均と呼ばれる量である。その結果、 GP方程式 (5)の左辺に 2g元言。+

gm曽5という項が付け加わる。長からの寄与は凝縮体の連続の方程式を変えないのでいま

は簡単のため無損するとして、 m からの寄与は

仲町 =-2g L Ujvj(α;αj) \Þ~ -9 L Ujvj巧ぅ (76) 

3 3 

となる。 (76)の右辺第一項呂は励起された Bogoliubovモードからの寄与を、第二項目は

quantum depletionからの寄与を表す。ここでは、 Bogoliubov励起から受ける凝縮体の

影響のみを取り入れたいので (76)の右辺第一項目だけを残すと (73)が得られるD

いまの 1次元的なトンネル問題の場合について (74)をx=-∞から zまで積分する

と(71)より

ムJs(x)+乞ムJJ(x)(αJαj)=9? (77) 

3 

が得られる。 (77)において準粒子カレントの増分ムJqとback甲reactionによる超流動涜

の増分ムみはお互い打ち消し合うことがわかる。つまり、これは準粒子力レントの増分

が凝縮体から供給されていることを意味しており、 Bogoliubovモードのソース Sの実体

は凝結体で、ある事がわかった。

函5(a)で示したように、 Bogoliubovモードの準粒子カレント Jq(x)は抵エネルギー

においてポテンシャル障壁の近傍で増加する。上の議論から、全力レントを保存するため

超流動流は準粒子カレントの増分を打ち治すように流れなくてはならないc したがって、

ポテンシャル障壁の近傍では準粒子力レントとは逆向きに超流動涜が涜れていることに

なる。最初の仮定では、凝縮体が基底状態にあり超流動流が流れていない状況における

Bogoliubovモードのトンネル関題を考えていたが、 Bogoliubovモードが異常トンネル効

果を示すときには、トンネルする Bogoliubovモードの back由reaction~こより超流動流が

誘起されることがわかった。

更に、この超流動涜が誘起される原因について考察する。いま、少数の Bogoliubov

モードが励起されている場合 ((αJαj)ごりを考えると、凝結体;にこおける b凶ackι時reac

の影響は非常に/づ小jト1さいと考えられる O そのため back-reactionを考慮しない場合の凝縮体

の波動関数を雪。(x)として、 back司reactionにより

雪。(x)→守o(x)♂θ(z)? (78) 

と凝縮体の波動関数が位椙O(x)だけ変化すると仮定する。一般に波動関数の振幅の変化

はより高次の補正となるため、この仮定は励起された Bogoliubovモードが少数で O(吟
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密6:Bogoliubovモードがトンネルすることにより生じた左右の凝縮体の位相差ゆ
をエネんギー Eの隠数として示して易る。低エネルギーになるにつれ、設相差φは
増大する。

が小さい限りは成り立つと考えられる。このとき、超流動流の変化分は

ηsδO(x) 
ムJs=一一士一ぅ

m ax 
(79) 

と与えられる。 (77)，(79)より、 back-reaction による凝縮体の位相のずれは準粒子力レ

ントを用いて

O(x) =-m写([00dx'叩2)ゆム (80) 

と表される。

割引b)に(80)を用いて計算したO(りの空間変化を示す。 Bogoliubovモードが1億ト

ンネルする場合を考え (α;αj)= 1としてある。図5(b)において、 O(x)はポテンシャル障

壁の議域で大きく変化し、左右の凝縮体に位相差争が生じていることがわかる。このイ立栢

差はトンネyしする Bogoliubovモードにより生じたものである。したがって、 Bogoliubov

モードが back申reaction~こより凝縮体の位相を捻るという性質を持つ事が明らかになっ

た9 密6に位根差ゆを BogoliubovモードのエネルギーEの捷数として示しであるむま

ず、低エネルギーになるほどやが増加することがわかるG これは、抵エネルギーになるほ

どBogoliubovモードが集罰励起としての性質を帯び、凝縮誌と強く結合するようになる

ことを反映していると考えられるc また、ポテンシャル障壌が高いほど抵エネルギーにお
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図7:トンネルする Bogoliubovモードにより誘起されたポテンシャルの領域におけ

る超涜動流ムJs(x=めを位梧差φの関数として示しである。抵エネルギーにおい
てムJs伊=0)がやに比例していることがわかる。 Cは各直線の額きを表す。

いてやは増加する。これは、ポテンシャル捧壁が高くなると左右の凝縮体の結合が弱ま

り、そのためトンネノしする Bogoliubovモードによって、より大きな左右の凝縮体の位相

差が生じることを表している。

ポテンシャル捧壁を隔てて凝縮体に位相差がある場合には Josephson効果が起きるこ

とが考えられ、従って、ポテンシャル樟壁の近傍で、誘起された超流動流ムJs(X)はこの凝

縮体の位相差に伴う Josephsonカレントと見なすことができる誌ずである。いま、位相

差φは凝縮体の粒子数No三 noVとしてφr-vl/Noのオーダーであるから、非需に小さ

く、そのため、 Josephsonカレントは

ムJs(x= 0) = IJsinct c:::: IJ仇 (81) 

となりやに比関しているはずである。ここでIJはJosephsonの臨界流老表す。このこと

を確かめるために、図 7~こ低エネルギーにおける誘起された超流動流ムJs(x = 0)を位

相差φの関数として示す。図9においてムJ三(x= 0)は確かにやに比例しており、した

がってムみはゆに伴う Josephsonカレントとみなすことができる。また、図 7の直隷の

傾きぐから、 Josephson臨界流も IJ= ((no/mc)と求めることができるc

以上の考察から得られた異常トンネル効果の物理的な措像をまとめると次のようにな

る。まず、入射された低エネルギーの Bogoliubovモードは、ポテンシャル誇援をトンネ

つ臼
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yしする過程で凝縮体の位相を捻り、ポテンシャル障援を橋てて凝縮体に位相差を生じさ

せる。この位相差に伴い Josephson効果が起き、 Josephsonカレントとして超流動涜が

誘起される。超流動流はポテンシャルの額域を、入射する Bogoliubovモードと反対方向

に流れる。そして、全カレントを保存するために Bogoliubovモードの準粒子カレントも

ポテンシャル障壁の近傍で増加する。その結果、 Bogoliubovモードの透過確率が増加し

異常トンネル効果が起きる。このように、異常トンネル効果は、低エネルギーにおいて

Bogoliubovモードと凝縮体が結合することにより生じることがわかった。

ここでは、粒子数保存をみたすように back由reactionによる補正を GP方程式に加え

Bogoliubov理論を修正したが、その擦、 back-reactionの効果を摂動的に扱っているこ

とに注意して廷しい。即ち、まず第 O近叡として GP方程式 (5)とBogoliubov:方程式

(8)ぅ(9)を解き、その解を用いて back-reactionによる凝縮体波動関数の補正 (80)を求め

た。また、 Bogoliubovモードが凝総体ヘ及ぼす影響は取り入れたが、 back-reactionによ

るBogoliubovモード自身への影響は無視した。つまり、 back-reactionを含んだ凝縮体

波動関数を用いて Bogoliubov方程式を解き直すことは行わなかった。これらの近似は全

て、いま考えているような競起している Bogoliubovモードの数が小さく back-reaction

の影響力ミ小さい場合には妥当であると考えられる。しかし、多数の Bogoliubovモードが

励起されていたり、有猿混度で揺らぎが大きい場合には上の近畝は成り立たず、このよ

うな場合を扱うためには Bogoliubovモードと凝縮体の閣の相互作用を selιconsistentに

扱った理論 [36，37]を用いる必要がある。しかし、そのような理論にはまだ問題点があり

発展途上である [37]ことを最後に指議しておきたい。

4 まとめと今後の課題

本穣では、ボース議縮体における Bogoliubovモードのトンネル笥題を解説し、低エネル

ギーの Bogoliubovモードが示す異常トンネル効果について紹介した。また、異誉トンネ

ル効果の起源について考察し、 Bogoliubovモードの準粒子カレントが抵エネルギーにお

いてポテンシャル障壁近傍で増加することにより、透過確率が抵エネルギーにいくにつれ

増加することを明らかにした。更に、凝縮体に対する Bogoliubovモードのback-reaction 

の効果を取り入れGP方程式を修正し、粒子数保存が成り立つように Bogoliubov理論を

修正した。これによって、 Bogoliubovモードがトンネルする過程で凝縮体の位棺を捻り、

ポテンシャル欝壌を爾てた左右の凝縮体に位相差が生じていることがわかった。そのた
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め、 Josephson効果が起き、超流動流が Bogoliubovモードとは反対向きに誘起されてい

ることを晃出した。

本稿では、低エネルギー領域における Bogoliubovモードの特徴的な振る舞い、部ち、

エネルギーが減少するに連れてポテンシャル障壁に対する透過確率が増加する事実に着

目し、異常トンネル効果の起諒について考察してきた。しかし、ここで得られた理解で

誌ゼロエネルギー極援における完全透過について捻満足に説明する事ができない。ゼロ

エネルギー極隈における完全透過については、これまで幾つかの論文で議論されている

[16， 22ヲ24J。文献 [16]では、 Bogoliubovモードの共鳴トンネルが異常トンネル効果の原

冨として挙げられているが、これについて筆者らが検討したところ [2司、共鳴トンネルと異

常トンネルが起きるときの波動関数の振る舞いに明らかな違いがあるため、両者は同ーの

現象とはみなすことはできず、否定的な結論が得られている。文献 [22]では、 Bogoliubov

方程式のゼロモード解が凝縮体言身の波動関数に一致することが完全透過のー留である

事が指摘されており、また、文献 [24)では、低エネルギーにおける Bogoliubovモードの

波動関数料，v)が超流動涜そ担う凝縮体の波動関数と一致することにより、 Bogoliubov

モード自身が抵エネルギーにおいて超流動性を獲得する可能J在について指揺されている。

本穏で得られた異常トンネル効果の物理的措橡とゼロエネルギーにおける完全透過に関す

るこれらの理解との融合は今後の大きな課題である。

また、本穣で指捕したように Bogoliubov理論は粒子数を保存しないという致命的な

欠揺をもっ。異常トンネル効果自身は Bogoliubov理論による掃結であり、このような

欠絡を持つ Bogoliubov理論の結果を信用して良いかは本当はわからない。従って今後、

Bogoliubov理論とは違う理論により異営トンネル効果を確かめることが強く望まれる。

これについて、 1次元の Tomonaga-L uttinger流体のポテンシャル樟壁に対する完全透過

[38]と異常トンネル効果との興味深い類似性が指掃されており [25]、再者の比較から異常

トンネル効果に対する新しい理解が得られる可能性がある。

これまで見て来たように、異常トンネル効果は BECの基礎的な物性に関わる大きな問

題であり、 BECの超涜動性などの理解のためにも更なる発展が望まれる。しかし、これ

までの異常トンネル効果に関する研究は全て理論サイドに怒られており、実験記より異常

トンネル効果を検証することは、研究の進展に必要不可欠であると思われる。今後、実験

家が異常トンネル効果に興味老持ちその検証に取り組むことを期待したい。

最後に、本解説は慶藤義塾大学の大橋洋士先生とともに行った共同研究の成果に基づく

ものであり、異常トンネル効果の物理的な解釈誌お互いにあらゆる角度から議論を尽くし
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た末にたどり着いたものである。この場を信りてこれまでの共同研究に対し大橋先生に深

く感謝します。また、段下一平氏誌異常トンネル効果の研究の先駆者であり、氏による

様々な有益な助言なしにはこのような研究はなし得なかったと考えており、深く感謝しま

す。また、有意義な議論をして演いた加藤雄介先生、栗原進先生、二国哲朗先生、井上慎

先生、FrancoDalfovo先生、上田正仁先生、鈴木徹先生、町田昌彦先生、上出健仁氏、余

越停彦氏、渡部昌平氏、高播大輔氏に感謝します。
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