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1 新たな問題提起とその背景

ここでは，すべての位相空間は空でない正則T1―空間とする。

先ずは， 2つの甚本的な慈数関数を述べておこう。任意の位相空間Xに対して，

e(X) = w・sup{IDI : DはXにおける discrete閉集合｝，

L(X) = w・min{,.,,: Xの任意の開被覆は濃度ぃ以下のある部分被覆をもつ｝

をそれぞれXのextentおよびリンデレーフ数とよぶ。

任意の位相空間Xに対して， e(X):::;L(X)は常に成り立つ。特に， Xがリンデ

レーフ空間とは， L(X)= wを満たすとき。

先ずは次の有名な定理から始めよう。

定理1.1(Arhangel'ski11969, [l]). もしリンデレーフ空間Xが第 1可算であるな
らば， Xの濃度は少以下となる。

位相空間Xで各点がらとは，任意の点 XEXで{x}がGiー集合となるとき。当

然，位相空間Xが第 1可算ならば，各点はらとなる。

定理1.1から次の自然な問題が提起された。

問題1(Ar hangel'ski!). リンデレーフ空間Xにおいて，各点がらならば， Xの濃
度は2w以下となるか？

問題1の否定的解決がShelahにより， 1977年に次のように与えられた。その結果

はよく引用されていたが，実際の出版は大幅に遅れた。
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定理1.2(Shelah 1977, see [10]). GCH(一般連続体仮説）が成り立つある ZFCのモ
デルにおいて，濃度W2のリンデレーフ空間Xで各点が伍となるものが存在する。

一般に， リンデレーフ空間の積空間がリンデレーフにならないことは，よく知ら

れている。実際，次の例をすぐに思いつく。

例1.3.Sorgenfrey直線Sに対して，次が成り立つ。
L(S x S) = e(S x S) = 2w > w = L(S) = e(S). 

これに対して，次の自然な問題が提起される。

問題2.リンデレーフ空間X,Yで， L(Xx Y) > 2wとなるものは存在するか？

この問題2はZFCにおいては，未だに未解決である。

しかし，問題2は問題1とも閲連して肯定的に無矛盾であることは知られており，

その研究は次のように発展してきた。ここで， CHは連続体仮説を表す。

定理1.4.CHが成り立つあるモデルにおいて， リンデレーフ空間X,Yで各点が
伍であり，次の条件を満たすものが存在する。

(1) e(X x Y) = (2テ＝吟 (Shelah1978 and Hajnal-Juhasz 1980, see [10], [3]), 

(2) e(X x Y) = 2w1であり， 2w1は2wに関わらず任意に大きくできる (Gorelic,

1994 [2]). 

最近では次の結果が示されている。

定理1.5(Usuba 2019, [11]). コーエン強制概念Cによるジェネリック拡大におい
て， min{;,,: 任意のリンデレーフ空間Xに対して， e(Xりこ叫が，最小可測基数

と一致する。

こうして問題2に対する考察は，上の定理に見られるように

位相空間論の基本的問題====}ZFCのモデルを構成して無矛盾性を証明

という方向で進展してきた。これは強制法なしでは，扱えない解決バターンである。

そこで，我々は上記のことを勘案して，

位相空間論の基本的問題====}位相空間論的に扱える問題に変形

というパターンにして，次の新しい問題を提起するに至った。

問題3.どのような位相空間X,Yに対して， e(Xx Y) = e(X)・e(Y)が成り立つか？

注意問題3においては，問題2が発端であることから， L(Xx Y) = L(X)・L(Y) 
を先に議論する方が自然である。しかし，積空間の被覆性研究の観点から，この形

の研究はあまり発展性がないように思える。
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2 順序数の部分空間による積空間の研究

順序数の部分空間による稜空間の研究は， 1992年に家本ー大田ー玉野 [7]によりその

正規性や可算パラコンパクト性の特徴付けの研究から始められた。一般の位相空間

による積空間にくらべて，かなり特殊な積空間だけに，左程長い期間の研究対象に

はならないように思えた。しかし、現在に至るまで30年近くに渡って研究され続け

てきた。それは特殊な積空間だけに、その世界でかなり予想外の結果を生じてきた

からかもしれない。

先ずは，順序数の部分空間を考えるとき，基本的な事柄から説明していこう。

順序数μに対して，μ=[O,μ)に通常の順序による位相を導入する。すなわち，任

意のaEμ に対して， aのμにおける近傍基を{((3, a] : -1 :S (3 < a}により与える。

これによって，μ は位相空間となる。

極限順序数入とその部分空間Aに対して， Aが入で非有界とは， supA=入とな

るときであり，そうでないとき， Aが入で有界という。

Ac入が入で定常的であるとは， Aが入での任意の非有界閉集合Cと交わるとき。

極限順序数μに対して，関数C:cf(μ)+ 1→ μ+lがa< (3ならばc(a)< c(f3)で
あり，任意の極限順序数'Y:S cf(μ)に対して c('Y)= sup{ c('Y') :'Y'<'Y}となり，さ
らに c(cf(μ)) =μ となるとき， cはμの標準関数であるという。任意の極限順序数

μに対して，μの標準関数は必ず存在する。

T2―空間Xが可算パラコンパクトであるとは，任意の可算開被覆がある局所有限

開細分をもつとき。

では，最初に証明された本稿に関係の深い次の結果を述べる。

定理2.1(家本大田玉野 1992,[7]). 順序数入+1の任意の部分空間A,Bに対して，
次は同値である。

(l) Ax Bは可算バラコンパクトである。

(2)任意のμ,V'.S入で，"'=cf(μ) = cf (v) > wかつ c―1(Anμ) n d-1(B n v)がk
で非定常的あるものに対して（ここで， cおよびdはそれぞれμおよびuの標準関

数とする），次のどれかが成り立つ：

(i)もし μ(/_Aかつ v(/_Bならば， Anμがμで非定常的かまたは

Bnvがvで非定常的となる。

(ii)もし μEAかつ Vtf_ Bならば， Anμがμで有界かまたは

Bnvがvで非定常的となる。

(iii)もし μff-Aかつ VEBならば， Anμがμで非定常的かまたは

Bnvがvで有界となる。

定理2.1の(2)の条件は極めて複雑であると感じられる。同じ論文に AxBの正

規性の必要十分条件も与えられているが，同様に複雑な条件である。
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3 長方形的積空間

任意の位相空間X,Yの積空間を XxYとする。その部分集合でPxQの形のも

のを， XxYの長方形という。特に， XxYの長方形PxQが閉長方形（コゼロ長

方形）であるとは， PおよびQがそれぞれXおよびYの閉集合（コゼロ集合）で

あるとき。

位相空間X,Yの禎空間XxYが長方形的 [9]であるとは， XxYの任意の有限

コゼロ被覆が，ぴー局所有限な細分でコゼロ長方形からなるものをもつとき。

この積空間に定義される概念は次元論から生まれたものであり，それを用いた定

理は次の通りである。これはそれまでの多くの結果を統一するものであった。

定理3.1(Pasynkov 1975, [9]). X, Yを完全正則空間とする。もしXxYが長方形
的ならば，不等式dim(Xx Y)::; dimX + dim Yが成り立つ。

しかし，この定理以外で有効な結果は，あまり見られなかった。ところが，順序

数の部分空間による積空間に関して，次の結果が証明された。

定理3.2(家本矢島 2007,[8]). 順序数の任意の部分空間A,Bに対して， AxBが
可算パラコンパクトである必要十分条件は，それが長方形的となることである。

しかし，この結果はAxBの長方形性と定理2.1の(2)の面倒な条件が，同値で

あることを証明することによって得られている。

順序数の部分空間を GO-空間や単調正規空間に拡張して論じるとき，可算パラコ

ンパクト性よりも長方形性を用いたほうが一般化しやすい。従って，今後は上記の

AxBの可算パラコンパクト性の代わりに，長方形性を用いることにする。

4 予想外の結果

一般に順序数入の部分空間Aを考えるとき， Aが入で定常的か否かに分けて考え

ていく。実際， Aが入で定常的のときには， Aに対して押し下げ補題を使って議論

を進める。そうでないときは， Aを有界部分集合による位相和で表せるという簡単

な構造になってしまう。

一方，順序数の部分空間の積空間AxBに関する証明は，論文 [6]に見られるよ

うにAxBが長方形的な場合と，そうでない場合に分けて証明していくことが有効

であることが分かってきた。

そこでまず手始めに，問題3を次のような特殊な場合から攻略していくことにした。

問題3*.順序数の任意の部分空間A,Bに対して，もし AxBが長方形的ならば，
等式e(Ax B) = e(A)・e(B)が成り立つか？
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実は，間題3*は定理2.1の(2)の条件を用いて場合分けして考えていけば，比較

的容易に肯定的であることを証明できる。そこで，残るは次の問題となる。

問題3**.順序数の任意の部分空間A,Bに対して，もし AxBが長方形的でない
とき，等式e(Ax B) = e(A)・e(B)が成り立つか？

ところで，問題3**はなかなか証明できなかった。実は長方形的でないどんなAxB

についても，成り立たないからである。すなわち，次の結果を証明するに至った。

定理4.1.弱到達不可能基数は存在しないと仮定する。順序数の任意の部分空間
A,Bに対して，次は同値である。

(a) Ax Bは長方形的である。

(b) Ax Bの任意の閉長方形A'xB'に対して，等式e(A'xB') = e(A')• e(B') 
が成り立つ。

定理4.1において，基数Kが弱到達不可能であるとは， Kが正則な非可算極限基数

であるときであり，その存在はZFCの中では証明できない。

公理的な仮定はあるものの，実際に定理4.1を利用する場合にはほぼ無視できる。

定理2.1の(2)の条件と比べて，はるかに簡単になっていることに注意してほしい。

さらに，次のような簡単な例がある。

例4.2.ある弱到達不可能基数 Kが存在すると仮定する。

ここで， A= "", B = { ""} U { a: + 1 : a: E ""}とおく。
このとき， AxBは長方形的ではないが， AxBの任意の閉長方形A'xB'に対

して，等式e(A'xB') = e(A')・e(B')が成り立つ。

例4.2によって，定理4.1の同値性はZFCから独立の命題であることが分かる。

5 GO空間や単調正規空間への一般化

まず，次の一般化のための関係を思い出してほしい。

順序数の部分空間===}GO—空間===}単調正規空間

===}族正規かつ可算パラコンパクト空間

空間Xが強族ハウスドルフとは， Xの任意の closeddiscrete subset Dに対して，

ある discreteな族{Ud:d ED}で，任意の dEDについていがdの開近傍である

ようなものが存在するとき。次の関係に注意せよ。

族正規かつ可算パラコンパクト===}expandable T3 ===}強族ハウスドルフ
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定理5.1.順序数の部分空間Aおよび族正規かつ可算パラコンパクト空間Yに対し

て，もしAxYが強族ハウスドルフかつ長力形的ならば，等式e(Ax Y) = e(A)• e(Y) 
が成り立つ。

定理5.1と[5,Theorem 8.18]から，直接に次を得る。

系5.2.順序数の部分空間 A および GO—空間 Y に対して，もし AxY が長方形的
ならば，等式e(Ax Y) = e(A)・e(Y)が成り立つ。

定理5.1と[5,Theorem 7.11]から，直接に次を得る。

系5.3.順序数の部分空間Aおよび単調正規空間Yに対して，もし AxYが正規
かつ長方形的ならば，等式e(Ax Y) = e(A)・e(Y)が成り立つ。
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