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対称群のスピン表現に対する Stanley指標公式

鹿児島大学大学院理工学研究科松本詔*1

Sho Matsumoto 

Graduate School of Science and Engineering, 

Kagoshima University 

RIMS共同研究（公開型）「表現論とその組合せ論的側面」令和元年 10月28日~10月31日

Stanley指標公式は，対称群の既約指標を明示的に表す公式の一つである.Piotr Sniady 

との共同研究 [10]において，それの「スピン版」，すなわちスピン表現の既約指標に対する

同様の公式を得ることができたので報告する．本稿は，次の 3つのことについて解説する．

• Stanley指標公式

• 対称群の既約指標とスピン既約指標の間の関係式を与え， Stanley指標公式のスピ

ン版を得る．

• Stanley指標公式およびそのスピン版は，マップの言葉で表すことができる．

1 Stanley指標公式

この章では Stanley指標公式について解説する．この公式は，特別な場合がStanleyに

より [14]で得られ，さらに一般の場合が [13]で予想された後， Feray[4]により証明され

たまた， Feray-Sniady[2]により別表示が得られている．これらの結果の概観を述べる．

1.1 既約指標の正規化

まずは基本用語の準備をする.Pnを自然数nの（整数）分割の全体とし， P= LJ~=O Pn 
を分割全体とする分割入 EPは

入＝（ふ，極...'ふ）， 入1~ 入2~... ~ 入l~1, 入iE Z>o 

と表す. lを分割入の長さといい，£(入）で表す. I入I:=I: し凸tを入のサイズという．
|入I=nは入 E丸と同じ意味である.0の（唯一の）分割は (0)と書くことにする．

分割は Young図形と同一視する．ただし本稿では Young図形は「フランス式」で描く

*1 shomcsci. kagoshima-u. ac. jp 本研究は基盤研究 (C)No.17K05281の助成を受けたものです．
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ことにする．例えば，分割入=(5, 3, 3, 1) E A2のYoung図形は

冒
となる．

n 次対称群 6n の既約指標値を x~(入， µE Pn)で表す．すなわち，分割入に対応する対

称群の（複素）既約表現の指標を x入で表し，それの分割μに対応する 6nの共役類にお

ける値を心で表す．よく知られているように， f入：=x佑
（） 
は既約表現の次元（次数）で

あり，型入の標準Young盤の個数に一致する．

定義 1.1(正規化された（線形）指標）. kを自然数とし， 7rE乃；とする．関数

Ch1r :P→Q 

を以下で定める．入 EPとし， n:=I入I2: kならば

入

Ch1r(入） =n(n-l)・・・(n-k+l)
X1ru(1n→) 
入・

X(1n) 

ただし， 7rLJ (ln-k) = (元，1r2,...'町(1r),1, 1, ... , 1)としたまた， I入I<kのときは
'~ ~ 

Ch1r(入） =0と定める．

例えば

Ch(o)(入） = 1, 

n-k 

Ch(l)(入） =I入l=L心 Chc2J (入）=L将一L(入；）2
j 

となることはよく知られている．ここで入；は入の Young図形の第j列の長さである．こ

のような既約指標の正規化Ch1r(入）は，対称群の漸近的表現論，ランダム Young図形の研

究などで好んで用いられる．例えば [6]を参照．

1.2 Stanley指標公式（入が長方形の場合）

Stanley指標公式を述べよう．まずは入が長方形 Young図形の場合を考える．すな

わち，

入 ~pxq,~(~~旦
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のときを扱う．

置換び E6kに対し， C(a)でぴのサイクルの全体を表す．例えば，サイクル分解表示で

び=(1327)(48)(59)(6) E的と表されたとき， C(a)= {(1327), (48), (59), (6)}で

ある．

分割 7r= (1r1, 1r2, ・ ・ ・, 町）€ 乃Cに対し，骰換W1rE 6kを

叫=(12 ... 1r1) (1r1 + l 1r1 +2 ... 1r1十四） ・・・ (1r1 + ... 十1r1-1... k) 

と定める.W1rはサイクル分解の型が Tである置換である．例えば， 7r= (4, 2, 2, 1) E Pg 

のとき，叫=(1234)(56)(78)(9) E 69となる．

定理 1.2(Stanley指標公式（入が長方形の場合）， [14]).7r E pkとする．任意の長方形

Young図形入 =pXqEPに対し，次の式が成り立つ．

Ch1r(P x q) = L (sgn叫 qlC(a1)lplC(び2)1.
び1,び2E6k
び1び2=w,,,.

ここで和は集合M(1r):= {(び1心） E 6k X年 I(J"心＝叫｝を走る．

例 1.3. (i) 1r = (2)のとき

Ch(2) (p X q) = q2p -qp2 

が成り立つ．実際，（び1,び2)= ((1)(2), (12))に対応する項がq2pであり， (0"1'び2)= 

((12), (1)(2))に対応する項が―qp2である．

(ii) 1r = (3)のとき
Ch(3) (p X q) = q3p -3q賛 +q炉+qp

が成り立つ．符号を除いた各項の対応は以下のようである．

び1 び2 q IC(び1)1p IC(a2)I び1 び2 q IC(a1)I p IC(び2)1

(1)(2)(3) (12 3) q3 p (23)(1) (13) (2) q2 p 2 

(12) (3) (23)(1) q2 p 2 (12 3) (1)(2)(3) qp 3 

(13) (2) (12) (3) q2 p 2 (13 2) (13 2) qp 

このように，入が長方形Young図形のときは， Ch1r(入）は明快な表示で表される．
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1.3 Stanley指標公式（入が一般の場合）

次に入が長方形Young図形に限らないときを考える．分割入は次のように表すことが

できる．

入=(q1, q1, ・ ・ ・, q1, q2, q2, ・ ・ ・, q2, ・ ・ ・ ・ ・ ・, _qm, qm, ・ ・ ・, qm) 
'~,, ~, 

Pl P2 P-m 

ここで Pi,% は正の整数で， q1~q2~ ・ ・ ・ ~qTn~1 とする ·q1 > q2 >・ ・ ・> qTnと

仮定すると上の表示は一意的になるが，我々はそれをしない．つまり， Pi,%は入から一

意的に決まるわけではないことに注意する・P= (pi,・・・,Prn), q = (qi,・・・, qrn)と書き，

入=pxqと表すことにする．これを分割入の (Stanleyの）長方形座標と呼ぼう．

例えば (2,4) X (5, 3)は， Young図形で見れば， (2X 5)ー長方形と (4X 3)ー長方形を合わ

せたもの

(2, 4) X (5, 3) ヽ`＇’’3
 ，
 

3
 ，
 

3
 ，
 

3
 ，
 

5
 ，
 

5
 

＇ー、＝
 ロ＝ 

である．

Stanley指標公式の一般の場合は次のように与えられる．

定理 1.4(Stanley指標公式（入が一般の場合）， Stanley[13], Feray [4]). 1r E Pkとし，分

割入 EPの長方形座標が PXq = (p1,P2, •••,Pm) X (qi, Q2, ・ ・ ・, Qm)で与えられている

とする．このとき次の式が成り立つ．

Ch1r(入）＝ L (sgna-1)心，a2(入）．
a1 ,a2E6k 
び1び2=w,.

ただし，

(1.1) Nび1,び2(入）＝
eD(a,)苔,•••• ,m) C月び,i"•hl)(』,)匹hl)

と定める．ここで和は，写像c.p:C(び2)→{1,2, ... ,m}全体を走る．（これをび2のサイク
ルの彩色と呼ぶ．）また① は，ゃから以下で定まる写像<t>: C(び1)→{1,2, ... ,m}である：

<I>(叫=max{cp(d) Id EC(叫， c1n d cf-0} (c1 EC(び1)).
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二つのサイクルc,dに対し， cnd-f-0とは，サイクル同士が共通の因子を持つことを意

味する．言い換えると， cとdがある同じ文字jE {1, 2, ... , k}を動かすことである．

例 1.5. (i)入が長方形の場合を再び考えよう．すなわち定理 1.4のm=lの場合であ

る．彩色 'P:C(び2)→{1,2, ... ,m}はcp(位） = 1 (Vc2 EC(叫）であり，よって
<I>(c1) = 1 (如 EC(び1))である．したがって，Nび1,び2(P1X q1) = qf(ai)IPiC(a2)I 
となり，定理 1.4は定理 1.2に帰着される．

(ii) 1r = (2)のとき

m m m 

Chc2i (P x q) =ど叶Piーとど砂PiPj
i=l i=l j=l 

が成り立つ．実際，

● び1= (1)(2), び=(12)のとき.r.p((12)) = iとすると， <I>((l))= <I>((2)) = i 

である．よって，Nび1ダJ入） = L::1 q'fpiとなる．
• 0"1 = (12), び2= (1)(2)のとき.r.p((l)) = i, r.p((2)) = jとすると， <I>((l2)) = 

iV j(:= max(i,j))である．よって，Nび1,び2(入）＝区：：1区7=1qiVjPiPjとなる．
(iii) 1r = (3)のとき

Ch(3)(P X q) = L叶Pi-3I:砂邸Pj+ L qmax(s,t,u)PsPtPu + L qiPi 
i,j s,t,u 

が成り立つ．実際，各項の対応は以下である．

び1 び2 Nび1,az{PX q) 
(1)(2)(3) (12 3) 兄 qypi

(12) (3) (2 3)(1) 江，jqi咽 iPiPj

(13) (2) (12) (3) 江，尺iV直iPiPj

(2 3)(1) (13) (2) 区，j佑VjqiPiPj

(12 3) (1)(2)(3) Ls,t,u qmax(s,t,u)PsPtPu 

(13 2) (13 2) 江 qiPi

1.4 Stanley指標公式 (N関数による表示）

Stanley指標公式は，別の形で表すことができる．次の言菜を導入しよう．まず，分割

入EPに対し，集合Y(入）を

Y(入） = {(x, y) E Z2 11 Syさ£(入）， 1さxさ入y}



63

と定める．これは入の Young図形をフランス式で描いたときの， Young図形の箱の座標

たちに他ならない．例えば，□ = {(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (1, 2), (2, 2), (1, 3)} 
ヽ~ マ 9 、. ~ ,、

1st row 2nd row 3rd row 

となる．

定義 1.6.び1,び2E 6知入 EPとする．彩色関数

ii: C(び1)→{1, 2, ... }, h: C(び2)→{1, 2, ... } 

を考える．彩色関数の組U1,h)が入に適合するとは，次の条件が成り立つときをいう：

釘 EC(u1), c2 E C(u2), c1 n c2 i-0 ⇒ (f1(c1),h(c叫） E Y(入）．

このような組(fi,f分の個数を Na1,a2 (入）で表す．

次が成り立つ．

補題 1.7.任意の の直 E6kと入 EPに対し， Nび1,び2(入） =N. び1,び2(入）である．ここで

心，ヮい）は (1.1)で定まる量である．

この補題と定理 1.4より，直ちに次がいえる．

定理 1.8(Stanley指標公式 (N関数による表示）， [2]).7r E pkとし，入 EPとする．こ

のとき次の式が成り立つ．

Ch1r(入） = L (sgnび1)Na1,び2(入）．
a1 ,a2E6k 
び1び2=w,,.

2 スピン Stanley指標公式

2.1 スピン指標

この章の目的は，定理 1.8の「スピン版」を与えることである．まず，いくつかの組合せ

論の用語を準備する．

分割 ~=(6,6,... ふ） EPは， (0でない）成分らがすべて異なるとき，すなわち

＆＞む>・・ ·>~l > 0となるとき，ストリクト (strict)であるという.Pれ内のストリク
トな分割全体を SPれで表し， SP=LJ'.;;'=0SPnとおく．
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次の 3 つの図のうち，左は分割~= (5, 4, 2, 1) E SP12のYoung図形（フランス式）で
ある．ストリクトな分割の場合は，通常のYoung図形の行をシフトして定まるシフト図形
を好んで用いる（図の具ん中）．またシフト図形とそれを折り返したものを貼り合わせて

できる，図の右のものを，くのダブル図形という．

□ 口 Im 
ストリクトな分割くに対し，くのダブル図形を（元の） Young図形にもつ分割μのことを，

くのダブル (double) といい， D(~) =μ で表す．例えば上の分割~= (5, 4, 2, 1) E SP12 

に対し， D(~) = (6, 6, 5, 5, 2) E P24である．本稿では，ストリクトな分割くに対してその

ダブル D(~) を中心に扱う．

分割 7r= (1r1, ... ,1r1) E Pは，全ての成分 'Triが奇数であるとき，奇数分割であるという．

丸内の奇数分割全体を OPnで表し， OP=LJ~=00Pn とおく．一般に ISPnl = IOP叫

となることはよく知られている．

2.2 スピン既約指標

既約指標値{xtI入,μE Pn}のスピン版

{X; I~Es冗， 7r E 0凡｝

を導入しよう．本来ならば表現を与えて指標を定義するべきだが，ここでは対称関数を用

いて導人する．

Macdonaldの本 [8]の書式に従って対称関数を用いる分割ッに対応する Newton幕

和関数をpツで表す．分割入に対応する Schur関数を s入で表す.pツを Schur関数（料）で

展開するとき，係数に既約指標値心が現れるのだった：

Pv = L x~ 奴 (vE冗）．
入EPn

この式の「スピン」のアナロジーを考える．ストリクトな分割lESPnに対応する Schur

R関数を Peで表す.7rが奇数分割のとき， P1rは SchurP-関数 (Pe)で展開できる．その

ときの係数をX;と定める．すなわち，

匹 =LX訊 (1rE 0凡）．
eESPn 
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量X店は対称群のスピン表現に関連しているのだが，ここでは表現論は直接必要ではない

ので，詳細は書略する例えば [7]を参照されたい．

定義 1.1のスピン版を，以下のように定める．

定義 2.1(正規化されたスピン指標）. kを自然数とし， 1rE OPkとする．このとき関数

Ch;in: SP→ Q 

を以下で定める.~ESP とし， n := 1~12". kならば

xe 
Ch戸(~)=n(n-1) ・・・ (n-k+l) . 

如」(1n-k)

xe 
(ln) 

また， l~I < k のとき Ch;in(~) = 0と定める．

2.3 Linear vs Spin 

線形指標Ch1rとスピン指標 Ch;inは，次のような関係式がある．ストリクトな分割く

に対し， D(~) でそのダブルを表すのだった．

定理 2.2([101). ~ESP とする．任紅の奇数 k = 1,3,5, ... に対し，

(2.1) C恥(D(t;))= 2Ch戸(t;).

が成り立つ．より一般に，任意の奇数分割 1r= (1r1, 1r2, ... , 1r1) E OPに対し，

(2.2) Ch1r(D(~)) = L Ch霊(~)Ch; 戸(~),
Sc{l,2, …，l} 

が成り立つ．ここで， 8={釘＜む<・ ・ ・< ir}に対して n(S)= (ni1,7ri2, ... ,niJとお

いた．

例 2.3.

1 
2 Ch(1r1,1「2,1r3)(D(~)) = Chc~~~1r2,1r3) (~) + Chc~~~1r2) (~) Chisin(~) 

+ Ch(~~~1r3)(~) Ch~in(~) + Ch(~~~1r3)(~) Chtn(~)-

定理 2.2の証明の概略.A=  AIQIを対称関数全体のなす Q上の代数とする．これは幕

和関数 {prIr= 1,2,3, ... }で生成される．またrを，奇数番Hの幕和関数 {prI r = 
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1, 3, 5, ... }で生成される Aの部分代数とする.Schur関数の族{s入I入EP}はAの枯底

をなし， SchurQ-関数の族{Q{I l ESP}はrの基底をなす．
代数の準同型¢:A→rを

<P(P2r-d = 2p2r-l, efJ(P2r) = 0, (r=l,2,3, ...) 

で定める．このとき ~ESP に対し， D(~) に対応する Schur 関数 SD({) の像は

(2.3) ¢(sn(o) = 2―£({) (依）2

となる ([8,III-8, Ex. 101). 

一方， A,rそれぞれにおいて，以下の等式が成り立つ．

料=Lz;1心Pn:, Q~=L匹）z,_;-1X訊．
7「 V 

これらの等式を (2.3)に代入すると，

羞各＼鰐2年）四 ~2―殿）（星匹）z;'巧p")
2 

となる．両辺のPnの係数を比較することで，定理の主張が得られる． 口

一般に対称群のスピン表現の理論は線形の場合とパラレルな議論となるが，より複雑に

なる．例えば，親しみやすい Schur関数s入に対してもう少しとつつきにくい SchurQ—関

数依が必要であるし，表現の構成に至ってはスーパー代数 (super-algebra)を考えるな

ど，複雑化する．にもかかわらず定理 2.2は，線形指標Chvとスピン指標Chiinの直接的

な関係式を与えている．これは驚くべきことではないだろうか？ また，このような簡明

な等式であるにも関わらず，これまで（おそらく）知られていなかったことも意外である．

定理 2.2の式は逆に解くことができる．すなわち，スピン指標Chiinを線形指標により

表すことができる．

定理 2.4([101). k 2'. 1, 1r E OPkとする．任意の!;ESPに対し，次の等式が成り立つ．

Chi喰） = L(-1)111-1(2111 -3)!! ・2―III II Ch1r(b)(D(t;)). 
bEI 

ここで，和は {1,2, ... , £(1r)}の集合分割I全体を走る.Iハは集合分割 Iのブロックの個

数で，また (-1)!!= 1と定める．
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例 2.5.記号を簡略化して，d丘(():= 2―1 Ch1r(D(())と古く．

Ch悶に，巧） (~) =贔1r1,1r2,1ra)(~) —贔1r1,1r2)(~). 6h;:(~) 

—贔1r1'巧）に） . a;_7r2に）一品(1r2'巧）(0・ 面1r1(()
+3・ ⑮ 1r1(~). ⑮叫~).ほ7r3((). 

2.4 Stanley指標公式のスピン版

定理 2.4によると，スピン指標Ch;inの性質を，線形指標C比の性質から導くことが

できる．次の定理はそのようにして定理 1.8から容易に得られる．

定理 2.6(スピン Stanley指標公式 [10]).kの奇数分割 7rE OPkと任意のストリクト分

割lESPに対し，次が成り立つ．

Ch;in(l) = L 
び1,び2E6k
び1u2=w,,,.

1 
2lu1V叫 (sgnび1)Nu1,び2(D(t)).

ここで加 Vu叫は，び1,び2で生成される 6kの部分群〈び1,び2〉の軌道の個数を表す．

注意 2.7. (i)これ以外にも，定狸 2.4はスピン指標に対する多くのことを線形指標か

ら引き出してくれる例えばランダム・ストリクト分割などの確率論的側面を，こ

の研究の続編の [11]で与えている．

(ii)他にもいくつかのタイプの Stanley指標公式が得られている. Gelfandペア

(62n, Hn) (Hnは超八面体群）に対する帯球関数，すなわち zonalpolynomialに

対する類似物は [5]で得られているより一般化した Jack指標 ・Jack関数に対す

るStanely指標公式は，部分的な結果が[1]などで得られているが，完全な形は未解

決である．

(iii)線形指標 Chk(入）を自由キュムラント凡（入）で表した表示式を， Kerov多項式と

いう.Kerov多項式と Stanley指標公式は密接な関係にあり， Feray[3]はこの関

係を利用して Kerov多項式の係数が全て非負撒数であること (Kerov'spositivity 

conjecture)を示した.Kerov多項式のスピン版（の候補）は，以前の講究録 [9]で

報告している．
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図1 (左）トーラス 81Xゞ上に描かれたマップ．狽点が2つ，辺が3つ，面が1つ

ある．左の正方形の辺を，矢印の向きが合うように貼り合わせると出来上がる． （右）

これもトーラスの上に描かれたグラフではあるが，これはマップではない．

3 スピン Stanley指標公式とマップ

Stanley指標公式（定理 1.8)はマップの言葉で記述することができる．スピン Stanley

指標公式（定理 2.6)も同様の表示があり，この章ではそれを報告する．

3.1 マップ

マップ M=(g,~) とは，閉曲面〗の上に描かれた有限無向グラフ g = (V,E)で，次の

条件を満たすものをいう： 「Eをgの辺で切った領域の各連結成分が，開円板と同相にな

る」．この開円板と同相な各連結成分を，マップM の面と呼ぶ

以下gは二部グラフとする．すなわち，頂点集合Vが二つの集合の非交和 V= v;。uv.
で構成され，辺は必ずv。の元（白い頂点）と v.の元（黒い頂点）を結ぶものとする．こ
のときマップM を二部マップという．図 1の左のものは二部マップである．

次の定義は，定義 1.6の類似である．

定義 3.1.M = (g,~) を二部マップとする．頂点集合を V = v;。LJv. と表す．彩色関数

Ji: v;。→{1, 2, ... }, h: v. → {1,2, ... } 

を考える．彩色関数の組(fぃh)が分割入 EPに適合するとは，次の条件が成り立つとき

をいう：

釘 Ev';。,V2 EV., V1と四が辺でつながっている ===} U1(vi)ふ（四）） E Y(入）．

このような組U1,h)の個数を NM(入）で表す．
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3.2 1r-polygons 

さて，我々がここで扱う二部マップを説明しよう．

分割 7rE乃3をとる．次のような多角形の族を 1r-polygonsと呼ぶ．具体例で説明する．

1r = (3, 3, 2, 1) E Pgを考えると，図 2が1r-polygonsである．まず， (2町）ー角形， (2四）ー

角形，．．．を用意する.1r = (3, 3, 2, 1)のときは， 6角形， 6角形， 4角形， 2角形である．

各 (2巧）ー角形の頂点は，交互に「白い頂点」と「黒い頂点」になっている．そして多角形

の辺に， 1,1*,2,2*,... ,k,k* (k = l1rl)というラベルをつける．ラベルの付け方は，まず

初めに (21ri)ー角形の白い頂点を一つ選び，そこから時計回りで辺に 1,1 *, 2, 2*, ... , 町，吋

とラベルをつける．次に隣の (2乃）—角形の白い頂点を一つ選び，そこから時計回りに

(1r1 + 1), (1r1 + 1)*, ...'(元＋叫， (1r1+四）＊とラベルをつける．これを繰り返す．この
ようにしてできたものが 1r-polygonsである．

さて， Jr-polygonsを一つ固定する．辺の集合 {1,1 *, 2, 2*, ... , k, k*}の完全マッチング

P = {{p1,P吐{p3,p4},・ ・ ・, {P2k-l,P叫｝を任意にとる．そして pの各ペア {P2j-l,P叫

に対して 1r-polygonsの対応する辺を，辺の両端の点の色（白／黒）が合う向きに貼り合わ

せる（同一視する）．すると， 1r-polygonsの各多角形を面とする二部マップが出来上がる．

このようにして構成してできる二部マップ全体をぶiけ）で表す．
個数 IM(1r)Iは2k点の完全マッチングの個数に一致するので， 1ぶiけ）I = (2k -1)!! で
あるまた， MEぶ炉）の辺集合E と面集合Fに対して,IEI = l1rl = k, IFI =£(1r)と

なる．

M(1r)に属するマップは，例えば図 3や図 4のようになる．このように，出来上がった

マップは，球面のような向き付け可能な閉曲面の上のグラフになったり，射影平面のよう

な向き付け不可能な閉曲面の上のグラフになったりする．これらをそれぞれ向き付け可能

なマップ，向き付け不可能なマップと呼ぶ．なお，閉曲面〗が連結でない場合は， S のすべ

ての連結成分が向き付け可能な場合に， M は向き付け可能なマップと呼ぶ Mけ）に属す
るマップのうち，向き付け可能なマップの全体を Mspin(1r)と表そう．

ようやく準備ができたスピン Stanley指標公式（定理 2.6)をマップの言葉で記す．

定理 3.2([101). 1r E OPk, I; ESPとする．このとき次が成り立つ．

2£(1r)・Ch戸(1;)= L (一1t-1v;。(M)INM(D(E;)).
MEMspm(1r) 

ここで IV。(M)IはマップM の白い頂点の個数である．
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□ . ,•Og 
8
 

図2 (3, 3, 2, 1)-polygons 

,-o, 2・0 2→ sphere 

図3 1r = (1, 1)とする.1r-polygonsを，完全マッチングp= {{1,2},{1*,2*}}によ
り辺を貼り合わせると，出来上がった二部マップは球面上のマップになる.IVc。I=1, 
IV-I = 1, IEI = 2, IFI = 2となる．ただし， FはマップM の面の集合である．

注意 3.3.線形Stanley指標公式定理 1.8のマップによる表示は， Sniady[12]により与え

られている.1rE冗として， 1r-polygonsを考える．上の説明では， 1r-polygonsの辺集合

{l,1*,2,2*, ... ,k,k*}の完全マッチングJ:l= { {p1,P2}, {p3,p4}, ・ ・ ・, {P2k-1,P2k}}を考

えたここで完全マッチングを次の形のものに制限して考える．

lJ = { { i1, 1 *}, { i2, 2*}, ... , { ik, k*}}, (i1,i2, ... ,ikは1,2, ... , kの順列）．

これらの形の完全マッチングに対応する辺の貼り合わせでできるマップ全体を M(n)で

表す.M(n)に属するマップは，常に向き付け可能となる．このとき（線形）Stanley指標

公式（定理 1.8)は

Ch心）＝ど (-1t-1v;。(M)I知（入）

MEM(1r) 

と書き換えることができる．

（入 EP) 
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口＊一
projective plane 

図4 1r = (2)とする.1r-polygon(s)を，完全マッチングp= {{1,2},{1*,2*}}で辺
を貼り合わせると，出来上がった二部マップは射影平面の上のマップになる.IVol = 1, 
IV• I = 1, IEI = 2, IFI = 1となる．
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