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パラメータ付きイデアルの根基計算の実装

On the radical of a polynomial ideal with parameters 
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Abstract 

An algorithm for computing a radical of a parametric polynomial ideal is considered in the con-

text of symbolic computation. The basic strategy for the computation is to reduce the problem to 

the zero-dimensional case by means of the extension/contraction method and its connection with 
comprehensive Grabner systems. It is shown that Nabeshima-Tajime method, for computing some 
generic property of parametric systems, powerfully works. 

1 はじめに

本研究では．パラメータ付き多項式イデアルの根墓の生成元を計算する計算法を確立するとともに，計算機

代数システムRisa/Asir上に実装する．パラメータを含まない通常の多項式イデアルの根基の生成元を計算す

るアルゴリズムとして Gianni-Trager-Zachar函 [3]が導出した方法が知られており． Becker-Weispfenning[!] 

において詳細が述べられている．しかし．パラメータ付き多項式イデアルの根基の生成元を計算する方法

はまだ確立されていない．そこで本研究では前述の Gianni-Trager-Zachari邸 [3]の計算手法をパラメータ

付きイデアルに拡張することで．パラメータ付きイデアルの根基の生成元の計算する手法を確立し，計算

代数システムヘの実装を行なった．拡張にあたって．まず計算対象のイデアルがゼロ次元である場合につい

てパラメータ付きイデアルヘの拡張を行う．その後．ゼロ次元でないイデアルの場合を扱う．

2 準備

kを体とし， LをK を含む代数的閉体とする． X = {Xい..,,Xn},A=  {A1,,.,,Am}を変数とし

XnA/=0とする． pp(X),pp(A), pp(A, X)をそれぞれ X の項 (powerproduct)の集合， Aの項の集合，

AUXの項の集合とする． Nを0を含む自然数の集合， Qを有理数体， Cを複素数体とする．多項式fEK[X]

に対して，《「を fの無平方部分とする． pp(A)における項順序を --<A, pp(X)における項順序を --<xと

し， K[Al[X]:= (K[A])[X]を多項式環K[A]を係数ドメインとする多項式環とする．

f E K[Al[X]のとき項順序 --<xに関して fの先頭項 (leadingpower product)，先頭係数 (leadingcoef-

ficient)，先頭単項 (leadingmonomial)をそれぞれlppx(J),lex(!), lmx(J)とする．多項式fをK[A,X]
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の元とみなす場合には，項順序 -<A,Xに閲して fの先頭項 (leadingpower product)，先頭係数 (leading

coefficient)，先頭単項(leadingmonomial)をそれぞれlppA,xU),lcA,x(f), lmA,x(f)とする．

FをK[Al[X]の多項式の集合とする．このとき lcx(F)= {lex(!) : f E F}, lppx(F) = {lPPxU) : 

fEF}とし， FをK[A,X]の多項式の集合とするとき， lcA,x(F)= {lcA,x(f) : f E F}, lPPA,x(F) = 

{lPPA,xU): f E F}とする．任意の元aELmに対して，特化準同型写像(specializationhomomorphism)(J"a: 

K[A]→Lを定義する．この写像は自然な拡張として (J"a:K[A][X]→L[X]と考えることもできる．この
ときのイデアルIc:;; K[Al[X]のバこよる像はび(I):=｛び(f):f EI}<:;;L[X]である．

f1,．．．，fk c k[A] に対して， fい..ぷで定義されるアフィン代数多様体を VL(fl,··•,fk) と定義する．つ

まり， VL(f1,..,,fk)= {a E Lm: fi(a) =... = f虚） ＝O}となる．また， E,NcK[A]に対して，本稿で

は，代数的構成可能集合VL(E)¥VL(N)を， Aや凶， At(1さiさt)または， JIB,膨，恥 (1::;jさr)などでよく

表す． Rを単位元を持つ可換環としたとき， fi,...,fkERに対して〈Ji,...,f砂：＝｛立h』 :h1,...,hk E 
i=l 

叫とする．また， K[X]のイデアルIとJに対し， IとJのイデアル商はI: J = {f E K[X] : f J C I} 

であり，飽和イデアルはI: J00 = {f E K[X]：ある sENについて， fJSC I}である．

定義 1（包括的グレブナー基底系）

FをK[Al[X]の有限部分集合，釦，．．．，釦をLm上の代数的構近集合， G1,...,GzをK[Al[X]の有限部分

集合とし，ぺを pp(X)の項順序とする．このとき，ペアの有限部分集合g= ｛（釦，G1)，...，（釦，Gり｝が

〈F〉のぺに関する u;=1Ai上の包括的グレブナー基底系 (CGS)であるとは，以下をみたすときである．

• Ai n Ai i= 0, 
•各 i E {1,..., l}に対して，任意のiiEムと任意のgEGiにおいて， lppx(g)= lppx((J"a(g)）かつ
咋 (Gi)は〈(J"a(F)〉のぺに関するグレブナー基底となる．

このとき，（ふ，Ci)をセグメントといい， u;=l人＝ Lmのとき，単に〈F〉のぺに関する包括的グレブ

ナー基底系という．

包括的グレブナー拮底系を計算するアルゴリズムは論文 [5]で紹介されており，計算機代数システム

Risa/ Asir [7]に実装されている．

3 パラメータ付きイデアルの計算ツール

ここでは，パラメータ付きイデアルの根拮の生成元の計算で必要となるツールを構成する．ここで紹介す

るすべてのアルゴリズムは著者により計算機代数システムRisa/Asirに実装されている．

3.1 パラメータ付きイデアルの次元判定

パラメータ付きイデアルの次元判定のアルゴリズムを紹介する．包括的グレブナー基底系と極大独立集

合を用いることで，各条件に対する〈F〉の次元を判定できる．

アルゴリズム 1（パラメータ付き多項式イデアルの次元判定）

Specification:PARA_ZIG EN (A, F) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合．

出力： Z=｛（釦，凡），．．．，（Ar,凡）｝，N= {(lR1,A),...,（恥，凡）｝， W = {(A~, G1),...,（糾，Gり｝： 1:<::: 
i :<::: r, Va E Aiのとき，〈びa(H,)〉の次元はゼロ． 1:<; j :<; /i,, Vb E恥のとき，四(Pl)〉の次元はゼロで

はない． 1:<::: k :<:: r', Va E外のとき， cE糾のとき，仇（G砂〉は properイデアルではない．ただし，

A=（U:＝1ん）u（Uし土）u(U~~l 絨）である．
BEGIN 
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Step 1:〈F〉を全次数項順序でA上の包括的グレブナー拮底系g=｛（釦，G1)，．．．，（釦，Gり｝を計算；

Step 2: Z = {(A,G) E g:〈lppx(G)〉を法とする極大独立集合が0};

END 

N={(A,G)EQ:〈lppx(G)〉を法とすW極大独立集合が0でない｝；
W = {(A, G) E Q: G = {O}もしくは lppx(G)= {1}}; 

3.2 パラメータ付き多項式の無平方部分の計算

擬除算を用いることで，パラメータ付きー変数多項式の無平方部分を計算することができる．

アルゴリズム 2（パラメータ付きー変数多項式の無平方部分）

Specification:GIZYOZAN(A, fx,,ふ）

入力： AcL叫 fx,:K[Al[X,]の多項式， X;EX.

出力： P={（釦，小），．．．，（心gr)}： Vd Cん（1'.S:i'.S: r)，びa(9,)は四(fx)の無平方部分となる．ただし

A=U~ ふである．i=l 

BEGIN 

P←0; g←〈fx,,8fx)8Xりの包括的グレブナー韮底系；
while g i= 0 do 
偽',G'）← gから (A',G'）をとる； g←い{(A',G')}; g'← G'から g'をとる；

gx，← （lex, (g')deg(fx,)-deg(g')+l f x,) / g'; p←PU{(A',gxJ} 

end-while 

return P; 

END 

3.3 有理関数体上の包括的グレブナー基底系

ここではUをXの部分集合とし， K(U)をK(U)を含む代数的閉体， Aをパラメータとする．このとき，

K(U)上での〈F〉の包括的グレブナー基底系を以下のように定義する．

定義 2

Fを(K(U)[A])[X]の有限部分集合とし，釦，．．．，ArをK(U)mJ::の代数的構造集合とする． G1,...,Grを

K(U)[Al[X]の有限部分集合とする．ぺをpp(X)の項順序とする．ペアの集合g=｛（釦，Gi),...,(An Gサ｝

が次を満たすとき， gを〈F〉のぺに関するu:＝1釦上の包括的グレブナー基底系という．
• i=I= j,A, n AJ = 0, 
•各 i E {l,...,r}に対して，任意のaEA;と任意のgEG;において， lppx(g)= lppx(aa(9)）かつ
咋 (Gi)は〈四(F)〉のぺに関するグレブナー基底となる．

定義2は，通常の包括的グレブナー拮底系計算アルゴリズムで計算可能である．

3.4 パラメータ付き多項式イデアルの共通部分

パラメータ付き多項式イデアルの共通部分を計算する方法について紹介する．新しい変数tを用いてグレ

ブナー基底を計算することで， 2つの多項式イデアルの共通部分を求めることができる．（［2])

定理 3

I=〈fi,...,fr〉と J=〈91,・ ・ ・, 9s〉を K[X]のイデアルとし， tを新しい変数とする． K[X,t]のイデアル

〈tfi,...,tfr, (1 -t)g1,..., (1 -t)g,〉のX≪ tとなるブロック順序に関するグレブナー基底を Gとする．
このとき， GnK[X]はInJの基底となる．
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包括的グレブナー基底系を用いることにより，パラメータ付きイデアルに拡張できる．

アルゴリズム 3（パラメータ付き多項式イデアルの共通部分）

Specification:PARA_INTERSECTION(A, F, G) 

入力： AcL叫 F,G:K[Al[X]の有限部分集合．

出力：冗＝ ｛（釦，伍），（知，G砂，．．．，（幻，切）｝ ： Vd E Atのとき，〈a-a(F)〉n〈a-a(G)〉＝〈a-a(G』〉，ただし，

1 :Si豆であり， A=U;=lAiである．

BEGIN 

R←0; --<←新しい変数をtとし， X≪tとなるブロック項順序；

g ←〈{tj : f E F} U {(1 -t)g : g E G}〉cK[A][X,t]のぺに関する包括的グレブナー基底系；

while g-# 0 do 
(A',G'）←gから (A',G'）をとる； g←い{(A',G')}; R←RU {(A', G'n K[Al[X])}; 

end-while 

return R; 

END 

定理3を用いることで，上のアルゴリズムで包括的グレブナー韮底系gの各セグメント毎に， tを変数に

もつ多項式を除くことができる．したがって，このアルゴリズムによりパラメータ付き多項式イデアルの共

通部分は計算することができる．

3.5 パラメータ付き多項式イデアルの最小公倍元の計算

パラメータ付き多項式イデアルの最小公倍元を計算する方法について紹介する．通常の多項式イデアル

に対しての最小公倍元の計算方法として『f,gE K[X]とする．このとき，〈fい〈g〉=〈lcm{f,g}〉となる』

ことが知られている．アルゴリズム 3を用いることで，これをパラメータ付き多項式の場合に拡張するこ

とができる．

アルゴリズム 4（パラメータ付き多項式イデアルの最小公倍元）

Specification:PARA_LCM(A, F) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合．

出力： ｛（釦，｛fl}），（且{f叶），．．．，（心{ft}）｝ ： Vd E A，のとき， lcm{aa(F)}＝びaUi）となる．ただし

1 ::::; i::::; Cであり． A=U;=l釦である．

BEGIN 

g ←0; f← Fから fをとる； F←F ¥ {!}; 1i← {(A, {f})}; 
while F # 0 do 
g← Fから gをとる； F←F ¥ {g}; 

while 1{ # 0 do 

（且{f'｝)← 1{から（且{f'｝）をとる；甘← 1{¥{（且{f'｝）｝；
£←PARA_INTERECTION(A', {!'}, {g}); g←gu£ 
end-while 

H←g; 
end-while 

return 1i; 

END 
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Fの各要素について共通部分を計算することで， Fの最小公倍元を計算することができる．したがって，

このアルゴリズムによりパラメータ付き多項式イデアルの最小公倍元を計算することができる．

3.6 パラメータ付き多項式イデアルの飽和

パラメータ付き多項式イデアルの飽和を計算する手法について述べる．まず，通常のイデアルに対する飽

和の計算方法として以下が知られている．

定理 4

l=〈Ji,...,fs〉をK[X]のイデアルとし， fEK[X]を固定する． tを新しい変数とし， J=〈fi,..,,fs,1-
tf〉cK[X,t]とおく．このとき， l:f(X)=JnK[X]となる．

この定理をパラメータ付き多項式イデアルに対し拡張する．

アルゴリズム 5（パラメータ付き多項式イデアルの飽和）

Specification:PARA_SAT(A, F, f) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合， f:K[Al[X]の多項式．

出力：〈F〉と fのA上の〈F〉:Jooの包括的グレブナー基底系R.
BEGIN 

冗←0;--<←新しい変数tについて， X≪ tとなるブロック順序；
g←〈FU{1-tf}〉cK[A][X,t]のぺに関する包括的グレブナー彗底系；
while g i= 0 do 
偽',G'）←gから (A',G'）をとる； g←い{(A',G')}; R←Ru {(A', G'n K[Al[X])}; 

end-while 

return R; 

END 

定理4を用いることで，上記のアルゴリズムで〈FU{1-tf}〉の包括的グレブナー基底系gの各セグメ
ント毎に， tを変数にもつ多項式を除くことができる．したがって，上記のアルゴリズムによりパラメータ

付き多項式イデアルの飽和は計算することができる．

4 パラメータを含まないイデアルの根基

パラメータを含まない多項式イデアルの根基の生成元の計算について述べる．

定義 5

FをK[X]の多項式集合とする．このとき，集合{fE K[X] Iある sENについて，f8C〈F)}を〈F〉の根

基とし，《ぴ〗と定義する．

この多項式イデアルの根基を計算する手法については， Becker-Weispfenning[1]の8章に述べられてい

る．また，本稿の研究対象であるパラメータ付きイデアルに対する根基を次のように定義する．

定義 6（パラメータ付き根基）

FをK[A][X]の有限部分集合とし，釦，．．．，釦 CL叫 G1,G2,..., Gz c K[Al[X]とする．ペアの集合

R=｛（釦，G1)，．．．，（釦，Gz)}が以下を満たすとき， Rを〈F〉のUいふ上のパラメータ付き根墓と呼ぶ
•ふ n 釣＝ 0.(i=Jj)

•各 i(l'.'::: i'.'::: l)に対して，任意のaE Ai, O"a(G』がv万□ア汀の韮底となる．
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例 1

l=〈ax2砂 (x+ y)りとする．このとき x,yを主変数， aをパラメータとすると，パラメータ付き根基は

R = {(Vc(a), {x + y}), (C ¥ Vc(a), {x, y}）｝である．つまり， a=OのときVIの生成元は {x+y}となり，
a =J 0のとき《Iの生成元は {x,y}となる．

4.1 ゼロ次元の場合

ゼロ次元のイデアルに対し，以下の定理によって根基の生成元が計算できる．

定理 7（ゼロ次元イデアルの根基）

kを完全体， Fを〈F〉がゼロ次元イデアルとなる K[X]の多項式の集合とする． 1:::;i:::; nについて， f;を
〈F〉 nK[X,］の一意な最小次数モニック多項式， g; を f; の無平方部分とすると，《T〗＝〈FU{g1,...,gn} 〉
となる．

これより，ゼロ次元のイデアルに対する根基計算アルゴリズムは以下のように構成できる．

アルゴリズム 6（ゼロ次元イデアルの根基）

Specifi.cation:ZRADICAL{F) 

入力： F:〈F〉がゼロ次元イデアルとなる K[X]の有限部分集合．

出力：《び予り有限基底

BEGIN 

G ← F・
for i = 1 to n do 

fxi ←〈F〉nK[X,］の最小次数のモニック生成元； gxi ←fxiの無平方部分； G←Gu {gx,}; 

end-for 

returnG; 

END 

このアルゴリズムを包括的グレブナー拮底系を用いることにより，次のようにパラメータ付きイデアルに拡

張した．無平方部分の計算には 3.2の擬除算を用いた．

アルゴリズム 7（ゼロ次元イデアルのパラメータ付き根基）

Specification:P ARAZERO (A, F, N) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合， A上で〈F〉はゼロ次元， NEN.

出力： N=lのとき〈F〉の A上のパラメータ付き根基z.
BEGIN 

if N = n + I then return { (A, F) }; end-if 
Z←0; g←消去順序で〈F〉nK[XN]のA上の包括的グレブナー拮底系を計算
while g =/ 0 do 
(A',G'）←gから (A',G'）をとる； g←g ¥ {(A', G')}; g’ ←G'nK[Al[X刈
B←アルゴリズム 2を用いて g'のパラメータ付き無平方部分を計算；

while B =/ 0 do 
(JIB, b)←Bから（匝，b）をとる； B←B ¥ {(JIB, b)}; Z←PARAZERO(JIB,FU {b},N + 1) U Z; 

end-while 

end-while 
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returnZ; 

END 

例 2

a,bをパラメータ， x,yを変数とする．女，yをy--<X となる次数付き逆辞書式項順序とする． F=｛丑＋

axy,x炉— bx+y} C Q[a, bl[x, y]とする．〈F)のくに関する包括的グレブナー基底系gを計算する．

Q = {(IC2 ¥ Vc(a), {bx+ ay3 -y,丑 -a2炉，yx+ayり），（Vc(a)¥ Vc(b), {y生bx-y}), (V c(a, b), { x汽y})}.

このとき，すべてのセグメントはゼロ次元となるので，これらのセグメントに対してPARAZEROを適用

する．まず(C八Vc(a),{bx+a炉―Y,x2-a2炉，yx+ay2}）について計算を行う． C八Vc(a)上でx--<yとなる辞
書式瑯詢字に関する包括的グレブナー基底系を計算すると，｛（C八Vc(a)，{が+（-ba2-a)x汽x3-ba2x+a切｝）｝
となる．同様に， CハVc(ab+ 1)上でy--<X となる辞奮式項順序に関する包括的グレブナー韮底系を計
算すると，｛（IC2¥ Vc(ab + 1), {a4炉＋ （ーba4＿砂）y,ax+a2y}となる．包括的グレブナー基底系の結果よ

り， x,yについての 1変数多項式はそれぞれxについては，さ＼Vc(a)のとき， fx= x4 + (-a2b-a)x2 

となり， yについては，び＼Vc(ab+ 1)のとき， fy= ay3 + (-ab -l)yとなる．これらの一変数多項

式に対し包括的グレブナー基底系を用いて最大公約元を計算すると， xについては， Vc(ab+ 1)のとき，

gcd(Jx, Bfx／釦） ＝企となり，び＼匹（a初＋ a)のとき， gcd(Jx,Bfx／枷） ＝ xとなる． yについては，

Vc(ab + 1)のとき， gcd(fy,8fy/8y) =炉となり， IC2¥ Vc(a2b + a)のとき， gcd(fy,8fy/8y) = 1となる．

これらの最大公約元からfxについての無平方部分fx/gcd(fの,Bfx/Bx)を計算すると， Vc(ab+l)のとき， xと

なり， C八Vc(a2b+ a)のとき，企＋（一a2b-a)xとなる．次に， fyについての無平方部分ん／gcd(fy,BfりBy)
を計算すると， Vc(ab+1)のとき， yとなり， CハVc(a2b+ a)のとき， a炉十(-ab-l)yとなる．同様の
計算を他のセグメントにも行うと次を得る．

{(Vc(a, b), {y, x}), (Vc(a) ¥ Vc(b), {y, x}), (Vc(ab + 1) ¥ Vc(a), {y, x}), 

(IC2 ¥ Vc(a2b+a),{a炉十(-ab-l)y,ax + a2y,x3 + (-a2b-a)x})}. 

4.2 ゼロ次元でない場合

ゼロ次元でない場合の計算方法について述べる．イデアルがゼロ次元でない場合，イデアルをゼロ次元に

帰着させることが必要になる．このような手法として，極大独立集合を用いる手法が有効である．ここで

U = {u1,．．．，叫｝をイデアルIcK[X]を法とする極大独立集合としたとき， IはK(U)[X¥ U]でゼロ次

元イデアルとなる．また， K(U)は変数Uを持つ有理関数体である．

アルゴリズム 8（ゼロ次元でないイデアルの根基）

Specification:RADICAL(F) 

入力： F:K[X]の有限部分集合．

出力：《可の有限基底G.

BEGIN 

G←{1}; 
if1 ¢〈F〉then
U←〈F〉を法とする極大独立集合； Z←F; y←X¥U; 

while Y # 0 do 
ふ←Yからふをとる； Y←Y¥｛ふ｝； fxi←〈F〉nK(U)［ふ］の最小次数のモニック生成元；

9Xi←fxiの無平方部分； Z← Z U {gx.} 
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end-while 

C←CONT(Z, U); f←EXTCONT(F, U)より求まる f;
G←〈RADICAL(FU {!}）〉と〈C〉の共通部分の生成元を計算； （再帰する）

end-if 

returnG; 

END 

次に，このアルゴリズムをパラメータ付きイデアルに拡張を行う．主な変更点は，ゼロ次元の場合と同

様に計算過程で必要であったグレブナー基底の計算を，全て包括的グレブナー基底系に変更することであ

る．ただし，この際にゼロ次元の場合とは異なる問題点がある．パラメータ付きイデアルの根基の計算で

は， K(U)[Al[X¥ U]の多項式にパラメータ Aが含まれるとき，

X¥U：主変数， A：パラメータ， U:K(U)上の変数

と3種類の変数を扱うことが必要となる．どのようにして包括的グレブナー基底系を構成すればよいかが

問題となる．この問題を解決するため，本研究では鍋島ー田島(2023)[6]の手法を用いて包括的グレブナー拮

底系の計算を行う．この手法は包括的スタンダード基底の計算手法として述べられているが，包括的グレブ

ナー基底系についても同様の手法で計算可能となっている．

鍋島田島 (2023)の方法 [6]

Stepl.AはK(U)上の値をとるものとし， K(U)[Al[X¥ U]上で包括的グレブナー基底系を構成する。

Step2．パラメータ空間をL上に制限する操作を行う．

Steplの包括的グレブナー基底系は3章の定義2を用いて計算を行う．この計算はこれまでに述べた通常

の包括的グレブナー基底系のアルゴリズムで計算可能となっている．次にこの計算した包括的グレブナー

基底系を制限するためには，以下の定理を用いる．

定理 8（鍋島田島 [6])

E c K[Ul[A], h E K[Ul[A]とし， A＝VK(U)（E)＼VK(U)(h）とする．このとき，

1.もしEcK[A]ならば， AnLm=VL(E)¥VL(h)である．

2. T ={ca:区aENCaU" E E, Ca E K[A]} C K[A]（つまり， Eの各項の係数の集合）とする．このとき，

巧（E)= VL(T)となる．

例 3

t1,t2をパラメータとし， vC(m，四）（tiUiU2+（わ十 1)匹＋t1)C (C(u1匹）戸をさで制限する．各項の係

数に着目すると， vC(U1,U2)(tfuf四＋ （わ＋1）四＋t1)nさ＝Vc(tf，ゎ＋ 1,t1) = Vc(tいわ＋ 1)となる．

有理関数体上の包括的グレブナー基底系と定理8を用いると次のアルゴリズムを得る．

アルゴリズム 9（有理関数体上の包括的グレブナー基底系）

Specification:QPGBMAIN(A, F, U, ---<) 

入力： AcL叫 F:K(U)[Al[X ¥ U]の有限部分集合， Uc X, ---<: pp(X ¥ U)上の項順序．

出力：〈F〉cK(U)[Al[X ¥ U]のA上の包括的グレブナー基底系 Q.

BEGIN 

Q←0; 
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g←〈F〉cK(U)[Al[X ¥ U]のA上でのぺに関する包括的グレブナー基底系；

while g # 0 do 
(A',G')←gから (A',G')をとる； g←9¥{(A',Gり｝； A” ←凶をに上に制限； Q← QU{(A",Gり｝；

end-while 

return Q; 

END 

このようにして鍋島田島の方法[6]を用いることで，ゼロ次元でないパラメータ付きイデアルの根基計算

においても Lm上の包括的グレブナー基底系を計算することができる．以下，アルゴリズム 10と11はパ

ラメータ付きイデアルの根基計算に必要とされる．

アルゴリズム 10（パラメータ付きイデアルの縮小）

Specifi.cation:PARA_CONT(A, F, U) 

入力： AcL叫 F:K(U)[Al[X ¥ U]の有限部分集合， U:Xの極大独立集合，--<:pp(X ¥ U)上の項順序．

出力： C=｛（釦，G1)，．．．，（ふ，Gr)}：Va Eん (1:::; i :::; r)，叩(Gi)は〈叩(F)〉cL[X]の生成元となる．た

だしA=LJ:=1ムである．
BEGIN 

C←0; 1{←QPGBMAIN(A, F, U, --<); 
while 1i =/-0 do 
(A',G')←Hから (A',G'）をとる； H←1i ¥ {(A', G')}; LC←{lcxw(g') : g'E G'}; 

g←PARA_LCM(A, LC); 
while g =/-0 do 

(A”,f)←gから (A”,f)をとる； g←g¥｛（A”,f)｝; 
Z←〈G'〉： f°° のパ上の包括的グレブナー基底系； C←ZUC; 

end-while 

end-while 

return C; 

END 

アルゴリズム 11（パラメータ付きイデアルのEXTCONT)

Specifi.cation:PARA_EXTCONT(A, F, U) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合， U:Xの極大独立集合,--<: pp(X ¥ U)上の項順序．

出力： F=｛（釦ふ），．．．，（心/r)}:¥:/aEAi(1:::;i:::;r),y右□可＝V〈匹(F)，びa(f,）〉nJ〈6a(F)〉ec.
BEGIN 

r←0直← QPGBMAIN(A,F, U, --<); 
while 1i =/-0 do 
(A',G')←Hから（パG')をとる； H←1i ¥ {(A', G')}; LC←{lcxw(g') : g'E G'}; 

£←PARA_LCM(A',LC); F←FU£; 
end-while 

return F; 

END 

以上の拡張より，ゼロ次元でないイデアルについてパラメータ付き根基を計算するアルゴリズムは以下

のように記述できる．
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アルゴリズム 12（ゼロ次元でないイデアルのパラメータ付き根基）

Specification:PARA_NONZERO(A, F) 

入力： AcL叫 F:K[A][X]の有限部分集合， A上で〈F〉はゼロ次元でない．

出力： NZ:〈F〉のA上のパラメータ付き根基．

BEGIN 

g←A上の〈F〉の包括的グレブナー拮底系； NZ←{（釦，｛1}):（釦，G1)E Q,G1 = {1}}; Q←g¥NZ; 

while g # 0 do 

（鯰0)←gから（知，G分をとる； g←い｛（鯰G2)};U←〈lppx(G2)〉を法とする極大独立集合；

Z←PARAZERO...RATIONAL（知，G2,U);

while Z # 0 do 
偽',Z)←Zから (A',Z)をとる； Z←Z ¥ {(A', Z)}; C←PARA_CONT(A', Z, U); 

F←PARA_EXTCONT（知，G2,U)

while F#  0 do 
(A",f'）←Fから (A",f')をとる； F←F ¥ {(A", f')}; 

while C # 0 do 

(JB, C)←Cから (JB,C)をとる； C ←C ¥ { (JB, C)}; 

if 1B n A" -# 0 then 
£←PARA_NONZERO(JB n A",F U {!'}); 
end-if 

while.C # 0 do 

(JB', L)←£から (JB',L)をとる； £←.C ¥ {(JB', L)}; 

A←PARA_INTERSECTION(JB', L, C); NZ←NZUA; 
end-while 

end-while 

end-while 

end-while 

end-while 

return NZ; 

END 

アルゴリズム 13(K(U)[X ¥ U]上のゼロ次元イデアルのパラメータ付き根基）

Specification:PARAZERO_RATIONAL(A, F, U) 

入力： AcL叫 F: K(U)[Al[X ¥ U]の有限部分集合， VaEA,〈ua(F)〉は L(U)[X¥ U]上でゼロ次元

UcX. 

出力： 1{:〈F〉cK(U)[X ¥U]のA上のパラメータ付き根基．

BEGIN 

甘← {(A,F)}; Y←X¥U; 
while Y =J 0 do 
Z←Yから zをとる； Y←y ¥ {Z}; 
g←QPGBMAIN(A, F, U,--<），ここで，ぺは Z≪ (X ¥ U) ¥ Zとなるブロック項順序；
g’←{(A, g): g E G n K(U)[Z], (A, G) E 9}; 
while 9'=J 0 do 
(A',g'）← g'から (A',g')をとる； g’ ←9'¥ {(A', g')}; B←GIZYOZAN(A',g', Z); 
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while B =fi 0 do 
（屈，b）← Bから (lB,b)をとる； B← B ¥ {(lB, b)｝；ア←0;
while 1{ヂ0do 
(JB', G'）← 1{から (JB',G'）をとる； 1{←社＼｛（JB',G')}; 

if 1B n JB'=fa 0 then 
P←PU {(JB n JB', G'U {b})}; 

end-if 

end-while 

礼←P;

end-while 

end-while 

end-while 

return払

END 

本研究において．アルゴリズム 13は計算機代数システムRisa/Asir上に実装されている．

例 4

aをパラメータ． x,y,zを変数とする． F= {ax2z+xy主(y+xz戸十a企召｝ CQ[a] [x, y, z]について．〈F〉
のパラメータ付き根晶を考える．実装されたプログラムは次の．パラメータ付き根枯を出力する．

{(C ¥ Vc(a), {azx + y2, az2x3 + (-2azy + z2)x2 + 3azx + 2ay}), (Vc(a), {y, zx})}. 

本研究ではパラメータ付き多項式イデアルに対する根基計算を行う計算方法を確立し． Risa/Asir上にア

ルゴリズムの実装を行なった．特にゼロ次元でないパラメータ付き多項式イデアルの根韮計算においては．

多項式環を拡大した後の包括的グレブナー基底系を計算するために鍋島ー田島の手法 [6]を用いることが有

効であることが分かった．
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