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とおくと,(15)式より¢n(Z)に対する方程式は

¢£(Z)～-Z舵 (Z)+nめn(Z)-0

となり, ¢n(Z)-Hn(Z)であることが分るo

多次元Modified-Boussinesq方程式のソリトン解

横浜国大 ･工 松川倫明,渡辺慎介,田中 裕

§1 Introduction

一次元ソリトンの研究は,現硬では,やり尽くされた感があるが,多次元ソリトンの研究は

KP方程式や2次元戸田格子等の場合を除いて,解明されていない問題点が多いと思われる｡

我々は,MK-dV方程式やM-B(Boussinesq)方程式の次元を拡張して,多次元のソリトン

解を,広田の方法を適用して,調べた｡次に,上述の二つの方程式の間の関係を無限小変換の

Lieの方法を適用して,考察した｡なお,我々の結果は,nonlinear-schrbdinger方程式とno-

nlinear-klein-Gordon方程式系に対するTajiri1)の結果と類比的である｡

§2 多次元M-B方程式のソリトン解

2DM-B方程式

utt- ux∬+8(u3)33+ 払3mm +a"

に対し,次の従属変換をほどこして,

u -(tan-19/f)a

双線形形式で表わすと

(Dt2-DG21Dx4-Dy2)9･f-0

(Dt2-Dx2-D∬4- D,2) (f ･f - 3･9)-0

DxZ(f ･f+9･9)-0
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｢ソリトン系のダイナミックスとそれに関するカオスの問題｣

(3)に MK-dV方程式の2ソリトン解を仮定して,代入する

f-1+a(1,2)exp(El+f2)
9-exPfl+expf2
fi-Pix+Qiy-Bit (i-1,2)

(4)より,

Bi2-pi2+pi4+Qi2 乙-1,2

α(1,2)-(91- 92)2-(p1-P2)2 (p1-P｡)4-(Q1-Q2)2
(Bl+92)2-(pl十P2)2-(pl+P4)4-(Ql+Q2)2

a(1,2)--(Pl-P2)2/(pl+P2)2

(pIQ2-P2Ql)2+(pIQ2-P2Ql)(P13Q2-P2301)

-1/4P12p22(p1-P2)2(pl十P2)2

(4)

(5)

(6)

従って,波数成分 (Pi,Qi)が(6)の条件を満たすときに,2DM-B方程式の 2ソリトン解

が存在する｡2I)-1Dにすると,PIQ2-P2QlよりIpIF- Ip2Iとなり,2ソリトン解

はない｡

cf 2DMK-dV(MK-P)方程式の場合

( ut+8(u3)x+uxxG )a+a" -0

(DxDt+Dx4+D,2)9･f-0

(DxDt+Dx4+D,2)(f･flg･9)-0

Dx2(f･f一g･g)-0

BiPi+Pi4+Qi2-0

α(1,2)--(pl-P2)(B1-92)+(P1-P2)4+(Q1-Q2)2
-(pl+P2)(Bl+B2)+(Pl+P2)4+(Ql+Q2)2

a(1,2)--(Pl-P2)2/(pl+P2)2

上の式より PIQ21P2(71- 0 平行伝搬
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2D-1Dにした場合の双線形形式をBtypeと呼ぶ (文献 2の形式をAtypeと呼ぶ)｡この

形式がソリトン解をもっことは後に述べる｡同様にして,(1)の3ソリトン解を調べる｡

3

f-1+ ∑a(i,j)exp(Ei+fj)
i<j

3 3

g- ∑ expfi+a(1,2,3)exp(∑ fi)
i-1 1=1

(7)を(3)に代入 して,整理する｡

(piQi-PjQi)2+(piQ了 PjQi)(Pi3Qj-Pj3Qi)

-1/4Pi2pj2(pi-Pj)2(pi+Pj)2 i< j (i,j-1-3)

a(1,2,3)F(Bl+B2+93,Pl+P2+P3, Ql+Q2+Q3)

+a(1,2)F(Bl+92-93,Pl+P2lP3,Ql+021Q3)

+ a(1,3)F(Bl+93-92,Pl+P31P2,Ql+Q3-Q2)

+a(2,3)F(B2+93-Bl,P2+P3-Pl, Q2+Q3-Ql)-0

(7)

(8)

よって, (Pi,Qi)(i-1-3)が,(8)式を満たすときに3ソリトン解が存在する｡今迄の議

論からⅣソリトン解が存在すると予想されるが,ここでは,直接求めることはしないで,別の

角度から考察する｡

§3 2DM-B方程式とMK-dV方程式を結ぶ変換

2DM-B方程式に無限小変換のLieの方法を適用する｡(詳細は文献3を参照のこと)

(tr,γ,i,a)spaceで,無限小変換のoneparameter(6)Liegroupを考える｡

x*-x+EX(tr,y,i,a)+0(62)

y*- y十eY(x,y,t,LL)十0(62)

t*-i+ET(a,9,i,a)+0(62)

u*- a+EU(x,U,i,a)+0(63)

u*x* -ux+elUx]+ o(62)
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u*x*a,*-uxx+6[CR3]+0(62)

u*t*t*-utt+e[Uii]+0(62)
(9)

u*y*y*- a " + e [U " ]+o (6 2)

u*x*x*x*x*- u∬xm +e[UXXX∬]十0(62)

ここで, [Ux], [Uxx]等は次の形式で与えられる｡

x'y,t→ ∬1, x2, X3 X,Y,T→Xl,x 2,X3･

[UX] -DU/Dx了 (DXJDxl) a ,y

[Upp]-D[Up]/DtT〟-(DXJDtrp)a,〟〃

D/Dxj-∂xj+ a,j∂u (〟,y-1-3)

[Ux xC tで]は省略

方程式(1)は,変換(9)に対して,invariantであるとする｡

u*t*t*- u*x*x*+(u*3)x*x*+u*x*x*x*x*+ u*y*y*

(ll)に(9)を代入し,Eの1次の式から,無限小X,Y,T,Uを決めればよい｡

また,similarityvariablesは次の特性方程式を解くことによって得られる｡

d.r/X- dy/Y- dt/T-da/U

以上の手続きを実行すると,次の変換が求まる｡

i-x+ 去(α一意 )U字÷ (α+i )i

に 孟(y=ヒt) α:傭 定数
この変換によって,2DM-B方程式は, 1DMK-dV方程式に帰着する｡

§4 双線形形式による考察

2DM-B方程式の双線形形式(3)に変換(B)をほどこす｡

((DEDr+DE4)9･f-0
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(DfDT+DE4)(f･f-3･9)-0

Df2(f･f+9･9)-0

(14)

これは,1DMK-dV方程式のBtypeの双線形形式である｡だだし,E-Px+Qy芋Bt

のとき,P,Q,別こ次の制限をつける｡

p-p Q-喜[(α-i)pLi一房]
(15)

9-号[(α+‡け +iB-]
このとき,I-Pl-BT

よって, 1DMK-dV方程式のBtypeの双線形形式が〃ソリトン解を与えることが証明でき

るならば,変換(13)によって,2DM-B方程式のⅣソリトン解をつくることができる｡従って,

この方程式がⅣソリトン解をもつ理由を示すことになる｡

oBtypeのⅣソリトン解の証明

(DT+DE3)9･f-0
Atype(by Hirota)

Df2(f･f+9･9)-0

以下の議論では,Atypeの解 f,9を形式的に用いる｡(1射こ,2ソリトン解をもっと仮定し

て,代入する｡

f- 1+a (1, 2)exp ( f l+ f2)

9=exPEl+expf2

Ei-Pi{-BiT (i-1,2)

Bi-Pi3

α(1,2)-
-(p1-P2)(91-92)+(P1-P2)4
I(P-1+P-2)(Bl+B2)+(否1+F2)4

(16)

u7)

a(1,2)ニー(PTl-p-2)2/(Fl+P～2)2

分散式より,第2式は第 3式に等しい｡よって,任意定数a(1,2)をu7)の第3式のように決

めたときに,(16)は,MK-dV方程式の2ソリトン解を与える.3ソリトン解を与えることも同
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様にしていえる｡次にN ソリトン解の証明 (略証 )に移るoAtypeのNソリトン解を与えるf,

9を用いる｡

[N/2]

f((,T)=nSoNZc2na(il, i2,‥･･‥ i2 n )exp(Ei, Ei2',･･lEi2n)

[N-1/2]

9((,I) =nE-｡ⅣF2n.;( 乙 1 , i2, … i2n ･ 1 )exp (fi l '.… ● Ei2 n･1)

(n)

a(il, i2, -･in)-n a(ik, i l ) for n≧ 2
k<Z

- 1 forn-0,1

Bi-P7 Ei-Pil-BiT

a(ik, iz)--(Pik-p-iz)2/(plik+p-iz)2

f,Pを(14)に代入したときに,次の条件が満足されていれば,Nソリトン解を与える｡

(TL)

Z萱｡ n% a(il,- il) a(i- -.in)Hl(ill- il;il･1-.in)=O

n-1,3,5･.･<N

(n)

l萱 ｡n; i(~ 1 )la ( i l , '..il)a(iZ･1-.in)Hl(ill- il; iげ .in)=O

n -2,4,6- ≦ N

(rL)

l萱｡芝 ∠(~ 1)li ( ik, il ) 9(il･1..tin)H2(ill-il; i- , in)=O

n-2,4,6･･･≦ N

Hl(il-･iz,' i… ･･･in)--(gil+-･+ Piz-1 iH 1-･-香n)

×lpTi13十･･･十p-i13A il.13-･- pHin3-(戸il+-+ Piz-l i… -I-PTl)3､]

H2(il-･i〆 i- 1･･. in )- (PIil十 ･･･+P了 PiH l･･･4 in)2

(18)式は,次のidentityに書き換えられる｡

(0.,025･P･'onoi tPI 1' 02 p-2'… OnFn)Hl'01P-1'02p-2'‥●6nPn)=0
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n-1,2,3･･･

∑b(olPl,02p-2,-･OnPn)H2(01Pl,62P2, -･OnPn)-0
01〉62)●HOn=±1

n-2,4,6･･･ even.

(n)

ここで, A(qlPTl,02p-2,-･OnPn)-k<rIl(okFk-扉 l)2

H1 - -(01Pl･･･+onPn)((olP7+-+ Gnp-n3)- (olPl+-+Gnp-n)3)

H2-(01Pl1+ 02F2+-･+ onp-n)2

(19)

identity(19)が,vn,veven nについて成立することは,数学的JJ翻 法によって証明できる.

§5 結論

lDM-BeqX

3DM-BeqO- 2DM-BeqO- 1DMK-dVeqO-painleve
/

Itype

o :Ⅳソリトン 2DMK二 dVeqX平行伝搬

(cf.3DM-Beqも同様にしていえる)

上の図より,M-B方程式とMK-dV方程式が,相似変換 とNソリトン解によって結ばれて

いる｡非線形項が u3である弱い分散のある系で偏微分方程式を考えたとき, u3の寄与が本質

的であるとすれば,次元の拡張のしかたを1DMK-dVeq- 2DM-Beq- 3DM-Beqと

しても,定性的には可能である｡このような系では,KdVeq系と同様に,次元を増やしても,

制限の強さは別にして, ソリトン解をもつといえる｡
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