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有限温度の画像修復

東京工業大学 大学院理工学研究科 物性物理学専攻 西森 秀稔

雑音で乱れた不完全な画像が与えられたとき原画像を推定する問題は,Bayesの公式を用いた

定式化によりランダムスピン系の問題に帰着し,統計力学による解析を行うことができる.有限

温度の画像修復が,MAPに比べてピクセルごとの修復率の最大化という基準において優れてい

ることが分かる.

1 Bayesの公式による画像修復

雑音によって乱れた画像から雑音を取り除いて元の画像を推定したいとしよう.単純に考える

と,どの部分が雑音でどの部分が乱されてない元の状態かを判断するのは非常に難しいように思

われる.そこで,画像に関する私たちの一般的な知識 (先験知識)を活用して,出来るだけもっ

ともらしい推定を行うことになる.Bayesの公式が重要な足がかりになる.

1.1 劣化2値画像とBayes推定

原画像が白黒の2値で,Isingスピンの組(Ei)で表されるとしよう･iはスピン系で言えば格子

点,画像ではピクセルの番号である.画像が何らかの原因 (雑音)で乱され,画像を受け取る側

ではピクセルiの状態Tiは確率pで元の状態Eiと逆になっているとする.この確率は

P.ut(TiIEi)-

e2Pp =

exp(PpTiEi)

2coshPp

P
1-p

と書ける･Ppはpの関数である･

各ピクセルごとに独立に雑音が作用するとすると,全体では

P.ut((T)ItE))-
(2coshPp)Nexp(pp∑TiEi)も

(1)

(2)

(3)

となる.Ⅳはピクセル数である.

与えられた劣化画像から原画像を推定するために,Bayesの公式を使って,条件付き確率の(Ti)

と(Ei)を逆にする･推定結果 (修復画像)を原画像(Ei)と区別して(Ji)と書くことにすれば,求

める事後確率は

P((UHT))- exp(Pp∑iTigi)Ps((可)
Trqexp(Pp∑ iJiC,i)Ps((gl)
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である.ここで,Ps((可)は原画像の生成確率 (事前分布)である.

一般に,原画像がどうやって作られたかを表すPs(tJ))は画像の修復者には未知である.しか

し(4)式は,与えられた劣化画像tTi)以外にもPs((U))について/の知識がないと画像修復が出来

ないことを示している.そこで,Ps((可)そのものは正確には分からなくても,画像一般につい

ての私たちの知識を表現するモデル事前分布Pm((cr))をPs((可)の代わりに使うことになる.
2値画像で,白の背景の中に孤立した黒のピクセルがあるとすると,それは元々の画像にあった

黒の点であるというより,雑音によって白が乱されて生じた可能性が強い.そこで,隣り合うピ

クセル対は,違う状態であるよりも同じ状態になる確率のほうが高いと考えて,次のような確率

分布を事前分布に対するモデルとして導入しよう.

Pm((o･))-
exp(PmE(ij)CriO'3･)

Z (P m )

(5)

(ij)についての和は,隣接ピクセル間について取る･Z(Pm)は規格化因子であり,温度Tm-1/Pm

における強磁性的Ising模型の分配関数である.(5)式は,画像は一般にあまり急激な変化に富ん

でないというわれわれの知識を表現している.βmはなめらかさを制御するパラメータである.Pm
が大きいほど,隣り同士の状態が同じである確率が高くなる.

1.2 MAPと有限温度修復

モデル事前分布 (5)をBayesの公式に代入すると,事後分布が具体的に

P((0-日7-))-
exp(Pp∑iTiqi+Pm∑(ij)CriJj)
Tbexp(庵 ∑i0-iqi十cm ∑(iJl)qiC,3･)

(6)

と求められる.これは,強磁性的相互作用を持つIsing模型にランダムな磁場がかかったスピン系

のBoltzmann因子である.こうして,画像修復の問題は,ランダム磁場Ising模型の統計力学に

帰着された.

MAP(MaximumAposterioriprobability-最大事後確率)の考え方に従えば,(6)式を最大化

するtcri)が修復画像になる.基底状態探索である.一方,ピクセルごとの誤りの確率を最小化す

るには有限温度での期待値を用いたsgn(C,i)を採用すればよい･

現実世界の画像 (自然画像)が劣化したものの修復を行うには,劣化画像(Ti)が与えられたと

き事後分布 (6)に基づいてMAPや有限温度修復の手続きを実行する･さらに,通常は2値画像

ではなく多値画像を扱うのでPotts模型などを用いる.

1.3 重なりのパラメータ

(6)式に出てくるPpは画像の乱れの強さを表すパラメータである･与えられた画像が原画像に

比べてどのくらい乱れているのかは修復する者にはあらかじめ分からないから,Ppを一般の変数

hで置き換えて以後の議論を展開する.さらに,具体的な理論計算を実行するために,原画像が

強磁性的Ising模型のBoltzmann因子にしたがって生成されている例について考察を進めること
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にする.

Ps((E))-exp(Ps∑(ij)EiEj)
Z(Ps)

(7)

Psは原画像生成の温度Tsの逆数である.

さて,これらの準備のもとで原画像 (Ei)と修復画像(qi)の重なりの平均値を,次のように定

義する.

M(Pm,h)- nETrTPs((E))P.ut((T)ltE))EiSgn(qi)

(2 co sh P p)N z ( P s)TtEn TeXp(Ps∑ EiEJ･+Pp∑ TiEi)EiSgn(Ji)･ (8)
(i3') t

ここで(qi)は,(6)式でPpをhで置き換えたBoltzmann因子による平均である.M のPm,h依

存性はすべてsgnくC,i)の中にある･重なりのパラメータM(Pm ,h)は,Pm,hが正しい値Ps,Ppの
とき最大値を取る.

M(Pm,h)≦M(Ps,Pp)･ (9)

証明は参考文献を参照されたい.

不等式(9)は,確率分布 (7)で生成される人工的な原画像について導かれた.自然画像でも,ど

クセルごとの類似度 (重なり)の平均値を最大にするという意味での最適修復は,Pmやhが有限

の値において達成されことが多いものと思われる.

なお,画像の乱れが2倍的 (ピクセル値の単純な反転)である場合(3)をこれまで取り扱って

きたが,Gauss的な乱れ

P.ut((T)l(i))-
(Ti-71oEi)2
2丁2 〉 (10)

でも同様の議論が展開できる.最適修復条件を表す不等式は,(9)式に対応して次の形になる.

M(Pm,h)≦M (ll)

2 無限レンジ模型

不等式(9)で重なりが最大になるPm とhの値 (PsおよびPp)は修復者には分からないから,何

らかの方法で推定しなければならない･そして,最適条件βm-βS,h-Ppをできるだけ正確に実

現して,ピクセルごとの誤りの平均値を小さくし,重なりM を大きくしたい･そこで,M(Pm,h)

がPm-βS,h-Pp付近でどのようなふるまいをするかが問題になる･無限レンジ模型が,この

点を解明するためのひとつのプロトタイプになる･無限レンジ模型で重なりM(Pm,h)を計算し

てみよう.
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2.1 レプリカ計算

次のような事前分布 (実際の事前分布とモデル事前分布)を持つ無限レンジ模型を考察する.

Ps(tE))- , ㌔ ((可)-
exp(鶴 "i) n ,,_"_
Z(Ps) 7 -IIL＼LV'' Z(Pm) (12)

すべてのピクセルが互いに隣接点になっている人為的な模型であるから,具体的に与えられた個々

の2次元画像の修復作業には直接役立たない.しかし,重なり〟 のような系全体を記述するマク

ロな変数の性質を定性的に理解する目的には有用である.

画像の乱れがGauss分布 (10)のとき,レプリカ法で重なり〟(恥 ,九)が求められる.そのため

に,まず分配関数のn乗の配位平均を求める.

lzn]- /T dT i

･TrE

(滞 T)Nexp(-錘 か To2,)

exp(鯨 い き;TiEi)
Z(Ps)

･nqexp鮎 写- 写;Tiqlg)

･ 姦 /d- o/gd-αexpN(一撃 一字 吉成

･logTr/Duexp(Ps-oE･p-冒 -αqα+TohE写 - 九Tu写ga,) (13)
Tr はcrα,Eについての和を表す･【Zn]-exp(-βmnNf)とおき,レプリカ対称性を仮定して鞍点

法により-Pmnfをnの1次まで求めると,

端 nf- 一芸βS-3･log2coshP3-0-主np-- 2
+nTheIDueβsmoElog2cosh(6mm+71DhE+Thu)

2coshPsmo (14)

TrEはE-士1の和を表す･

nの各オーダーで変分を取ることにより,秩序パラメータの満たすべき状態方程式が出る.ま

ず,nに依存しない項から

mo-tanhPsmo･ (15)

これは,原画像での強磁性的秩序パラメータ【Ei】である.原画像の性質が劣化画像や修復画像か

ら影響を受けることはないから,moがそれ自体で閉じた方程式を満たしているのは自然なことで

ある.

次に,nの1次項より

一m=TtE/Dueβ8mOftanh(βmm+71ohE+Thu)
2coshPsmo
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が得られる･修復画像の強磁性的秩序パラメータ【(Ji)】である･重なりのパラメータM は,(16)

のtanh(･)をEsgn(･)で置き換えて得られる･

〟 =nE/DueβsmoEEsgn(Pmm+TDhE+Thu)
2coshPsmo

(17)

原画像の情報(15)を使って修復画像の秩序パラメータ(16)を求め,これらの関数として重なり

のパラメータ(17)が決まるのである･

2.2 重なりの温度依存性

前節で求めたm0,m,〟の式 (15),(16),(17)を数値的に解いて,〟の温度依存性を調べよ

う.βmとhの比を(ll)式から決まる最適値Ps/(710/7-2)に固定してPmとhを変化させて,M を

Tm-1/Pmの関数として描いたのが図1である･Ts-Q.9,710-Tニ-1とした･当然ながら最適

1 2 3 4 5
γJ〃

図 1:修復温度の関数としての重なりのパラメータ (太線)

のパラメータ㍍ -0.9(-㌫)で最大になっている･MAPは‰ 10に相当し,重なりは最適値

より小さい.したがって,重なり〟 を最大にするような画像修復を行う際,温度を絶対零度まで

下げるとかえって良くない結果になる.

3 シミュレーション

無限レンジ模型の結果は2次元の画像修復の問題における重なり〟 の性質を定性的には記述す

るものと思われるが,定量的な議論は困難である.そこで,2次元画像につきシミュレーション

を行い,無限レンジ模型との比較検討を行う.

図2は400×400ピクセルの2値画像をⅠSing模型の事前分布(12)(㌫-2･15)で生成させてか

らp-0.1の確率で2値の乱れを入れ,有限温度修復を行ったときの重なりM である･不等式(9)

によれば,修復温度㍍ がもとの生成温度㌫ -2.15の時に〟 は最大値を取る.統計的誤差の範

囲内で確かにそうなっている･なお,hは,βmとhの比が最適値Ps/Ppになるようにβmととも
に変化させている.

無限レンジ模型の場合の図1と比べて,最適のパラメータから‰ が下にずれたとき,〟 の変

化 (低下)が少ない.ただし,この傾向はTsやpなどの値の影響を受けるだろうから,どのくら
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0 0.5 1 1.5 2

r
Jれ

図 2:修復温度の関数としての重なりのパラメータ (2次元系)

い一般的かは必ずしも明らかでない.

実際の画像を見てみよう･図3は図2の状況に対応している･(a)は原画像 (ち -2.15),(b)は

劣化画像匝-0･1),(C)は低温での修復画像(Tm -0.5),(d)は最適パラメータでの修復画像であ
る(7㍍-2･15)･明らかに,(C)より(d)が原画像を忠実に再現している.MAPは㍍ -0であり,

細かな構造が(C)よりさらに抑制されているものと思われる.なお(e)は,劣化画像だけでなく隣

接ピクセル対の相対的な状態についての付加情報がある時の修復画像である.こうして,少なく

とも強磁性的なIsing模型の事前分布 (12)に関する限り,2次元画像でも有限温度修復がMAPよ

り見た目にもよい結果を与えることが示された.

(A)

(C) (a) (e)

図 3‥2次元Ising模型で生成されるパターーノの修復

4 Gauss模型による画像修復

4.1 Gauss模型

Ising模型の代わりに連続 (アナログ)変数を用いたGauSS模型を使うと様々な量が厳密に計算

できる･線形ウィーナーフィルターとして知られている方法と同等な結果になる.Gauss模型は
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次のように定義される.温度はHamiltonianにすでに含まれているする.

H-β∑(Si-Sj)2+h∑ sj
(i3') j

(18)

Siは連続実数変数である.β,h>0とする.右辺第1項の和はd次元最近按格子点であるが,並

進対称な範囲であれば拡張は容易である.

このHamiltonianのFourier表示は

H-;F'PGk･h'SkS-k (19,

である.鋸 ま格子グリーン関数である･Skを実部と虚部に分けてSk-S£1)+iSL2)と書くこと
にして,kの和をkと-kについての和の1/2で置き換えれば

H-錆 (wk･h'去(skS-k･S-kSk'- 錆 (βGk･h)('SLl''2+'sL2''2) (20)

となる.ここでSkとS_kが複素共役であることを使った.(20)は,実部と虚部が独立な変数と

して振る舞うことを示している.

4.2 劣化過程

さて,GauSS雑音による劣化過程は次のように表される.

Pout((Ti月(Ei))-

(挿T)N
l

(舟 )N

(VGT)Nexp〈一錘 Ti-Ei,2)

exp(一品 写(Tk-Ek,(T-k-E-A,)
exp(一品 写 (TLl'-EF',21品 写 (亮2'-Ei2',2〉 (21,

最後の表式は前節と同様にして実部と虚部に分けることにより得られる.

4.3 修復

Gauss模型を使った画像修復を定式化しよう.Bayesの公式により

P(可7-)-
Pnt(Tlq)P(o･)

IdcrPmt(TJcr)P(cr)
(22)

であり,この確率分布による期待値(Ji)を修復結果とすることにしよう･したがって(Ji)を求め

るための有効Hamiltonianは

H--錆(p-Gk･h-''JLl''2㌦妄写'TF'-JLl''2+(1-2) (23)
である.ここでPm,hm,Tmはそれぞれβ,h,Tの推定値である.
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修復結果を具体的に計算する.

〈qj'-主管 gy'+iJL2''eikj
であるから,Fourier成分の期待値が分かればよい.

(g£1))-
/nkdgkC'£1)e-H-
JHkdJke~Hm

(24)

(25)

であり,Hm も各Fourier成分に分かれるから,ひとつのkのみに着目して積分を実行すれば十分

である.また,実部 (上付き(1)の変数)のみ考えればよい.虚部は分子分母でうち消す.上式分

母でkの部分のみの寄与をZkとすれば

(qP)-去/dJP qil'exp仁去(β-Gk･h-･(2TA)-1)(qP)2+志肌 1'･(Til'の項)〉

去/d肌 1'exp(一芸Ak(qLl'-響 ,+(TF'D項)〉-響
が得られる.ここで

Ak-p-Gk+h-I(2TA)-1,B-姦 (27)

でありまた,最後の行を導く際には分子分母でTil)の項が打ち消し合うことを使った.全く同様

の式が虚部についても成立する.それゆえ

〈JJ･'-芸写去(TF'･iTi2''eik3'-錆 慧eik3'-
1丁､ Tr COS(i-I)
-品 ∑ Tl∑
2Ld･r31千 '4㌢ pmGk + hm + (2T31)-1

1てー ∑lTle-ikL+ikj
2LdTBL千 βmGk+hm+(2TA)-1

(28)

虚部は修復結果では0になるはずだから無視した･上式は,劣化画像(Ti)の線形変換で修復画像

が直ちに計算できることを示している.

この式の∑k以後は,i-1の関数として指数関数的に減衰する･そこでlについての和をjの

回りの数個のピクセルに限定すると上式は線形のウィーナーフィルターと等価になる.他の線形

フィルターや非線型フィルターについても,対応する確率模型が存在するかもしれない.
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