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An algebraic and categorical approach to local quantum physics 
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1 導入

本原稿ては，発表内容に関して以下についてまとめてある：

・局所量子物理学(localquantum physics, LQP)への代数的・固論的アプローチを提示する。 Segalと

Haag-Kastler [HK'64] 以来の C*—代数的量子論に再訪し， C-代数的量子論における測定理論を定式

化する。

•発表者の貢献は， C-代数の双対空間の不変部分空間て｀ある，中心部分空間 (centralsubspace)の導

入と応用てある［Ok'21]。異なる方法て中心部分空間を比較するために，いくつかの中心部分空間の

圏を解析する。この解析は， Fell,Haag-Kastlerらの研究のてある [Fell'60,HK'64, Emch]。

• C*-L1空間とは， Cた代数とその双対空間の中心部分空間の対て｀ある。量子インストルメントは 2つ

のC*-L1空間の完全正値写像に値を取る測度てあり，測定過程をふくむ動的な状態変化を記述する

ために使われる。量子インストルメントにもとづいて， LQPての局所測定を展開する。

2 Cた代数的量子論

C*—代数的量子論は， C*＿代数と量子確率論にもとづいている。

XがC＊ー代数て‘あるとは，以下の条件を満たすことである：

(1) Xはある Hilbert空間 K上の有界線型作用素のなす集合B(JC)の部分集合である。

(2) XはB(JC)の随伴X→X*て‘閉じた単位的代数である。
(3) XはB(JC)の一様（ノルム）作用素位相て閉じている。

・上は C＊一代数の「具体的」定義と呼ばれている。 Banach空間てあること，＊一代数であることおよび

C＊一条件 IIA*All= IIAll2という 3条件による「抽象的」定義がある。

・ども C*—代数も＊一代数てある。

• C*-代数的量子論において，系の物理量は C*—代数の自己共役元て記述される。

2.1 状態と表現

／ 

写像w:X→Cは以下の条件を満たすとき X上の状態と呼ばれる：

(1) w(aA + f3B) = aw(A) + f3w(B) forall a, /3 EC and A, BEX. 
(2) w(A* A) ~ 0 for all A EX. 

(3) w(l) = 1. 

状態は非可換代数への期待値汎関数の一般化てあり，系がおかれた物理的状況（もしくは実験設定）に統計
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的に対応する。

定理1(GNS表現）． x上の各状態に対し，んの表現（冗,Hw)とH囚の単位ベクトルQ。て

w(X) =〈如四(X)凡〉， XE.1', (1) 

を満たし，四（X)Ow=｛1rw(X)O』XEX}が叫て積密になるものが存在する。 3つ組（匹w,1-lw,凡）は

ユニタリ同値を除いて一意て”あり， wのGNS表現と呼ばれる。

＼ 

(Jr, 1l）がXの表現て｀あるとは，以下を満たすことて｀ある：

(l) 1lはHilbert空間て‘ある。

(2) 1r : X →B(1l)は＊ー準同型である，すなわち，準同型てあってすべての XEXに対し
1r(X*) = 1r(X)*を満たす。

XをC九代数とする。

ノ

• X＊て，，んの双対空間を表す。すなわち，X上の線型汎函数wてあって llwll= sup lw(X)I < +oo 
XEX,IIXll9 

を満たすものの集合て｀ある。

• Sxてんの状態空間を表す。 Sぇは X*の部分集合てある。

• X＊の双対空間 X**:= (X*)*はC＊ー代数て‘あり，んの第二双対と呼ばれる。

3 中心部分空間とその圏

次に， 1つの状態だけてなくいくつもの状態を一斉に扱える枠組みを構築するためいくつかの概念を定義

する。

3.1 定義（中心部分空間）

オ＊の線型部分空間 Vが中心的 (central)てあるとは，閉部分空間てあって不変て‘あるときをいう。後

者の条件は，すべての XEXに対し，

XV:= {Xw I w EV} CV, VX := {wX I w EV} CV  

を満たすことてある。

各X,YEXとwEX*に対し， Xw,wY,XwYEX*を，すべての ZEXに対し，

(Xw)(Z) = w(ZX), (wY)(Z) = w(YZ), (XwY)(Z) = w(YZX) 

てそれぞれ定義する。

3.2 特徴づけ

次の定理が成り立つ。

定理2.X*の各中心部分空間 Vに対し， X*＊の中心射影 C (CEZ（X**))て‘

V =ex・= {Cw I w EX*} 

(2) 
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を満たすものが存在する。ここてや， Cwは，

〈M,Cw〉=〈MC,w〉,MEX**

て定義される。

更には，以下の例や性質が知られている：

(i) （元H)をXの表現とする。 V(1r)て‘， X上の線型汎函数wて71上のトレースクラス作用素 oをも

ちいて定義される線型汎函数の集合を表す。すなわち，

V(1r) = {w EX* I VX EX,ヨpE'IT'(1i),w(X) = Tr[1r(X)p]} (3) 

てある。 V(1r)はX*の中心部分空間である。すなわち， X*＊の中心射影 C(1r)てV(1r)= C(1r)X* 

を満たすものが存在する [Tak'79,Chapter III, Theorem 2,7]。

(ii) M をHilbert空間1{上のvonNeumann代数とする。このとき， M の前双対ルしは，1{上のトレー

スクラス作用素て‘定義される線型汎函数の集合と同一視され，すなわち，

M.={wEM*IVMEM,ヨpE 11'(H), w(M) = Tr[M pl} = V(id刈

であり， M*の中心部分空間て｀ある。

(iii) 1{を無限次元Hilbert空間とする。 B(H)＊てB(H)上の正規汎関数の集合を表す。 B(H)上の線型

汎函数wが正規 (normal)てあるとは， XEB(H)に対し， w(X)= Tr[Xp]を満たす1{上のトレー

スクラス作用素pが存在するときをいう。 Banach空間として T(H)~ B(H). <;;; B(H)*てあるこ

とが知られている。(ii)の特殊な場合として， B(H)＊は B(H)* の中心部分空間て•ある。

内部完全正値(CP)写像T：X*→X*は

T<p＝どk芹凡， 釘這’* (4) 
jEJ 

て定義される。ここて・, Jは有限集合て‘{T]}JEJC Xてある。中心部分空間の定義から次が成り立つ。

命題1.X＊のどの中心部分空間 Vも， X*上の任意の内部CP写像の作用て不変てある。すなわち， X*上

のすべての内部CP写像Tに対し，

T(V) = {Trp I'P E V} C v. 

3.3 中心部分空間の圏

中心部分空間の圏を 2つ定義する。

定義1(C1ば＊））． XをC＊ー代数とする。

(1) wをん上の状態とする。 {Ai,Ei}i=lに関する wの物理的近傍を

Uw({ Ai, Ei}i=l) = {'P E Sx I l'P(Ai) -w(A』|<Ei for all i = 1, • • ・, n} 

て定義する。ここて*,nEN,Aぃ •..,An EXおよび釘，・・・,En>0てある。

(2) C1ぽ＊）を以下の対象と射をもつ圏として定義する：

(i) C1(X*)の対象の集まりは X*の中心部分空間 Vの集合からなる。
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(ii) C1(X*)の射坊→恥を，任意の<pE Sx n V1とゃの物理的近傍 U凶{Ai, Ei}i=l)に対し
広({Aiぶ｝恥）nV2 i= 0となることとして定める。

V1→恥，のとき，功は砂に物理的に包まれるという。また， C1(X*)の対象として同型 V1竺 V2てあ

るとき，坊と恥は物理的同値て＇あるという。

定義2(C2ば＊））． XをC＊ー代数とする。

(1) wをん上の状態とする。 {Mいら｝贔に関する wの近傍を

Uc'.;*({Mi,ら｝i=1)= {'P E Sx I|〈Mi,'P〉-〈Mi,W〉|<Ei for all i = 1, • • ・, n} 

て定義する。ここて",n E N,M1,・・・,M五E.1'**および釘，・・・，En>0てある。

(2) らば＊）を以下の対象と射をもつ圏として定義する：

(i) ら(.1'*)の対象の集まりは X＊の中心部分空間 Vの集合からなる。

(ii) らば＊）の射 V1→ V2を，任意のr.pE Sx nいとゃの物理的近傍 u;*({Mi,ら｝i=l)に対し
u;*({M凸｝贔）nV2 =J 0となることとして定める。

V1→砂と V1c V2は必要十分て‘ある。そして， V1竺 V2とV1=砂は必要十分て‘ある。

3.4 定義 (C*-L1空間）．

C＊＿じ空間 a=（ふ，Va)とは， C-代数品と北：の中心部分空間 Vaの対てある。 C*L1て‘C＊＿じ空

間のクラスを表す。各aE C*L1に対し， Sa=Sx" n Vaとおく。

4 量子インストルメント

次に，量子インストルメントを定義する。 DaviesとLewis[DL'70]が（必ずしも完全正値て‘ない）イン

ストルメント(instnunent)の概念を導入した。ここでは量子インストルメントと呼ぶ，完全正値 (CP)イ

ンストルメントが量子測定理論において中心的な役割を果たす [Ozawa'84,00'16, Ok'21]。

4.1 先行研究をふまえた研究の経緯

1. DaviesとLewis[DL'70]は反復可能性仮説(therepeatability hypothesis)を放棄し，一般的な測定を

統計的に記述するためにインストルメントの概念を導入した。

2.小澤 [Ozawa'84]は完全正値（CP)インストルメントと測定過程を導入し， I型因子上の CPインス

トルメントの測定過程による実現定理を確立した。

3.岡村と小澤［00'16]はCPインストルメントに対する正規拡張性質 (normalextension property, NEP) 

一般のvonNeumann代数上のNEPをもつCPインストルメントに実現定理を拡張した。更には，こ

の理論を量子場の測定理論に応用した。

4. 岡村［Ok'21] は中心部分空間を導入し，それを用いて C*—代数的量子論ての CP インストルメントを

定義した。

5.講演者は C＊＿じ空間と C＊ー代数的量子系における状態空間の圏を（前章まてに）導入した。そして，

これから量子場の測定理論ての CPインストルメントについて再吟味を行う。
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4.2 定義（量子インストルメント）．

/・ 

M を有限集合， a,b E C*L1とする。エが (a,b, M)に対する量子インストルメントてあるとは，以下

の条件を満たすときをいう：

(1) 各mEMに対し，エ(m)は比から坑への CP写像てある。

(2） どエ（m)は単位を保存する。すなわち，任意の'PE比に対し，
mEM  

ど〈1，エ（m）ゃ〉＝〈1，ゃ〉． (5) 
mEM  

＼ 

より一般の定義は［Ok'21]を参照（この論文ては C*-L1空間は用いていない）。

4.3 操作的・統計的意味

(a,b,M)に対する量子インストルメント 1て記述される測定装置 A(m)は以下を指定する：

(1) （被測定）系の状態がwのとき，測定装置のメーター m の出力の確率分布は

Pr{m = mllw} = III(m)wll-

て与えられる。

(6) 

(2) wが系の状態のとき m がm を非零の確率て出力するとき，すなわち， Pr{rn= mllw}=I=〇て‘ある

とき，測定後の状態Wmは
I(m)w 

五＝ ESb. 
III(m)wll 

(7) 

て与えられる。 A(n)を(b,c, N)に対する量子インストルメント］て記述される測定装置とする。

A(m)とA(n)の順て‘実行される逐次測定て系の状態がwて‘mがm を非零の確率て出力するとき

のメーター nの出力に関する条件付き確率は，

Pr{n = nlm = mllw} = Pr{n = nllwm} = 
||J(n)エ(m)wll
III(m)wll 

(8) 

て与えられる。

(3) 物理量代数が元の物理量代数と他の代数とのテンソル積て｀記述される合成系への測定装置 A(m)の

拡張A(m')は，合成した系と相互作用しないとき，合成系の状態がwRuのときのメーター m'は

Pr{m'= mllw R r,} = Pr{m = mllw} (9) 

を満たし， WR6が系の状態のとき m がm を非零の確率て出力するとき，すなわち， Pr{m'=

mllw幻｝ ＃〇て‘あるとき，測定後の状態 (wRO'）｛面＝m}は

(w@CY）阿＝m}= WmRび

て` 与えられる。

以上については [Ozawa'04,00'16]が詳しい。

(10) 
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4.4 定義（量子インストルメントの圏）．

量子インストルメントの圏は， C*-L1空間を対象とし，それらの間の量子インストルメントを射とする

圏てある。

5 局所量子物理学：局所ネット

量子場の「局所観測可能量」を記述する局所ネットにもとづく LQP[ArakiQF, HaagLQP]の考察にう

つる。

5.1 定義（局所ネット）

kを時空（または空間） M の有界領域の集合とする（本来はいろいろと条件がつく）。対応 Kぅ0→ 
A(0) E C* -Algは以下の条件をみたすとき M 上の局所ネット(localnet)と呼ばれる：

(1) 包含関係 01C 02があるとき， A(01)c A(O分が成り立つCisotony,関手的）。

(2) 2つの領域03と04が因果的に分離している（互いに空間的にある）ならば，どの AE A(03)と

BEA（叩も可換て‘ある ([A,B] = AB -BA = 0)。

6 局所ネット上の状態

物理量の側だけでなく，状態の側ても局所性・因果性を扱うため，局所ネット上の状態として以下の 3種

類考えられる：

大域状態(globalstate) 大域的（準局所）物理量代数

11・11 

A=  LJ A(O) (11) 
OEK: 

上の状態を大域状態と呼ぶ。

部分状態（partialstate) M の（必ずしも有界てない）各領域Uに対し，物理量代数

11・11 

A(U) = LJ A(CJ) (12) 
ocu 

上の状態を Uに関する部分状態とよぶ [HK'64]。

最後の 1種類は，操作 (operation)-cもある局所状態である。

局所状態 (localstate) 大域的物理量代数A上の単位的 CP写像Tは，以下の条件をみたすとき，領域

の包含対A=(0• ,0~) E K,<sをもつ A上の局所状態と呼ばれる [OOS'l6,Wern'87] : 

(1) すべての AEAとBEA((O~)') に対し， T(AB) = T(A)B. 

(2) すべての AEA(O↑）に対し T(A)= cp(A)lとなる A(O↑)上の状態ゃが存在する。

殿（A)てAをもつ A上の局所状態の集合を表す。
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7 量子場に対する測定

講演者が考える，一般の C＊一代数的量子系にはない，量子場特有の事情は以下て｀まとめられる：

1.たとえ対称性が理論に課せられていても，測定は環境，特に測定装置の助けを借りて座標依存したか

たちて実行される。局所量子物理学において，対称性に関する共変条件を局所ネットが満たしていて

も，部分状態もしくは局所状態て記述される測定状況が現実的て‘あることを，このことは意味して

いる。

2.上の要請を満たす量子場に対する測定を記述するため，ある領域U1に関する部分状態（の複素線型

結合）の中心部分空間から別の領域U2に関する部分状態の中心部分空間への遷移を記述する量子イ

ンストルメントを必要とする、

3.有界領域O(cU1 n妬）て‘系と測定装置と相互作用すると仮定する。このとき，「極限」 U1,U2→M
をとることて・, [00'16]て与えられた局所測定を得る。
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