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本稿はJeffreyAdler, Jessica Fintzen, Manish Mishraとの共同研究の内容を含む．

1 はじめに

Fを非アルキメデス的局所体とし， GをF上定義された連結簡約代数群とする．このとき G(F)のC上の

スムーズ表現全体からなる圏R(G(F)）についての理解を得ることは，表現論や整数論の文脈において重要な

問題である． R(G(F))については， Bernsteinブロックと呼ばれる充満部分圏への分解

冗(G(F))= II n[M,a]G(G(F)) 
[M，び］G

が知られている．ただしここで添え字集合はGのLevi部分群M と， M(F)の既約超尖点表現oの組(M,u)

の適切な同値関係の下での同値類全体をはしる（詳細は 2節を参照）．

G(F)の開コンパクト部分群 K と，その既約スムーズ表現 pの組 (K,p)が， Bernsteinブロック

冗[M,a]G(G(F))に付随する typeであるとは， p-isotypic partで生成される G(F)のスムーズ表現全体から

なる R(G(F))の充満部分圏が，ちょうどR,[M,a]G(G(F)）と一致することをいう．このとき冗[M,a]G(G(F))

は，（K,p)に付随する Hecke環H(G(F),p)上の右加群全体からなる圏と圏同値であることが知られている

（詳細は 4節を参照）．以上より，次の二つの問題が重要である．

•各 Bernstein ブロック R,[M,a]G(G(F)）に対して，付随する type (K,p)を構成する．

•上で構成した type (K,p)について，付随する Hecke環H(G(F),p)の構造と表現論を調べる．

本稿ではこれらの問題について議論する．

2 記号と準備

Fを非アルキメデス的局所体とし， ordF:F→lllU{oo}をFの加法的付値とする．ただしここで，
ordF(F勺＝Zと正規化しておく． OFをFの整数環とし，匹をその極大イデアルとする． kF=0り匹と
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し， qFを灼の位数， pを灼の標数とする．

GをF上定義された連結簡約代数群とする． R(G(F)）を G(F)のスムーズ表現全体のなす圏とし，

Irr(G(F)）を G(F)の既約表現全体のなす集合とする． PをGの放物型部分群とし， M をそのLevifactor, 

Uをその幕単根基とする． M(F)のスムーズ表現 (T,W)に対して， G(F)のスムーズ表現（厖(T)，序(W))

を空間

厖 (W):= {J: G(F）→ W:局所定数関数 IJ(umg) = T(m) ・ J(g) (u E U(F), m E M(F), g E G(F))} 

上の G(F)の右正則表現として定める．このようにして M(F)のスムーズ表現 (T,W)に対して， G(F)の

スムーズ表現（席(T)，ば(W)）を対応させる操作を放物型誘導という． G(F)の既約スムーズ表現 (1r,V)が

G(F)の超尖点表現であるとは， Gの任意の放物型部分群P<;;;Gとその Levifactor M およびM(F)のス

ムーズ表現 Tに対して

Homc(F)(1r，厄（T))= {O} 

が成り立つことをいう． X}(G)でF上定義された Gの代数的指標全体のなすアーベル群を表す． G(F)の開

部分群びを

G1 = {g E G(F) I ordF(x(g)) = O (x E X}(G))} 

で定める． G(F)の指標xが不分岐であるとはGlJ:自明であることをいう． G(F)の不分岐指標全体の集合

をXunr(G)で表す． Gをその Levi部分群M に取り替えることで， M に対しても同様に上の定義や記号を

定める．

Gの尖点的ペアとはGのLevi部分群M とM(F)の既約超尖点表現ぴのペア (M,u)のこととする．尖点

的ペア (M立 1)と(M2心）がinertiallyequivalentであるとは，ある gE G(F)とXEXunr(M2)が存在し

て(9M1，妬） ＝ （M臼 2RX)が成り立つことをいう．この同値関係における尖点的ペアの同値類を inertial

equivalence classと呼び，尖点的ペア (M,u)に対してその inertialequivalence classを[M,u]cで表す．

B(G)でGの尖点的ペアのinertialequivalence class全体の集合を表す．

(M,u)をGの尖点的ペアとする． G(F)の既約スムーズ表現(1r,V)であって， M をLevifactorに持つG

の放物型部分群PとXEXunr(M)が存在して

Homc(F)(1r，ば（u<21 x)) -f= {O} 

をみたすもの全体からなる集合を Irr(M,a)(G(F))で表す．この集合は (M,u)のinertialequivalence class 

にしか依らないのでIrr[M,a]G(G(F)):= Irr(M,"l(G(F)）と定めることができる． G(F)の既約スムーズ表現

Tであって，任意の既約部分商がIrr[M,a]G(G(F)）に含まれるようなもの全体からなる R(G(F)）の充満部分

圏を R,[M,a]G(G(F)）と書く．このとき Bernstein分解と呼ばれる次の分解が知られている [Ber84]

R(G(F)) = II冗（G(F)).
sEB(G) 

各充満部分圏冗8(G(F)）を R(G(F))のBernsteinblockという． Bernstein分解により R(G(F)）を理解す

るという問題は，各Bernsteinblockを理解するという問題に分割される．

3 G=叫の場合の Bernsteinblockの構造

この節ではG=SL2の場合について二種類のBernsteinblockの構造を観察する．
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Example 3.1 1rをSL2(F)の既約超尖点表現とし s= [SL2吋SL2E B(SL砂とする．このとき以下が成り

立っ．

だ (SL2(F))'.:,:'.IC -Vect. 

ただし IC-VectでCベクトル空間全体のなす圏を表し，対応は T→Cで与えられる．

Example 3.2 Tを対角行列全体のなすSL2の極大トーラスとし， Bを上三角行列全体のなすSL2のBorel

部分群とする． trivrでT(F)の自明表現を表し， sr= [T, trivr]sL2 E B(SL2)とかく．このとき定義から

I炉(tri四） E7?.,3T(SL2(F)）である．さらに SL2(F)の自明表現trivsL2はI閉刊triv州の部分表現であり，
商表現StsL2:= J誓刊trivr)/ trivsL2は既約表現であることが知られている．一方でこれらのなす完全列

1 →trivsL2→ I炉(trivr)→StsL2→1 

は分裂しない．

4 Typeの理論

この節ではBernsteinblockの構造を調べるための方法としてtypeの理論と呼ばれる理論を紹介する．

Definition 4.1 s E B(G)とし， KをG(F)の開コンパクト部分群， pをKの既約スムーズ表現とする．

このときペア (K,p)がs-type,あるいはBernsteinblock R•(G(F)）に付随する type であるとは次が成り立

つことをいう：

Irr8(G(F)) = {1r E Irr(G(F)) I HomK(p,1r「K)c/= {0}}. 

typeを用いることで以下のようにして Bernsteinblockの構造を調べることができる．

Proposition 4.2 ([BK98, Theorem 4.3]) s E B(G)とし (K,p)をs-typeとする．このとき次の圏同

値がある：

冗 (G(F))~ Mod況 (G(F),p).

ただしここで H(G(F),p)は下で定義される (K,p)に付随する Hecke環を表し， Mod―H(G(F),p)は

H(G(F),p)上の右加群全体のなす圏を表す．

Definition 4.3 {Hecke環） （K,p)をG(F)の開コンパクト部分群とその既約スムーズ表現のペアとする．

このとき (K,p) に付随する Hecke 環とは C—ベクトル空間

社(G(F),p)= {f: G(F)→Endc(p) : compactly supported I f(k1g松） ＝p(k1) o f(g) o p(k2) (ki E K,g E G(F))} 

に畳み込みで積を入れて得られる C代数である．すなわち f1,f2€ H(G(F)，p)に対してその精f1*f2 € 

1-i(G(F),p)は積分

(f1 * f叫(g)＝ / fl(x) o f2(x―1g)dx 
G(F) 

で定義される．

Remark 4.4 Hecke環 1-l(G(F),p)は C-代数として自己同型環 Endc(F)(ind岱(F)(p)) と同型

である． Proposition4.2の圏同値は 7r E だ (G(F)）に対して Homc(F)(indf(F)(pい）を対
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応させ， Endc{F)(ind岱(F)(p)) の ind岱(F)(p)への左作用を用いて Homc{F)(ind岱{F¥p),7r)に
即(G(F),p)汀 Endc{F)(ind筐 (p))の右作用を入れることで得られる．

Proposition 4.2を用いることで Bernsteinblockの構造を調べるという問題は， typeを構成しそれに付

随する Hecke環の構造と表現論を調べるという問題へと帰精される．以下ではこれらの問題について議論を

行う．

Example 4.5 G = Sいとし，

I= { (~ !) E SL2(F) I a,d E O'J,,b E切，CE四｝
と定める． trivrをIの自明表現とする．このとき Example3.2の記号のもとでペア (I,trivr)はsr-typeで

ある．さらに付随する Hecke環

H(G(F), trivr) = Cc(I¥ SL2(F)/ I) 

は次の生成元と関係式による表示を持つ．

〈T。,T1I (T; -qp)(T; + 1) = 0 (i = 0, 1)〉．
これはぷ型の affineWeyl群の qFー変形として得られる affineHecke環であり，その表現論は深く調べられ

ている．

5 Depth-zero types 

この節ではdepth-zerotypeと呼ばれる特別な typeを導入し，その Hecke環の構造に関する Morrisの結

果を紹介する．簡単のためこの節に限り Gは半単純単連結であるとする．この仮定は説明を簡潔にするため

だけのものであり，適切な修正をすることで一般の簡約代数群に対しても同様の理論と結果が得られる．

k をG(F)のparahoric部分群とし， K+をその pro-pradicalとする．このときある灼上の簡約代数群

GKが存在して自然な同型

K/K+ ~G瓜灼）

が成り立っ．

Example 5.1 G = Sいとする． K= SL2(0日とすると

K+ = {g E SL2(0F) I g三 I2mod肝｝

であり，このとき K/K+~ SL2(kF)である．

Example 5.2 G = S12とする． Example3.2の記号のもとで K=Iとすると

I+={(~ !) Ella,dEl＋四｝
であり，このとき

I/I+~ { G tり1)It Ek;}~ GL1(k砂

である．
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F上の代数群の表現に対する超尖点的表現の定義と同様にして， kF上の代数群の表現に対して尖点的表現

という概念を定めることができる． pをG瓜枠）の既約尖点的表現とする． pをK/K+の表現だとみなし，

さらに K十上自明な Kの既約スムーズ表現とも同一視する．このとき次が成り立つ．

Proposition 5.3 ([MP96]） ある sE B(G)が存在してペア (K,p)はs-typeとなる．

このようにして得られるペア (K,p)をdepth-zerotypeという．

Remark 5.4 一般にMoy-Prasadfiltrationという概念を用いることでG(F)の表現や， Bernsteinblockに

対して depthという非負実数を定義することができる．このとき depth-zerotypeはdepthが0のBernstein

block (depth-zero block)に付随する typeになっている． depth-zeroblockは有限簡約代数群の表現論と密

接に関係しており，一般の Bernsteinblockに比べてはるかに調べやすいものとなっている．

Example 5.5 Example 4.5で現れるペア (I,triv1)はdepth-zerotypeである．

depth-zero typeに付随する Hecke環の構造は Morrisによって詳細に調べられている．

Theorem 5.6 {[Mor93, Theorem 7.12]) (K,p)をdepth-zerotypeとする．このとき (K,p)に付随す

るHecke環社(G(F),p)について Example4.5と類似の生成元と関係式による記述がある．より詳細には，

H(G(F),p)はある affineHecke環とある捻れ群環の半直積と同型である．

Theorem 5.6により， depth-zeroblockの構造を affineHecke環の表現論を用いて理解することができる．

6 Kim-Yu types 

この節では depth-zerotypeを一般化して得られる Kim-Yutypeという typeを紹介する．以下では次を

仮定する：

Assumption 6.1 

1. GはFのある馴分岐拡大で分裂する．

2. pはGのWeyl群WGの位数を割らない．

このとき任意の sE B(G)に対して s-typeの具体的な構成が知られている．

Theorem 6.2 ([KYl 7], [Fin21], [FKS23]) s E B(G)とする．このとき Kim-Yutypeと呼ばれる s-

type (K,p)の具体的な構成が存在し，次が成り立つ． Gの簡約部分群G° とG° のdepth-zerotype (K0, p0) 

であって以下をみたすものが存在する：

1.包含 K0c K は同型 K0/Kic:,, K/K十を誘導する．ただし Ki,K+はそれぞれK0,K のpro-p

radicalを表す．

2.ある Kの既約表現 Kが存在し，同型pc:,, inf(p0) R "'が成り立つ．ただし inf(p0)はK→K/K+c:,, 
Ko/Kiとpoの合成を表す．

Remark 6.3 本稿では代の具体的な構成は述べないが，んは有限体上の symplectic群の Weil表現の理論

を用いて構成される表現である．
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Remark 6.4 Kim-Yu [KYl 7]による Kim-Yutypeの構成については Assumption6.1は必要なく，この

構成で全ての sE B(G)に対して s-typeを得ることができるという主張の部分にAssumption6.1が必要とな

る．この主張はFintzen[Fin21]によって証明された．

Remark 6.5 本稿では元々の [KY17]による typeの構成ではなく，それを [FKS23]で定義された符号指標

で捻った構成を用いる．元々の構成のままでは，本稿の主定理Theorem7.1は成り立たない．（実際に反例が

存在する．）

7 主定理

Theorem 6.2によると任意の sE B(G)に対してだ(G(F)）に付随する Kim-Yutype (K,p)が存在するた

め，任意の Bernsteinblockの構造を調べるためには任意の Kim-Yutypeに付随する Hecke環の構造がわか

れば良い．一方で Kim-Yutypeはある depth-zerotype (K0, p0)と密接に関係しており， depth-zerotype 

に付随する Hecke環についてはMorrisによる詳細な記述がある．このdepth-zerotypeに付随する Hecke環

をKim-Yutypeに付随する Hecke環と結びつけるのが本稿の主定理である．

Theorem 7.1 (K,p)をKim-Yutypeとし， co,(Ko,Po)をTheorem6.2のものとする．このとき C代

数の同型

1i(G0(F),p0)'.:o:'.1i(G(F),p) 

が存在する．

本定理は元々 s= [G,1r]aという形の場合には [YuOl]によって予想されており，執筆者が [Oha24]におい

てこの予想を解決した． Theorem7.1の主張はこの結果を一般の sE B(G)へと拡張したものであり，執筆者

のJeffreyAdler, Jessica Fintzen, Manish Mishraとの共同研究による結果である．一般の場合には Hecke

環の構造がs= [G,1r]aの場合に比べて複雑であり， Theorem7.1の証明もはるかに長大で難解なものとなっ

ている．

1i(Go(F), Po)の構造はTheorem5.6によって詳細に記述されているため， Theorem7.1と合わせることで

一般の Kim-Yutypeに付随する Hecke環についてもその生成元と関係式による記述を得ることができる．ま

た， Proposition4.2による圏同値と合わせることで以下の系を得る．

Corollary 7.2 s E B(G)とする．このとき Gの簡約部分群G° とs゚ EB(G0)であって次をみたすものが

存在する：圏同値

訊 G(F))':::'応゚ (G0(F))

が存在し，さらにだ゜(G0(F)）はdepth-zeroblockである．

上の系は任意の Bernsteinblockがある depth-zeroblockと圏同値であるということを主張している．

Remark 5.4で述べたように depth-zeroblockはその有限簡約代数群の表現論との結びつきから一般の

Bernstein blockに比べて非常に調べやすい blockとなっている． Corollary7.2 は p—進群の表現論の様々な

問題がdepth-zeroの場合へと帰着されることを示唆しており，そのような方向の応用が今後期待される．
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