
研究会報告

2+1次元0(3)非線形シグマ模型
における分数スピンの問題について

高エネルギー加速器研究機構 ･素粒子原子核研究所 田無分室 筒井 泉 1

2+1次元0(3)非線形シグマ模型においては､トポロジカルな項 (Hopf項)の存在のもとで

分数スピン (fractionalspin)が許され､これが低次元系での様々な (エキゾチックな)物性に応

用できるのではないかと期待されている｡ このときに重要になるのが場の配位n(I)に対して分数

スピンの値 Jを与える公式で､従来これはHopr項の係数をβ､配位のもつソリトン (skyrmion)

電荷をQとするときJ-基Q2で与えられるとされてきた｡本稿では､この公式が極めて限られ

た ('磁場 'が等方的な)配位にしか成立しないことを議論する｡

1 Hopf項と分数スピン公式

初めに従来の分数スピン公式について､簡単に述べておくことにしよう｡ まず (トポロジカル

項のない)2+1次元0(3)非線形シグマ模型は､3次元ベクトル場 n(I)- (nl(I),n2(I),n3(x))
に対する作用

･oln]-/d3壷 apn(I)･∂pn(I) (1)

で定義されるo ただしベクトル場 n(I)の長さはn2(I)-∑喜=1nZ(I)-1に拘束されているもの
とする｡ さて､ここでカレントJPおよびベクトルポテンシャルA人を

JP- 去EPUAEabcnaavnbaAnc-:EPレ入∂レAA

によって導入し､これらを用いて

H(n):-
/d3xAp(I)JP(x)

(2)

(3)

という項をつくり､これに角度パラメーター0∈[0,27T)をつけてもとの作用に付け加えよう:

Zln]-Ioln]+OH(n)･ (4)

この付加項 (3)は通常Hopf項と呼ばれ､そのトポロジカルな性質 (これについては以下に吟味す

る)が分数スピンの源であると考えられている｡ 確かにカレント(2)はその定義から保有 し､そ

の電荷

Q(n):-
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d2xJO(I)
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は､遠方で走ベクトルn(∞)となるようなベクトル場

n(x)-n(X,i)- n(∞) as ‖xH-∞ (6)

に対しては整数値をとる｡ この理由はこの境界条件がベクトル場の写像のなす空間 (配位空間)

をQ-Mapo(S2,S2)という､(ある基点を固定した)球面S2からS2へのbasedmapのなす空

間に制限しており､これによって各々の配位がその写像度で同値類に分類できるからである｡ こ

のことは､数学的にはホモトビ一群

7Tk(Q)-7rk+2(S2), for k-0,1,2,... (7)

の特にk-0の場合の性質7To(Q)-7T2(S2)-Zに基づいており､この右辺の整数が式 (5)の電待

Qに対応し､これをソリトン (あるいはskyrmion)電荷と呼んでいる｡

さて従来より提示されている､場の配位n(I)に対する分数スピン公式は【1日2日3日4],

Jfracti.nal(n)- ; Q2(n)
(8)

である｡ これは分数スピンが配位のソリトン電荷の自乗､およびHopf項の係数βに比例するとい

う単純で美しい関係式であるが､本稿では､これが本当に一般的に成立するかということを問題

にする｡

2 インスタントンの存在とHopf項の定義

さて問題がトポロジカル項としてのHopf項に起因するので､まずはその意味を数学的に明確

にしなければならない｡そのためには､対象とするn(∬)に課す境界条件を､空間方向(6)だけで

なく時間に対しても課す必要がある｡ ここでは時空をR2×[O,T]とし､時間方向には周期的条件

n(x,0)-n(x,T) (9)

を課すことにするO このようにすると上記のソリトン電荷だけでなく､さらに(7)でk-1とお

いた場合に得られるホモトピーの性質7Tl(Q)- 7T3(S2)-Zに基づいて､さらに詳しく配位を同

値類に分類できる｡この右辺の整数に対応するのがインスタントン電荷で､数学的には本来その

表式がHopf項となるべきものである｡ ところが､実は前出の式(3)はこの点で少々問題があるこ

とに気づく｡

それはまず第-に､(3)のH(n)は配位n(I)について非局所的であり､またベクトルポテンシャ

ルA人の定義にU(1)ゲージ変換A入-A入+∂入Aの部分だけ不定性があるために､Hopf項の値

も不定になる可能性があること｡第二に､周期的条件(9)だけではHopf項の値が整数になること

が保証されないことである｡ このことは､上のホモトピーの性質がS3からS2-の空間の分類で

あるのに対 し､これに厳密に対応する条件が配位n(x)に課されていないからである｡(にも拘ら

ず配位の分類は可能｡対応すべき表式 (3)75L 股に整数にならないだけである｡)実際､条件 (9)

をさらに厳しくして時刻i-0,Tで定ベクトルn(∞)となることにすれば､時空をS3と見なすこ
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とが出来て表式(3)が整数を与える｡ しかしこの走ベクトル条件は､考察する配位をソリトン電

荷がゼロのものだけに限定することと等 しく､我々の興味のある分数スピンが現れる状況に対応

できない｡これらの問題を分析するために､以下にSU(2)群座標を用いる､非線形シグマ模型に

対するより便利な記述法を採用することにしよう｡

3 SU(2)群による0(3)非線形シグマ模型の定式化

一般の非線形シグマ模型はあるLie群Gとその部分群Hからなるcosetspacea/H上に値をも

つ場を対象とする｡0(3)非線形シグマ模型はこれが SU(2)/U(1)とS2の場合であり､このこと

はこの模型の定式化には､U(1)の対称性をもたせることによって群 SU(2)に値をもつ場9(L･)を

用いるのが､ひとつの自然な方法であることを示唆している酢【6日71｡具体的には

9(I)T39-1(x)- nl(I)Tl+n2(I)T2+n3(I)T3 (10)

という関係で元の場 n(I)からg(I)を定義する｡ここでTa-箸､α-1,2,3は群 SU(2)のLie

代数の基底である｡ この関係式 (10)はn(I)の長さを自動的に1に拘束するが､一方でひとつの

配位 n(I)に対応する9(I)を一意には決定しない.実際9(x)はU(1)部分群

9(:I,･)一 g(L･)h(.,L･), /申 )-cE(Lt:)rr･'i∈H -U(1) (ll)

だけ不定になっており､これが前に述べたU(1)対称性である｡つまり群SU(2)による0(3)非線

形シグマ模型の記述は､これをU(1)ゲージ理論としての取 り扱うことになる｡ しかし後でみる

ように群を用いることによって様々なメリットが生じ､また前にベクトルポテンシャルの定義で

見られたように､もともとHopf項の定義には本質的にU(1)群に関する不定性の問題が存在する

ので､結局群 SU(2)による記述がきわめて便利になるのである｡

群SU(2)による定式化のためにまず注意しておきたいことは､配位n(x)が (ある一定時刻では)

S2-S2という写像であったが､後に確認するように､これに対する9(I)は必ずしもS2- sU(2)

という写像として存在すろとは限らないことである｡そこで空間の無限遠を再び一点から元に戻

して､空間を2次元の半径 1のディスクD2とし､9(x)をD2- sU(2)と考えることにする｡ 次

に､このようなg(I)に対して､元のn(I)への境界条件 (6)および(9)に対応するものとして､

9(.,r)-9(∞)h(x), h(x)∈H-U(1), Ⅹ∈∂D12 (12)

および定数配位 h｡により

9(x,T)-9(x,0)hc, hceH (13)

という境界条件を設定することにする｡ ここで重要な点は､(12)では任意関数 h(x)が時間によ

らないことで､これは元のn(x)への境界条件から要請されるわけではないが､Hopf項の整数性

の確保のために必要である｡

このようにした上で､先のソリトン電荷 (5)とHopf項 (3)を9(I)で表すと､

a(.(,)ニー去 D12trT3(911(1･)d9(.,L･))
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および

H(a)-志 ji2xP,T,tr(9-i(I)dg'a･))3 (15)

となる｡9(x)の境界条件(12)よりQ(9)の整数性が保証され､またもし空間が.D2ではなくS2な

らばQ(g)-0となってしまう (従って写像 9に対してはD2を空間としなければならない)こ

とは式 (14)で明らかである｡ また(15)のH｡l)f項は､もし精分領域が S3であれば良く知られた

S3- sU(2)の写像度を与える式であるが､そうでなく積分領域がD2×【O,T]であっても､境

界条件 (15)のお蔭で確かに整数値を与えることが確認出来る｡従って上記の境界条件のもとで､

Hopf項をwell-definedにすることが出来たことになる｡

さて､これらの境界条件を保持するような群の積演算9-99′は新たな配位を生成するが､こ

の演算のもとで上記のトポロジカルな電荷は加法則

Q(9g')-Q(9)+Q(91), H(ggJ)-H(a)+H(g') (16)

を満足する｡これは元のn(I)では複雑な変換のもとでしか見られない性質であり､SU(2)群に

よる記述がもたらす長所のひとつである｡

ここで非自明なトポロジー配位の代表例として配位

n㌘(∬)-(cos(α+棉 ))sinβ,sill(α+紳 ))sillβ ,COSβ) (17)

を考えよう｡ ただしここではディスクD2上に極座標 (r,p)をとり､関数α,βはm,nを整数とし

て境界条件

α(r,27T)-α(r,0)-2n7T, β(1,p)-7T, β(0,9)-0, 4,(T)-4,(0)-2m7T (18)

を満たすものとする｡これは静的なn-ソリトン配位を (集団座標とよばれる)4,(i)によってm 回

､捻る'ものであり､これに対応する9(I)は

gim)(I)-eQ(i)T3eαT3ePT2e-QT3e抑 )T3 (19)

で与えられる｡ この配位のトポロジカル電荷を計算するとQ(gin))- n､H(9im))- m nとなっ

ており､ソリトン電荷nとインスタントン電荷 m nを持つことがわかる｡

さて場の理論としての角運動量 (スピン)を論じるために､このSU(2)群による記述法に基づ

くハミルトニアン形式 (古典論)を構成しよう｡これは作用 (1)をg(I)で書き換え､それに通常

のルジャンドル変換等の手続きを行なえばよい｡その結果は､通常の群上のハ ミルトニアン系と

同様に､､右カレンU Ra(x)という量を導入することによってPoisson括弧が

(a(x),g(y)) - 0

tRa(x),Rb(y)) -eabcRc(x)6(x-y)

(Ra(Ⅹ),9(y))-9(Ⅹ)Tab(Ⅹ-y)

で与えられ,ハミルトニアンは

乃-ilRa,･面 亡tjEa,b,(9-lai9)b,(9-1ajg)3]2+読 (9-1aig)Z,

β
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となる｡そしてこれにU(1)ゲージ対称性 (ll)を生成する第1種拘束条件

♂
◎:-R3+東 京 Fu-Ec,d,(911∂ig)cl(9-1ajg)a,-0 (24)

が課された拘束系が､0(3)非線形シグマ模型のハ ミルトニアン型式による古典論である｡勿論､

上記のハミルトニアンはゲージ不変(◎(x),Tt(y))-0であり､物理量としての資格を備えてい

る｡ さてこれからいよいよ懸案の場のスピンの評価に着手することにする｡

4 物理的スピンとは

場の理論の標準的方法に従い､場の配位のもつ角運動量をエネルギー運動量テンソルから求め

よう｡0(3)非線形シグマ模型の対称エネルギー運動量テンソルは､その作用より

･ JLu- i ai l{(9- 10/Lg ,a,(9-1∂〝y)a,- ,rJl- (9 - 1opg,S,i

となる｡ これから運動量および角運動量を

P/i:=/d23:TOM, JFL〝:-/d2x(xpTOu-rレTOp)
と定義すれば､これらは (量子化後､交換関係のもとで)50(2,1)代数

lpp,p 1 - 0, ilPP,Jレ入巨 =りP入pレ-りPyPA

ilJPレ,JP入]- りV入JPp-りP入JvP+りPPJレ入-りUPJP入

(25)

(26)

を満足する｡エネルギー運動量テンソルTPZ/はゲージ不変であるから､これらの PFL､JFLUともに

ゲージ不変であり､物理的観測量である｡

さてこの角運動量のうち､空間内の回転に関する物理量 - これを通常この系におけるスピン

と見なしている- は

J‥- Eij/d2-iTOj-妄Ei,Xi
2
∑(9-1∂09)a,(91183g)a,α/=1 (29)

で与えられるが､問題はこの量のうちの非整数部分の評価にある｡従来それは (配位n(I)による

記述で)位相空間の変数を用いて(29)を書き換え､Hopf項のパラメタ-βの有無によって整数､

非整数部分を分離することによってなされてきた｡これを我々の9(31･)を用いた記述で行なうと､

J-Jint｡g｡r+Jfra｡ti｡nalと分離したときの各部分は ､磁場 'Ba‥- Ei]ai(911819)aを用いて

Jinteger - /dxEt,･XtRa,(9-law)a, (30)

Jfractiona1--品/ dxEl,XtBa/(9-la,･9)aJ (31)

とかくことができ､一見 Jint｡ge,はHopf項の無い場合のスピンであって当然整数部分を担い､一一

万Jf,a｡ti｡nalはHopf項のパラメタ-Oに依存する非整数部分を表すかのように見える｡ 実際これ
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が従来の解釈であり､分数スピン公式 (8)はこれに基づいて求められたものである｡ところが残

念ながらこのように定義された(31)の各スピンはともにゲージ不変でなく､

(◎(x),Jl)ニー(◎(Ⅹ),J2)- E2]Xta]B3(Ⅹ) (32)

従って一般に物理的観測量でない｡明らかに､これらが物理的観測量になるのは(32)の左辺が消

えるとき､つまり上で定義した磁場の第3成分 (これはソリトンカレントに比例する)が､デ ィ

スク82の中心からの距離のみに依存する等方的な場合に限られることになる｡

これを量子論レヴェルで検証するために､前述の(17)で表される集団座標をもつn-ソリトン､

mn-インスタントン配位 gim)(I)を考える｡ これを集団座標についての量子力学として考察する

ことにすると､ハミルトニアン演算子

h - M ･ 左 (書芸 一芸 n) 2 (33)

に対しエネルギーE-M+(k-基 n)2/2Kをもつ固有状態gk(¢)-eikQ (kは整数)が求まる｡
この状態はスピン演算子に対 しても固有状態になっており､そのスピン固有値は定数

∫:=Idxsin2βapα
Idxsin2p

J--(k-;n)I

を用いて

(34)

(35)

となる｡定数Iは一般に整数とは限らないから､上のスピン(35)のうちのどの部分が非整数部分な

のか不明瞭である｡ただ､もしここで関数αがpのみ､βがrにのみ依存する関数のときはZ-Q(9)

となり､従来の公式 (8)を再現することがわかる｡ これは前に述べた磁場の等方性がある場合で

あるOより詳細な議論および参考文献は論文 [6日7]を参照されたい｡
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