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序

　　一般型代数曲面に関するN◇e癒磁不等式κ2≧2鞠一4を不正則数gを使っ
て改良する試みとしては，FJoロgman8　pl，　O．Debaロe　pelそしてG．Xiao【X1，

Coronary　of　Theor企m　2j等の研究が知られている．近年，小林正典氏によって，

N◇e癒ぱ不等式の3次元への一般化がなされた｛Kbl．ビの研究に触発され，第1，

第2次不正則数σ1，¢2を使って，曲面と同様に不等式の改良ができないでろうか

と考えたのだが，それには，まず，曲線上の一般型代数曲面のファイバー空間の構

造を持つ，即ち，一般型代数曲面のペンシルを持つ3－fbMに関する研究が必要不

可欠であることに思い到っ左，曲面論において，ペンシルを考える際，相対的極小

モデル｛即ち，任意のファイバーに｛－1）一曲線を含まないモデル）をとると，研究

しやすいことが知られているがき3次元以上においても，森一川又理論における意味

での相対的極小モデルをとることで，比較的取り組み易くなることがわかった．本

論説の目的は蝸線上の，一般型代数曲面の極小ファイバー空間に関する研究結果

（【ODを報告することにある．実際には講演で触れることのできなかったζとにつ

いても，言及するつもりである．

　　以下，すべて複素数体上で考えることにする．Xを4（≧2）次元正規射影代
数多様体で，高々Q一分解的末端特異点しか持たないとし，∫：X－→（フを非特異曲

線0への全射固有正則写像とする．∫が一般型代数多様体の極小ファイバー空間
であるとは，（1）Xxが了数値的半正，即ち，呈のファイバーに含まれるX上の任

意の既約曲線とκxとの交点数が0以上で，②∫の一般7アイパーが既約な一
般型代数多様体である時のことをいうことにする．4＝2の時，即ち，曲面の場合，

次のことが知られている．

定理1（｛恥2，丁誠ORBM　2．1，2．2］，｛P，　PROPOSI苦ION　2．6D．∫：X→0を種

数g（≧2）の超楕円曲線を一般ファイバーとする，極小ファイバー空間とすると，

次の不等式が成り立つ．

κ皇≧4（・－1）｛，（・x）一（、＋1）。（・。）｝．

　　　　9

あるいは同値であるごとの，

・（・）≦1＋、（9晃、）｛弓一4（9；1）・（・x）｝・

　　ζの定理はXが線織面の2重被覆と双有理同値であることを使って証明さ
れた．後挺G．Xia◎によって次の定理が示された．
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定理2（［X2，　TH80REM　2］）．∫：X→0，　gは上記の通り．ただし，∫の一般ファ

イバーは超楕円曲線とは限らないとする．この時，次の不等式が成り立つ．

　　　　　　　　　　　　κ1！・≧4（9；1）d・gあ・・／・

　　κ』／。＝κ皇＋8（9－1）κ（0・），d・gノ・ωx／・＝X（Ox）＋（9－1）X（0・）であ

ることに注意すると，定理2は定理1の一般化になっていることがわかる．Xiao
の手法は∫．ωx！σのHaldex・Nax頭mhan但tτatio皿による解析という画期的なも

のであった．ζのテクニックを高次元化することにより，次の結果を得ることがで
きた．

主定理1．∫：X→0を曲線0上の一般型代数曲面の極小ファイバー空間と
し，∬を∫の一般ファイバーとする．この時，次が成り立つ．

　（1）pθ（F）≧3かつμ（Flがペンシルの合成でないならば，

κ皇≧4（Pθ（F）－2Pθ（F），）｛（2κ（°F） 三蕩糎一4X（°F）・（・・）一・（・・）｝

　　あるいは同値であることの，

　　　　　・（・）≦1＋2｛講）鷲欝i鴇苔）｝・

（2）1πFlがペンシルの合成で，1♪はX』＝1，　Pg（F）＝2，　g（F）＝0なる曲面

　　でないとすると，

κ皇≧4（ρθ（F）－1’Pθ（F））｛（2燗 三緩酬一2X（°’）・（・・）一・（・・）｝

　　あるいは同値であることの，

　　　　　・（・）≦1＋2｛誘）器耀総）｝・

（3）頁』＝1，IPθ（F）＝2かつq（P）＝0ならば，

　　　　　　　　　　　κ良　≧－3X！（Oo）－X（Ox）

　　あるいは同値であることの，

9（0）≦1＋κ呈＋ ξ（0・）．
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（4）ρθ（F）＝1ならば，

　　　　　　　κ皇≧K』｛（x（OF）－6）x（Oo）一κ（σx）｝

　　あるいは同値であるζとの，

　　　　　　　　　・（・）≦1＋篭講鵠｝・

（5）pθ（F）＝0ならば，

弓≧｛一61ζ』X（0ロ）十（2／3）・1（2－6X（0σ）十（6／13）・1（2）．）“：i三i；き．

上の5つの不等式のうちどれか1つにおいて等式が成立したとすると，∫は
∫●o’τ垣al，即ち，適当な基底変換を行うと∫の馴き戻しはCar細施n　prodロdと双

有理同値になる、じこで，1（2）は・Xに関するRejd－Fle‘ch　erの多重種数公式の補

正項を表すことにする．詳しい定義はIF1，　De6uition　2．61を参照されたい．

注意：曲面の揚合，等号が成立してもヌが輌s◎垣vWになるとは限らない．

　　実は，Xiaoの手法はもともと，次の定理を証明する為に開発されたものであ
る，

定理3（｛X2，丁孤◎R鋤1，　C◇蕊OLLARY　ID．記号，条件は定理2の通りとする．
ζの時，

（1）　　　　　　　　　　　　　　1（釜く4X（Ox）－4（g－1）X（0σ）

ならば，

　　　　　　　　　　・v（ヌ）：＝加｛ぜ9（x）一→π：ig（矛）｝

は自明であるか，またはZ／2Zと同型．さらに，γ（∫）竺Z／2Zの時，∫の一般ファ

イバーは，超楕円曲線である．特に，g（X）＝g（0）が成り立つ．

　　この定理の3次元への一般化を研究していたところ，当初，全く予想もしな
かった結果が得られた．それが次の定理である．

主定理2．記号，条件は，主定理1の通りとする，ζの時，

（2）　　　　　　　　　　　　　κ1し　く2（2X（0」p）－3X』）X（Oo）－4X（Ox）

ならば，一般フγイバータは次のうちいずれかの性質を持っ．

　（1）Fは種数2の五皿eaτpen観を持つ．
　（2）κ』≦2Pρ伊）－1．
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（3）碍＝2P、（F），，、（P）≧3，9（F）≦2，かつIKFIは，ペンシルの合成では

　　ない．

（4）μζ司はペンシルの合成ではない．かつ，

　　　（4α）π』＝8，Pg（F）＝3，敏F）≦1，または

　　　｛4ゐ戊K▲｝・＝9きρ9（翌）：＝4，¢（」野）≦1，ま）駈は

　　　（「4cノκ』＝7，　pθ（1り＝：3，　q（F）≦2．

（5）」ζ多＝4または6，Pg（タ）＝2．かつ，　IX到の可動部分は，固定点をただま

　　っ持っ，種数3の五near　p㎝ぱ，

（6）X多＝2または3．かつ，Pg（タ）＝輻

（7）Pθ伊）＝0、

注意1：上記の（3）の場合において，g（F）＝2の時は，実は，ρ（F）＝3である乙

とがわかる．実際，pθ（珂≧4と仮定すると，K』＜3X（OF）であるから，Pは種

数2の曲線上の種数2，または3の曲線のペンシルを持つ（｛Ho2，　Theorem　3．11）．

その各々の場合に応じて，頁皇≧2X（o」F）＋6または，」ζ多≧（8／3）・（ぴOP）＋4）

であるが，これは矛盾である．

注意2：上記の主定理2における不等式（2）は曲面論では，定理3の不等式（1）
に相当するものであるが，不等式（1）が成立しても，一般ファイバーの種数gがそ

れによって制限を受けるということはない．実際IX21では，任意の2以上の整数

gに対して，定理2の不等式の等号が成り立つ例が構成されている，そういう意
味で，主定理2は曲面には見られなかった新しい現象といえるだろう．

注意3：上記7通りすぺてが実際に現れるのかどうかは，わからない．（4），（5）の

ような曲面がそもそも存在するのかどうかさえもまだわからないので，御存知の
方に教えて頂ければ幸いである．本論説の最後に一つだけ例を挙げておく．

系．主定理2と同じ仮定のもとで，g1（X）：＝九1（Ox）＝g（0），　g（0）＋1または，

9（C）尋一2．さらに，｛衣（X）：＝9（0）十2の時は，

　　　　　　（X多｝Pg（F），g（」P））＝（4，2》2），（512，：2）1（6，3，2），（7｝3，2）

の4通りの可能性しかない．

注意：曲面論の類推より，素朴に考えて，g1（X）＝g（0）が成り立つCとが予想さ
れる．個人的には，g1（X）＝g（0）＋2の可能性は消えて，κ多＝2x（σF）きg（タ）＝1

の揚合において，g1（叉）＝g（0）＋1なる例が存在するのではなかろうかなどと考

えているが，今のどころ，なんともいえない．

配号：本論説において使われる記号をいくつか定義しておく．曲線0上の任意の
非零なベクトル束εに対して，

δ（ε）・蓋白・（¢Q）

μ（ε）；＝degδ（ε）∈Q
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とおく．

　　εに対して，一意的に次のようなフィルター付け（ftltxatio∬）が存在すること

が知られている輿・罫「｝．

0＝εo⊂ε1⊂…⊂εぴ＝ε，

ただし，（1）篇／εト1は半安定，即ち，μが自分自身のものより大きいような部分
束は含まない．かつ，｛2）任意の∠に対して，μ（ε訂ε輌＿1）〉μ（ε‘÷1／麟）．

　　ζれはεのHaτdeレNarasimhaロ6h宝ationと呼ばれる．ζの時，

6．（ε）・＝δ（ε／ε。．、）∈∬2（o，Q）

μ＿（ε）：＝《legδ＿｛ε）∈Q

とおく．

11A鳳KELovの定理の一般化

　　主定理1，2の証明の概略を説明する前に，証明の鍵となるAxakelovの定理
の一般化江ついて述べる，こヒでいうAx辻elovの定理とは，曲面論でよく知られ
ている次の定理である．

定理1，1（［Be2］）．∫：X→0を種数2以上の曲線の極小ファイバー空間とする．

この時Xx〆θは数値的半正，即ち，X上の任意の既約曲線との交点獅濁以上・

系1．2（｛Be2D．定理1．1と同じ仮定のもとでヌ

、κま　≧－8（g－1）X（Oo）．

等号が成立すれば∫はjgo’r垣砿

定理1．3（A駐AKBLovの定理の一般化）．∫：X→0を一般型代数多様体の極小
ファイバー空間とすう．巴の時，mKx∈Dfγ（X）なる十分大きな正整数mに対
しそ，mκ・！ザノ゜球m）は数値的半正・ここで編Fレ男。・綱κ・／・

は数値的半正．

系1．4．定理1．3と同じ仮定のもとで，

κま≧－2dκ吉1X（0ρ）．

等号が成立すれば，∫は」50垣亘al．

定理L3の証明：一般K，εを0上のベクトル束としたとき，宮岡氏の補題IMi，
ComUaxy　3・51によると，1）∈1）iv（0）⑧Qに対して，ε（－1））が半正（semipositive）

であることと，deg　1）≦μ＿（ε）であることとは同値．特に，ε（一δ＿（万））は半正で

ある．従って，π：P：＝Po（ε）→0をεの射影化とすると，Op（1）一π゜δ弍ε）は

～ 拍7一
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数値的半正．固定点自由化定理（｛KMM，　Theorem　3－1－1Dより，十分大きな正整

数mに対して瀬対的肝標準写像ザ＝輪κヌσ・X→P；＝Pσ（κm）は正則写
像であり，〆Op（1）cmκx／o．従って，

　　　　　　　m頁X／o一戸δ一（κ㎜）＝ゲ（OP（1）一π゜δ一（κm））

は数値的半正．川又氏の定理（｛Ka，　Theoτem　IDより，任意の正整数mに対して，

μ一（κ”、）≧◎だから，特にκx／σが数値的半正であることがわかる．□

　　系1．4は，次の補題より導かれる．

補題1．5（［Ko］，［Mo】）．∫：X→0は定理1．2の通りとする．∫がiso’τMa1で

なければ，ある正整数＆があって，任意の正整数mに対して，μ＿（κ為m）＞0．

　　定理1βと宮岡氏の定理（IMi，　Theoxem　1．1Dより，次の宮岡一Yau型不等式

を得ることができる．

系1．6、∫：X→0を一般型代数曲面をファイバーとする，種数1以上の曲線0
上の極小ファイパー空間とする．この臨次の不等式が成り立つ．

κ膓　≦3c2（X）1（x十2X（Oo）（3c2（』P）－1ζ』）．

こζで，c2（X）κx：＝c2（Y）μ゜κx‘ただし，μ：y→X特異点解消戊とおいた．

問題：」＝2のとききκ1～σ≦12aeg九ωx！ρが知られている．さらに一般ファイ

バーが超楕円曲線のとき，もっと良い評価が与えられていて，一般ファイバーの種

数gが偶数のとき，

弓≦4（9－1曇39＋1）｛・（・・）＋92蒜1・（・・）｝，

gが奇数のとき，

κ膓≦4（3θ2－2≦ヌ・÷2　　92十1）｛・（・x）＋θ 曇；翌三1）・（・・）｝

が成り立つ【Maき丁無oΣem　4．◎．41．　Z＝3のときはどうであろうか？

§2．主定理1の証明の概略

　　xを4一次元正規Q一分解的代数多様体，0を非特異完備曲線，∫：x→0固有
かつ金射な，連結正則写像とする．x上のWeil因子刀を任意にとり，X．　Ox（D）≠

Oと仮定する．こζで，五〇x（ρ）はベクトル束であることに注意する．任意の非

零な部分ベクトル束グ⊂五〇x（D）に対して，自然な層準同型∫’∫→Ox（0）が

存在し，それに付随して，有理写像ψ：X－→Pc（ア）が定まる．この時，非特異代

数多様体Yから，Xへの固有双有理写像μ・γ→Xで，λFμ叩が正則とな
るものが存在する．ζの状況において，次の補題が成り立つ、
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補題2．1．X上のe危頭wなW醐因子Zとγ上の，μに関して例外的で，
e危c耐eなQ一因子扮があって，

　　　　　　　　　　　λ’OP（1）～9μ゜（1）－z）一』∂，’

定義：

　　　　　　My　e）＄夕）：＝λ●OP（1）∈Div（Y）　　．

　　　　　　　Zγ（D，ア）：＝μ゜Z十刀∈Div（γ）⑧Q

　　　　　　　ハrγ（D，ア）：＃Mγ（1），ア）－9°δ＿（ア）∈Div（γ）⑧Q

ことで9・＝∫・μとおいた．

注意：

（1）任意の非零な部分ベクトル束∫’⊂アに対して明らかに，Zy（D，∫σ）≧
　　Zy（Σ｝ハタ）．

（2）補題2ユより，

　　　　　　　　　エ2VY（．z），」ζ）～qμ・D－2rγ（1），プつ一9寧6＿（ア）．

（3）F1をgの一般ファイバーとしたとき，九〇（OFコ（Mγ（X），ア）IF、））≧m皿kア．

　　Xiaoの補題【X2，　Lemma　2，3】は各々，次のように一般化される．

補題2．2．Dをγ上のQ一因子とし，

　　　　　　　　　　　　21≧x2≧…　≧zひ÷1：＝◎

をy上のe艶c垣eなQ一因子の列，

　　　　　　　　　　　　μ1≧μ2≧…　≧μ烏＋1：＝o

を有理数の列で，1v‘：＝∫）一広一μ‘P1が任意の輌に対して，数値的半正であると

仮定すると，任意のγ上の豊富な因子∬に対して，

　　　　　　　ψ2一Σ（ハr《現十ハr‘＋1F1）（μ・一μ…））∬d－2≧0・

　　　　　　　　　　亡1

　　証明は，本質的には｛X21と同じである．

補題2．3．ガY（D，∫）は数値的に半正．

　　これは定理1βの証明と同じアイデァを使えば，｛X司よりも容易に，かっ一
般的に証明できる．

　　さて，以上の準備のもとで，主定理1を，もっとも典型的な（1）の場合に限っ

て証明してみよう，そのためには，次の命題を示せぱ良い．
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命題2．4．タ：X→Cは一般型代数曲面Fを一般ファイバーとする極小ファイ
バー空間とする．ρθ（∬）≧3かつ，1κ司がペンシルの合成ではないとき，

　　　　　　　　　K皇／・≧4（ρρ（F）－2Pρ（F））d蜘・

が成り立つ，さらに等号が成立すれば，∫はf50垣γf砿

　　実際，主定理1のC＆se（1）は命題2．4と次の補題より出る．

補題2．5．タ：X→0を，標準特異点ζc孤o刀玩a1ぼ翼gロ1猷“y戊しか持たない，射

影，正規3次元代数多様体Xから，非特異完備曲線0への固有，全射正則写像と
する，この時，

　　d・g∫．ωx！・≧d・g∫．ωx／・－d・g丑1∫。ωx！。＝κ（OF）X（0・）－X（Ox）

が成り立つ．ζこで習はタの一般フアイバーとした．

命題2．4の証明：

　　　　　　　　　◎＝：ε0⊂ε1⊂…　⊂επ：＝ノ◎ωX／0

をx。ωx～σのHaxdeレNaxa8㎞ha双劔tΣa柱◎紅とする．μ：y→Xは，非特異代数

多様体YからXへの固有∫双有理正則写像で，すべての‘に対して，有理写像
X－→Pρ（εさ）の不確定点除去になっているとする．この時，1≦絃πに対して，

　　　　・《・＝・・玖kε‘∈N　π6・＝Nγ（Xx／σ，ε‘）∈Di・（y）09

　　　　μ‘・＝μ一㈲∈Q　Zi・＝zγ（κx！σ，ε‘）∈Di・（γ）⑧Q

　　　　　　　　　　　　　　妬・＝Mγ（頁x／o，εi）∈Div（γ）・

とおき3さら｝（，μ叶1＝0．Zw÷1＝0，　M抱÷1＝〆K川σとおく．定義より，

　　　　　μ1＞μ2＞…〉μ呑≧0，　　21≧Z2≧…　≧2㌦≧0．

であるから，補題2．2より，

　　　　　　　　　　　　　ひ
（2・1）　　　（μx／・）㌔Σ（μ・一μ・．・）（W・＋璃．・F・）

　　　　　　　　　　　　　i＝1

はp8eudo－e脹ctive．ただし，」♪1，はg：＝∫。μの一般ファイバーとする．一方，定

理1．3より，mXx　d）iv（X）なる十分大きな正整数mに対しそ，

（22）　　　輌・一響m）

　　　　　　　　　　　　　　　－110一
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は数値的半正．（2．1）と（2．勾を掛け合わせることにより，次の不等式を得る．

（2・3）κ皇！・≧μ｝染m）瑠

　　　　　　　　　　ち
　　　　　　　　　†Σ（μ・一細）（μx／・順＋μx！・璃掴）

　　　　　　　　　∵昧

　　　　　　　　≧Σ（μ‘　　・μ‘十1）（τ゜κF晦、＋τ中・κ泌・晒），

　　　　　　　　　‘＝1

ただし，τ：＝μレ、，1妬鮪戸ル匂F、とした．ここで，〆κ炉・1ぬF、を下からうまく

評価する必要があるのだが，Hodge指数定理を使うと次の評価が得られる．

補題2．6．

　　　　　（1）　τ．κ澄・仏訳三≧2？蕗一4・

　　　　　（2）　ξ＜抱ならば，τ㍉κ』“・」矯ダ3≧2争i－2．

命題2．4の証明の続き：

C…（・）・μ、斗｛κ多／（2Pθ（P）－4）｝μ。≦（2／P、（P））d・g∫．ω。／。のとき．

　　Noetheτの不等式より，

，、5）d・g』≧・・＋2，。爵．4・・≧・・＋2P牛K』・・

だから，補題2．6より，

　　　　お　ま
x皇！。≧Σ（μ‘一μ《十1x4？‘－2）十（μπ＿1一μ7鳥）（2ア。一仁2＋2・バ4）

　　　　ご　ユ

　　　　十（2？帖一一4十κ』）μπ

　　　　烏＿2　　「

　　　≧Σ（μ・一μ・．・）（4・・－2）＋（μ。．一μ。）（4・　…）

　　　　イニ　

　　　　十（2γ7し一一4十1ζ』）μπ

　　　　　れ
　　　一4Σ・・（μ・一細）－2μ・－2（み．・一μ。）一μ。（4・。－2）

　　　　　ジニエ

　　　　十（2？籍一4十頁』）μπ

　　　＝4deg　J㌦ωx／o　－2μ1－2μπ＿1－（2習π一1ζ』づμ外

　　　≧4d・g∫・ωx／ザ4μ・一（2，、（F）一κ』）μ。

　　　－4d・g輌一4（μ・＋2’・（F｛一κネμの，

一 111一
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　　　　8
≧（4　 ，、伊））deg輌・・

CAS葛（あ）：μ1＋｛κ』パ2Pθ（F）－4）｝μπ≧（2／pθ（習））deg右ω。κ／σのとき．

　　部分列｛拘｝μδlo｝，｛Z、，2循，O｝に関して卿様江すると，

x膓1。≧μ一 1穿m）κ』＋（〆κ・輪＋〆κ・輪）（μ・一μ・）

　　　　÷（ア゜κぎM帖表＋κ皇）μヵ

　　　≧（2Pθ伊）－4）（μ1　一μπ）十（2pθ（」ア）－4十π』）μπ

　　　一（2，θ伊）－4）（・・＋2誘一4み）

　　　≧4（ρσ｛習）－2Pθ（F））d・g五・・1・・

　　最後の記述は，補題1．5より出る．□

　　　　　　　　　　　　§3主定理2の証明の方針

　　主定理2を示すには，次の命題を示せば良い．

命題3．Lノ：X→0は一般型代数曲面γを一般ファイバーとする極小ファイ
バー空間とする．タは主定理2のωカ・ら⑦のすべてに当てはまらないならば，

　　　　　　　　　　　　　弓／σ≧4degヌ・ωx／o

が成り立つ，さらに等号が成立すれば，呈はi5◎垣γfa蓋．

　　証明は，基本的江は主定理1の取i明と同様になされるが，さらに次のことに
注意して行われる．（1）〆κF・MiF、の評価を強くする．（2）必要に応じて｛μ‘｝，

｛z輌｝の部分列をとって妻和のとりかたを変える．（3）g（責）は例えば，次のよく知

られた補題を使って押さえる．

補題3．2（［Bo，　p瀧oo■OF　TH魯OREM　9D．5はM5）≧3なる極小一般型代数
曲面で，11ζ51の可動部分1殉はペンシルの合成ではないとする．この時，

　　　　　　　　　　M2十κ5・M
　　　　　　　　　　　　　　　　≧鞭θ（5）－4÷｛～（5）．
　　　　　　　　　　　　　2

　　主定理2の系は2次元ではよく知られた次の補題より出る．

一 1］2一
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補題3．3．g：y→Cを4（≧2）次元非特異代数多様体γから，非特異曲線0へ
の，固有，連結，全射正則写像とする，この時，

∬C（】陥Ω｝）／9．∬0（0，Ω膓）一・∬o（y嘉Ωlr噂）・

特に，g1（γ）≦q1（玲）十g（0）．ここで，石：＝陥×κκ（ただし，ηは0の一般点

信頭斑cpo垣戊，　y緬はη上の一般ファイバー（g頭eオ輌c霧玩e戊，叉は0の関数体，

そしてκはκの代数的閉包）とした．

証明：ぷをgの特異ファイバーの0忙おける像とし，汀：＝0＼5，γ：＝ダ1（の

とおく．glγ：γ→σは孤oothだから，γの任意の点に対しで，その座標近
傍陥と局所座標（zξ，z；，＿｝z3）があって，gレご＝g（zξ，βξ，＿，β3）＝寸と

かける．刈γ勾＝0なるω礒∬臼（｝～Ω膓）を任意にとると，ある義∈T（夜，0γ），

‘＝1，2，＿，」に対して，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ば
　　　　　　　　　　　　　　ω㌧＝Σμギ

　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1

とかける坑仮定より，任意の輌≠1に対して議ぱ§．従って，ω在＝タ砲ξ∈
r（陥，g°Ωち）．以上より，ωレ∈r（ηg°Ω劫であるにとがわかる．ωは特異ファ

イバーにのみ極を持つずΩもの有理切断であるから，0上の正因子Dがあって，
ω∈双ジg°（Ω叙刀）））として良い．gによる有理微分型式の引き戻しは，自然な

単射
　　　　　　　　　9°：r（OlΩち（1）））→r（】1～ず（Ω｝｝（D）））

を定義するが，九〇（0，Ω6（D））＝みo（罵g°（Ω6（D）））であるζとより，g’は同型

である．したがって，あるが∈r（0，ΩL（刀））があって，ω＝ρ゜立そこで，後

は∂∈r（σ，鴫）を示せば良い．もし，そうでないとすると，ある点ρ∈0で

拶はπ（≧1）位の極を持ちパを狽の近傍における，適当な局所座標とすると，
拶＝仁外ゐとかける．点gξヅ1（タ）を任意にとり，その座標近傍をWl局所座標

を（砺z2，＿戸4）とする．必要なら，yを胡ow弔pしてlg％＝z7㍉づ2＿渚㍗
とかけているとして良い．ζじでηぎは非負整数，ただし，あるゴに対して，η∫≠0．

この時，

　　　　　　　・lw剛一鯉≒香・ξ・・芸

であるが，ζれは，ωが正則であるビとに矛盾する．口

例：0を非特異曲線，6は0上の因子で次数がゴ（〉のかつ固は固定点白由と
する．π1：3：＝Pσ（Oo㊥Oo（δ））一ナ0，π2：P：＝Pσ（05Φ05（－e））→5（た

だし，eは2以上の整数）とおく．さらに，Σ∈10p（1）1，Σo∈10p（1）十π…05（e）1

を各々，自然な全射準同型05＄05（一ε）→05（－e），σ5＄05（－e）→05に対
応するπ2の切断とし，五∈loj（1）1，　Lo∈105（1）一π1δ1を各々，自然な金射準

同型Oc＄Oo（6）一→0σ（6），0σΦOo（δ）→0ρに対応するπ1の切断とする．

Lo十πt樹⊂岡だから｛司は固定点自由，さらにΣ十？引e司⊂1Σoiだから，1Σol，

したがって16Σolは固定点自由である．R∈16Σolをsmoothなge玖eral　member
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とする．C：＝Op（3Σo）とおくと，Op（丑）＝C⑧2だから丑に沿って分岐する2重

被覆σ：X→Pが存在する．Xは非特異かつ連結である．p：＝π1・π2，∫：＝，。σ

とおくと，ωx1σ＝σ゜（ωP／σ⑧C）だから，

（1）κx1・＝♂｛，’δ＋（2・－2）π；L＋Σ｝＝♂｛P’δ＋（・－2）π゜δ＋（・－2）π；L＋Σ・｝

であり，L，Σoは数値的半正だから，κx！oも数値的半正．　Fを∫の一般ファイバー

とすると，κ』＝1（x／σ11＝2（3e－4）となる．またσ．ωx！σ＝ωp／o㊥（ωp／o⑧C）

だから

（2）、　九ωx／・＝P・（ωP／・⑧£）

　　　　　　　　＝P．（P．0σ（δ）⑧π；05（2e－2）《8》OP（1））

　　　　　　　　＝0σ（δ）⑧π1．｛05（2e－2）⑧（05㊥05（－e））｝

　　　　　　　　＝0σ（δ）⑧7r1．｛05（2e－2）㊥05（e－2）｝

　　　　　　　　＝Oo（δ）⑧52e－2（0σ㊥Oo（δ））㊥3ε一2（Oσ㊥Oo（δ））

　　　　　　　　　　　　　　お　　　　　　　　　　じ　　
　　　　　　　　－0・（δ）⑧｛㊥0・（‘δ）㊥㊥0・㈹｝

　　　　　　　　　　　　　　‘＝0　　　　　　　‘＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　じ　　

　　　　　　　　一㊥o・㈹㊥㊥o・㈹
　　　　　　　　　‘ニ1　　　　　　　《＝0

であり，pθ（F）＝品nk∫．ωx／σ＝3e－2．以上より，∫はNoether　Hne上の一般型

代数曲面を一般ファイバーとする，極小ファイバー空間であることがわかる．（1）
より，

　　　　（κP／・＋£）3＝（P°δ＋（2・－2）π；五＋Σ）3

　　　　　　　　　　＝｛（2e－2）π；．L十Σ｝3十3〆δ｛（2e－．2）π；五十Σ｝2

　　　　　　　　　　＝3（2e－2）2（π；L）2Σ十3（2e－2）π；1｝Σ2十Σ3

　　　　　　　　　　　　十34｛2（2e－2）－e｝．

．L2こ一π゜δ．L＝0より，’．L2＝4．Σ3一π；（－eL）Σ2＝0より，Σ13＝－eπ；LΣ2．また，

Σ2π；L一π；（－eL）π；LΣ＝0より，Σ2π；L＝－eπ；L2Σ＝－e4，従って，Σ3＝e24

であるから，

　　　（1ζp／σ十」C）3：＝3（2e－2）24十3（2e－2）（－e4）十e34十3d（3e－4）

　　　　　　　　　　＝＝（7e2－9e）4．

よって，xiもσ＝2e（7e－9）」がわカ・る．一方，（2）より，

　　　　　　　　　d・g九・・／・一｛（2e－1　　　　2）2e＋（e三1）e｝4

　　　　　　　　　　　　　　　　5e2－3e
　　　　　　　　　　　　　　　＝　　　　　4
　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
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だから，

（3）　　κ生／。／d・g九・x／・－4讐≡～）・

であり，（3）＜4⇔C＝2．よって，e＝2，（κ』，pθ（F），g（F））＝（4，4，0）のとき，∫

は主定理2の不等式（2）を満たす例となっている．

補遺

　　極小3次元一般型代数多様体Xがペンシルの構造を持っているとする．そ
の相対的極小モデルを∫：X1→0（ただし，0は非特異曲線）としたとき，κ皇と

κ皇、の大小関係はどうなるかという疑問が自然に生じるが，その答えは曲面の場

合と同様に，

　　　　　　　　　　　　　　　　頁皇≧頁皇、

である．実際，川又一V輌ehweg消滅定理より，πを任意の2以上の整数とすると，任

意の正整数‘に対して，疋みOx、ぴκx、）＝0であるから，任意の非負整数pに
対して，九P（X1，0x、（πKx、））＝ん，（0，∫．　Ox、（πκx、）），特に，　p＝2，3に対して，

〃（X1，0x、（πκx、））＝0．よって，τル種数が双有理不変であることに注意して，

X（Ox（πKx））＝九〇（Ox（πκ」【））≧みo（Ox、（πKx、））一九1（Ox、（πκx、））

　　　　　　　　　　　　　　　＝X（Ox、（ηκx、））

が得られる．そこで，Reid－FletcherのRiemann－Roch【F1】のπに関する3次の
係数を比ぺると，求める不等式が得られる．
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