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1 はじめに

IHI2の等長変換群と群の順序

東京科学大学地引知栄＊

Chihaya Jibikit 

Institute of Science Tokyo 

論文 [2]では，次の主張が証明されている．

Theorem 1.1.群F2n* Zm, * ・ ・ ・ * Z叫は isolatedなcircularorderを持つ．

本稿では，［2]におけるこの circularorderの構成法を解説する．その際，ポアンカレ円板の等長変換群

Isom+(lHIりの性質を用いる．一方， isolated性の詳細な議論については [2]を参照されたい．

2 isolated orderとは

Definition 2.1.群rに対して，写像c：戸→ ｛0，士1}がr上の circularorderであるとは，次を満たすこ

とである：

1. c(g1, 92, g3) = 0 if g; = g1 for some i =/ j, 

2. c(92,93,94) -c(91,93,94) + c(91,92,94) -c(91,92,93) = 0 for every 91,92,93,94 Er, 

3. c(991,992,993) = c(91,92,93) for every 9,91,92,93 Er. 

CO(r)をr上の circularorder全体の集合とする． CO(r)は積空間｛0，士1}r3の部分空間として位相空間

をなす．この空間は特にはコンパクト完全不連結空間であり， rが可算群ならば距離化可能であることが知ら
れている [4].

Definition 2.2. circular order cがisolatedであるとは， eがCO(r)のisolatedpointであることをいう．

isolated orderを見つける方法として，その orderから群作用を構成する方法が有用である．

可算群 rとその circularorder cを固定する．基点 XoE S1をとる． S1,._,lll/Zとする．数え上げ

r= ｛go,g1,...}を9o= lとして任意にとる．そして次の手順で埋め込み l: r →炉を構成する．

l(l) = X。とし， l(91)= Xo + 1/2と定める．全ての i::;nで l(9i)が定義されたとしたとき， l（9n+1)は

S1 ¥ { l(9o),,.., l(9叫｝内で，任意の i,j,k::;n+ lに対し次を満たす唯一の連結成分の中点として定める：

c(g2, g39島） ＝ord(l(9;), l(91), l(9砂）．

ただし， ord:(Sり3→ {O，土1}は引上の標準的な circularorderである．この構成により r自身への左作用

は， l（r)上の向きを保つ連続作用を与える．この作用は l(r)の閉包へ連続的に拡張できる．さらに，残りの
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s1内の区間へ affinelyに拡張することで， S 全体へ拡張される．これにより s1上の向きを保つ同相な作用

Pc: r→Homeo+(Sりを得る．これを基点x。での circularorder cの dynamicalrealizationと呼ぶ構成
より軌道Pc(r)・ Xoのs1上での並びがcircularorderを復元する．

dynamical realizationの共役類は「の数え上げの取り方によらないことが知られている．したがって，次

の写像が定義される：

R: CO(r)→Hom(r, Homeo+(Sり）／ ～． 

ただし，～は共役関係である．この Rをrealizationmapという． Hom(r,Homeo+(Sり）は各点収束位相を

持つことに留意すると，次が知られている．

Theorem 2.3 ([3, Proposition 3.3]). realization map Rは連続である．

3 circular orderの構成

任意の n~ 0, k ~ 1, m1, ・ ・ ・,mk ~ 2に対して， G= Zm, * ・ ・ ・ * Z叫＊ F2nとおく．本節では， Gが
Isom+(lHIりの部分群であることを示し， dynamicalrealizationを通づて circularorderを構成することを目

標とする．

まず， Gが有限巡回群である場合， circularorderは有限個しか存在しないため， 1.1の結論が成立する．ま

た， Z2* Z2に同型である場合も，［1]の結果により，こちらも circularorderが有限個しか存在しないため，

1.1の結論が成立する．よって Gがこれらの群ではない場合を考える．

Isom+(lHIり竺 PSL(2,R)であり，この群が配上に一次分数変換として作用することは知られている．この

作用はコンパクト化且うへ拡張され，理想境界成匝~ 31上に作用を誘導するため，Isom+(lHIりcHomeo+(Sり

を得る．この作用を用いて， Gをポアンカレ円板上の作用として次のように実現する．

Lemma 3.1. Isom+(lHIりの部分群で Gと同型なものが存在する．

Proof.以下では，任意の x,yE [0, 1]に対して， S1上の閉区間 [x,y]，開区間 (x,y)を短い方で取るも

のとする．ポアンカレ円板上の一次分数変換には elliptic,hyperbolic, parabolicの3種類が存在する．

e1,…，ek, h1,…，h2n E PSL(2皇）を以下の条件を満たすように選ぶ（囮 1を参照）．任意の iE {1,..., k}と

j E {1, …， 2n} に対して， e; は elliptic な元で紐—回転なものであり，朽は hyperbolic な元である．点 xりを

s1の基点とする．必要に応じて， h;を十分大きな lENによる h¥へと取り替えることで，ある x-;,x;E S1 

が存在して，

x釘，．．．， Xek'

h1(xt), h1(x1), x2, Xi, x1, xf, h2(xi), h2(x2), 

,,,, h2n-l (xぷ,-1),h2n-l (xふn-1)，x5五，Xi五，X2n-1'Xin-l,h2n(Xin), h2n(X2n) 

がS1上で反時計同りに並ぶようにとれる（図 1).

このとき，図1の中央の領域Pはe1,…，ek,h1,…，h2n達の基本領域の共通であるため，〈e1,…,ek,h1,…，h2n〉<

PSL(2皇）の基本領域である．また任意のiE {1,..., k }, j E {1,..., 2n}に対し，炉上の閉区間を

Xe,:= [x釘9亭―1巳）］，

x妬：＝ ［x7,xt]u[hパ吋），hパ吋）］

で取る．釘(S1¥ X叫 c ぶかつ柘(S1¥ Xい C X朽であるため， Ping-pongLemmaにより，
〈eい…，ek,hじ…，h2n〉は自由群であり Gと同型である．
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図1 IHl2上の Gによる作用

仁l

この補題より次の作用が得られる．

p:〈e1,…，ek,h1,…,h2n I eや＝．．．ぐ＝ 1〉→ Homeo+(Sり．

Gは有限生成なので， pはFuchs作用である．さらに， Gは自由部分群を持っため， amenable群ではなく，

p(G)はelementaryではないよって， limitsetらはpでの唯一な minimalsetである．そして， LPC S00 

はCantor集合であり， pは第 2種Fuchs作用であるとことがわかる．これを用いて， pによる基点 Xe1の軌

道を詳細に追うことで次が示される．

Lemma 3.2.作用pはある circularorderのdynamicalrealizationである．

この補題より， pがCO(G)のrealizationmapの像に属することがわかる．また軌道p(G)・ Xe1を追うこ

とで， circularorderを復元できるため， R-l(p)は単集合であり，その元が求めていたcircularorderである．
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