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化学反応ネットワーク (ChemicalReaction Network: CRN)のダイナミクスの重要な性質の一

つは persistenceである．ここで， CRNがpersistentであるとは，初期時刻に存在する物質は反応

の進行とともに消滅することな<,.i.E値の濃度を保ち続けることを意味する．数学的には， CRN

内に存在する n種の物質の濃度の時間発展を記述する n次元常微分方程式 (OrdinaryDifferential 

Equation : ODE)に対して，初期値が正象限変。から始まる全ての解は，正象限R贔の境界に決

して近づかいないこと，つまり，全ての成分が正値である初期値 XE 配贔の〇—極限集合 w(x) は，

正象限記。の境界と共通部分をもたないことと表現される．

Angeliらは， semi-lockingsetや semi-conservativeと呼ばれる概念に基づき， CRNがpersistent

であるための十分条件と必要条件 (consistenceと呼ばれる．）を与えた [1][2]．この結果は，化学

反応ネットワーク理論 (ChemicalReaction Network Theory : CRNT)のpersistenceの研究におい

て，基本的かつ重要な結果である [3]. CRNTにおける重要な課題の一つである GlobalAttractor 

Conjecture （正の象限から始まる全ての解が漸近するコンパクト不変集合が存在すること．）との

関連性から， CRNのpersistenceに関する研究は，現在まで活発に行われている [4]-[10].

一方，多くの化学反応は複数の素反応を経由する多段階反応で構成されており，反応物の分解か

ら最終的な生成物が生成されるまでに時間遅れを伴う．つまり，反応が時刻tで生じたとき，反応物

は同時刻tで分解されるが，生成物は時刻t+Tの遅れた時刻で生成されることを意味している．こ

の場合の時刻tでの物質の濃度の時間変化は，時刻tでの物質の濃度だけでなく，生成物の生成に関

与する時刻t-Tでの物質の濃度によって決定されると考えられる．そのような時間遅れの効果を考

慮したCRNのダイナミクスを記述する数理モデルとして，関数微分方程式 (FunctionalDifferential 

Equation : FDE)が適切であり， RousselやLipt紐らによって提案された [ll]-[13].CRNTで与え

られた persistenceの結果は， CRNの幾何学的な性質にのみ依存するため，その条件を変えること

なく,FDEへ自然に拡張可能であると考えられるが，著者らの知る限りほとんど行われていない．

本論文では， Angeliらによって示された CRNがpersistentであるための十分条件と必要条件を，

時間遅れを有する FDEヘ一般化することを目的とする．時間遅れが存在する場合，関数微分方程

式における化学物質の状態変数は，ある時刻 tでの配上の濃度ではなく，時間遅れに相当する一

定時間幅 [t-T,t]上で定義された連続関数空間C([-T,0]；即）上の関数値としての濃度で表現され

る．そのため，物質の存在・非存在性も C([-r,O]；配）上の関数値として取り扱う必要があり，時

間遅れが伴わない場合のpersistenceの議論を，時間遅れを有する FDEに直接適用することは一般

にできない．

最近，離散型の時間遅れを有する FDEに対して， C([-r,0]；即）上の全ての成分が常に正値の閲

数で与えられる初期関数</>E C([-r,0]；梵o）の Q-極限集合Q(</>）と正象限C([-r,O]；罠晶）の境界と

の共通部分の構造を特徴づけることにより， Angeliらによって示された persistenceに関する結果

が，時間遅れが伴わない場合と同様の条件の下で保証されることを，著者らは示した [14].

本論文では，最近Lipt紐らによって提案された，分布型の時間遅れを有する FDEの数理モデル

[13]に対して，離散型の時間遅れの場合の議論を一般化することにより， Angeliらによって示さ

れた persistenceに関する結果が，同様の条件の下で保証されることを示す．
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2 時間遅れを伴う化学反応ネットワークの数理モデル

Feinbergらによって導入された化学反応ネットワーク (CRN)は，以下の3つの集合の組(S,C,'R)

によって定式化される [3].

(1) S: n個の物質からなる集合であり， S:= {X1,...,Xn}と表す．

(2) C : complexes yの集合である．

(3)'R：反応y→y'の集合である．
ここで， complexyECはyぃ・・,Yn,(yi EZ;o,o)を用いてYIふ＋・・・+Ynふと表され，反応y→y'E'R 
はcomplexyが反応し， complexy'が生成されることを表す．このとき， yを反応物， y'を生成物

という．また， speciesXi,...，ふの順序は固定されているので，以下y,y'はその係数のみを用い

てy=(y1,..-,Yn凡y'=(y｛，．．．，y;Vと表す．すなわち， CRNに関与する物質X1,．．．，ふを守の標
準基底と同一視する．

物質Xぃ．．，Xnの各濃度xぃ．．，Xnを要素とするベクトルを X= (Xぃ．．，ふ）TE即とする．この

とき， CRN(S,C,'R）の各濃度の時間変化x(t),t ~ 0を記述する分布型の時間遅れを有する関数微

分方程式 (FDE)の初期関数問題は次式で記述される [13].

d 
石x(t)＝こ「い(x(t+ u))dμy→y'(u)y'ーこ ky→y'(x(t))y, Vt~ 0, (1) 
y→y'E'R ―T y→y'E'R 

x(t) = 1/J(t), Vt E [-T, 0]. (2) 

ここで， T~ 〇は時間遅れであり， µy→y': [-r,O]→R, Vy→y'E'Rは，次式を満たす非減少な累

積分布関数である：

『dμy→y'(u)= μy→y'(O) -μy→y,(-r) = 1. 
＿ヤ

(3) 

ただし， FDE(l)の右辺に現れる積分は， Riemann-Stieltjes積分である．さらに，初期関数はrpE 

C([-T,0]；町）である．右辺に現れる Ky→y'(x)は，配内の非負象限R贔を含む領域Q上で定義され

た一階連続微分可能で，かつ，翌o上で非負値な関数であり，以下の 3条件を満たす [3]: 

(4)関数Ky→y'(x)はX;<I. supp(y）である変数xiには依存しない．ここで， XE配に対して Sの部分

集合 supp(x)は， supp(x):= {X; E Six; * 0}で定義される．
(5) supp(y）に含まれる各speciesの濃度に対して単調増加である．つまり， X;E supp(y）となる添え

字iを一つ固定すると，任意の (x1,...,X;,...,xnl,(x1,...，元，．．．，XnfE覧。に対して，

ふく団 ⇒ Ky→y'((x1,...,xゎ．．．，知）り <Ky→y'((x1,...，困，．．．，Xn)り． （4) 

(6) supp(y）に含まれる speciesの少なくとも一つでもその濃度xiが零であれば，かつ，そのときに

限り Ky→y'(x)= 0となる．つまり， Ky→y'(x)> 0ならば，かつ，その時に限り supp(y）csupp(x)で

ある．

特に，各反応y→y'における関数Ky→y'(x)が，

Ky→y'(x) := ky→y'xY := ky→y'的点...心 (5) 

と表されるとき， Ky→y'(x)は質量作用 (massaction)であるという．ただし， KY→yは反応速度定数

と呼ばれる正の定数である．

初期関数¢をもつ FDE(1)の解を xi'(t)と表し，任意の t;::,: 0に対して xl'(t)の t-切片 x↑E 
C([-T,0]；配）を砂（s)=翌(t+s),Vs E [-r,0]と定義する．このとき,FDE (1)の右辺は次式の

汎関数によって表現できる．

如）：＝ （f心），．．．，fい））T：＝こrい (xi(u))dμy→y'(u)y'ーこ kY→y'（以O))y, t ;::,: 0, (6) 
y→y'E'R y→y'E'R 
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FDE (1)は解の非負値性および正値性を保証することが知られている [15]-[17]．つまり，任意

の初期関数</JE C([-T,O];R贔） （resp. xo E C([ -T, 0]；変。））に対して,FDE (1)の全ての解 xP(t)は

xf E C([-T,0]；配0),Vt~ 0 (resp. xf E C([-T, OJ; R品）， Vt~ 0)である．ここで，攻。は即の正象限を
表す．

次に， stoichiometricsubspace（以下， SSと略す）と呼ばれる即の部分空間刊を次式で定義する

[3]. 

刊：＝ sp叫y'-yE良nIY→y'E'R.}. (7) 

このとき，任意のr.pE C([-r, 0]; JR邸）に対して， CRN(S,C,'R）のr.pE C([-r,0]漢邸）を含むpositive

stoichiometric compatibility class（以下， PSCCと略す）と呼ばれる C([-r,O]；良邸）の部分集合P(r.p)

を次式で定義する [13].

P(cp) := { 1/t E C([-r,0]；梵o)I c護） ＝壼）， VaE忙｝． (8) 

ただし，炉 C配は， CRN(S,C,'R）のss<flの直交補空間であり，各aE町に対して，汎関数
Ca: C([-T,0]；尽。） →Rは次式で定義される．

憂：＝ a・ (1/J(O) + y五［［い(xi(s))dsdμy→y'(u)y), VI/J E C([-T,0]；認。）．（9)

今，任意の aE <Jl.Lはy'-y E <Jl, Vy→y'E'Rと直交するので，任意の r/JE P(cp)に対して FDE

(1)の正値解分(t)に沿った汎関数Caの時間変化を考えると，

羞ca(xf) = a・ l羞x"'(t)十五{Ky→y（笠（t））-「:Ky→y'（笠(t+ u))dμy→y'(u)} YJ 
〗「い（笠(t+ u))dμy→y'(u)a ・(y'-y) = 0, Vt :2:: 0. (10) 
y→y'E'R -T  

したがって，任意の t<". 0に対して Ca(xf)= Ca(I/J) = Ca(({!)なので，解の正値性より， xfE P('{!)と

なることが分かる．つまり， FDE(l)の全ての正値解:x:i'(t)は， CRN(S,C,'R）の初期関数¢を含む

PSCC内に留まることがわかる．

3 主結果

本稿では， Angeliら[1][2]によって示された， CRNがpersistentであるための十分条件および必

要条件が，離散型の時間遅れを伴う場合に用いた議論 [14]を一般化することにより，分布型の時

間遅れを有する FDEの場合へも自然に拡張されることを示す．

ここでは， CRN(S,C沢）のFDE(l)の正値解に対して次の条件を仮定する．

仮定3.1 任意の初期関数rpE C([-T,0]；罠品）に対する CRN(S,C,'R）のFDE(l)の正値解分(t)は有

界である．つまり，次式を満たすことである．

sup | xf | < ＋()()． 
tメ0 C 

(11) 

ただし，任意の 1/fE C([-r,O]；配）に対して 111/fllc:= sup_均，，。111/f(s)IIであり， 11・11は即のユークリッ

ドノルムである．

まず， Andersonら[1][2][14]に基づいて， CRNのpersistenceとconsistenceという二つの定義を

与える．
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定義3.1 CRN(S,C,'R)のFDE(1)がpersistentであるとは，任意の初期関数rpE C([-r,0]；記％）に
対して解砂(t)が次式を満たすことである：

liminfxfo)>O, i=l,...,n. 
l t→DO 

(12) 

定義3.2CRN (S,C沢）がconsistentであるとは，次が成り立つことである．任意のy→y'E'Rに

対して正定数ay→y'>0が存在し，

こむ→y'(y'-y)= 0 (13) 

y→y'E'R 

を満たす．

次に本稿の主結果を述べるために必要な 2つの用語を与える [1][2].

定義3.3CRN(S,C,'R)に対して， Sの非空な部分集合を Wとする．このとき， 'Wnsupp(y'）＃0を

満たす任意の反応y→y'E'Rに対して， Wnsupp(y）#0ならば， Wはsemi-lockingsetであるとい

ぅ．さらに， semi-lockingset Wが他のsemi-lockingsetを含まないとき， Wはminimalsemi-locking 

setであるという．

定義3.4CRN (S,C,'R）に対して， CRNのSSを<J{,wをSの非空な部分集合とする．このとき，
任意の hE <J{に対して supp(a)= Wかつa・h= 0となるような非零ベクトルaE菜。が存在する

ならば， CRN(S,C沢）は Wに関して semi-conservativeであるという．

本稿の主結果は，次の二つの定理である．

定理3.1全てのminimalsemi-locking setsに関して(S,C,'R）がsemi-conservativeならば， CRN(S,C,'R)

のFDE(l)はpersistentである．

定理3.2CRN(S,C沢）のFDE(l)はpersistentであるとする．このとき， CRN(S,C,'R)はconsistent

である．

定理3.1および定理3.2の証明は，第4章および第5章でそれぞれ与える．

4 定理3.1の証明

(S,C沢）のFDE(l)の正値解サ(t)に対して，その研極限集合Q(¢)を次式で定義する [15][17]: 

囀） •={ w E C([-T,0]；酪o)|ヨ｛れ｝ cR;k~児 tk = +oo, xt→w }- (14) 

ここで，関数微分方程式の一般論より， Q-極限集合0(¢)に関して次の定理が成り立つ [15][17].

定理4.1 (S,C,'R）の FDE(l)の正値解笠(t)が有界であるとする．このとき， Q-極限集合o(¢)は

非空かつコンパクトな不変集合である．さらに， dist(xf,w(¢)）→O(t→ +00）である．

このとき， Q（¢)の不変性から次の補題が成り立つ [17].

補題4.1 任意の t~ 0と¢ E 0(¢)に対してル EQ(¢)が存在して，任意の SE [-T,0]に対して

xりi(s)= ({J(S)となる．
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Q(¢)のコンパクト性から，（s,c]し）のFDE(l)がpersistentであることと，その微分方程式が任意
の初期関数</JE C([-r,0]；変。）に対して w(</J)c C([-r, 0]；恥品）を満たすことは同値である．したがっ

て,FDE(l)がpersistentであることを示すためには， Q（¢)がC([-r,O];R邸）の境界8C([-r,O]澤邸）

の要素を含まないことを示せばよい．

そのために，著者らの結果 [14]に基づいて，次の二つの補題を用意する．

補題4.2連続関数g,：R贔→恥oと連続な汎関数h;:C([-r,O];R⑮)→恥。が存在して，（S,C,'R)

のFDE(l)はC([-r,O]；翌。）上で次式のように変形できる：

d 
記（t)= f;(xi) = -g;位（O)）均(t) ＋知）， t~O, i= l,...,n. (15) 

さらに，（s,c沢）の FDE(l)の非負値解砂(t)は次式のように表現できる：

砂＝ exp(-［叫(O))ds)</J;(O) 

+exp(-［以(O))ds)』th;（ふexp(［叫（O))dp)ds, t ~ 0. (16) 

証明まず，関数g戸鯰→Rを次式で定義する：

g (X) -l>;xKRY•KYY9/:)(Yx)y)

ふ＞〇，

1 ~Vi~ n. (17) 

Xi = 0, 

このとき，関数Ky→y'(x)の仮定から gは取；。上で非負値かつ連続な関数であることが分かる．

次に，汎関数hi: C(l-T,0]；翌o)→良を次式で定義する：

知）：＝ェエい(<p(u))dμy→y'(u)外， V<pE C([-T, 0]；認。）， 1:5 Vi :5 n. (18) 

このとき， hiはC([-r,O]；認。）上で非負値かつ連続な汎関数であることが同様に分かる．

したがって，（17)と(18)で定義される関数g;と汎関数h;を用いて(S,C,'R）のFDE(l)はC([-r,O]；翌o)

上で非同次線形微分方程式(15)の形式に変形できるので，非負値解砂(t)が(16)で表現できる．ロ

補題4.3初期関数</JE C([-r,0]；即）が
メ0'
ある iE{l,2,...,n)に対して </J;(O)> 0であるとする．こ

のとき，（s,c沢）の FDE(l)の非負値解分(t)は，任意の t~ 0に対して x↑(t)> 0となる．

証明補題4.2から，解笠(t)は(16)の形式で表現できる．

h;の非負値性から，

(-Ltg;(xf(O))ds)Lt exp(-L和(xf(O))ds)［加xf)exp(』叫(O))dp)ds ~ 0, t ~ 0. (19) 

であることが簡単に分かる．

したがって，次の不等式が成り立つ：

x•(t)~ exp(-『以(O))ds)</J;(O) t ~ 0 
ここで，が0)> 0なので，

0 < exp(-［以(O))ds)帆0)< +oo, Vt ~ 0. 
となる．

したがって．任意の区 0に対して x;(t)> 0となる．

(20) 

(21) 

仁l
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補題4.2と4.3から以下の 2つの補題は， Q（¢)に含まれる oC([-T, 0]; R晶）上の要素を特徴づける

[14]. 

補題4.4 ¢ E Q(¢)が，ある iE {1,2,...,n}に対して <p;(O)= 0であるとする．このとき，任意の
s E [-r,O]に対して <p;(s)= 0となる．

証明任意の sE [-r,O]に対して <p;(s)= 0でないと仮定する．つまり， tE [-r,O)が存在して
叫t)> 0とする．

補題4.1から， 1/tE w(</J)が存在して任意の sE [-r,O]に対して心(s)= <p(s)かつ叫0)＝凸(i)＞ O 
となる．したがって，補題4.3から x『(-t)> 0となる．しかし， x;(-t)＝叫0)なので叫0)= 0に
矛盾する． ロ

補題4.5 <p E w(</J)は，ある iE {1,2,...,n}に対して伶(-r)> 0であるとする．このとき，任意の

s E [-r,O]に対して <p;(s)> 0となる．

証明註 [-r,O)が存在して伶(t)= 0であると仮定する．このとき，補題4.1から↓ EQ(¢)が存在
して，任意の sE [-r,O]に対して点(s)= <p(s)となる．ここで，妬(O)＝ ¢i(-T) ＞ 0であるから，補
題4.3と解の一意性から，任意の tE [0,r]に対して x;(t)＝伶(t-T) > 0となることが分かる．こ

れは，りi(I)＝0に矛盾する．したがって，任意の sE [-r,O]に対して伶(s)> 0となる． ロ

以上 2つの補題をまとめると次の定理を得る [14].

定理4.2w(</J) n oC([-r, o]；翌o)* 0とする．このとき，以下の 2条件を満たすSの部分集合 W と
閲数iftE w(</J) n oC([-r, o]；罠似）が存在する：

(l)X; E W ならば，任意の sE [-r,O]に対して叫s)= O. 
(2)X; ff_ W ならば，任意の sE [-r,0]に対して l{t;(s)> 0. 

証明仮定より， 'PE w(</J) n oC([-r, o]漢贔）が存在する．補題 4.1から，任意の t~ 0に対して

砂 EQ(¢)が存在し， xぐ＝¢かつ

x;,(：]＝炉， t:,;Vt'三〇．

よって，互いに素なSの部分集合lo,l+を次式で定義できる：

lo :=｛兄 ES 11/t)t(X;))(Q) = 0,ヨt(X;)三〇｝，

I+ := { X; E S 11/t)tl(O) > 0, Vt :,; 0 }. 

(22) 

(23) 

(24) 

明らかに， loUI+= Iであり，補題4.4と4.5とcpの性質から， 1：＝ minx,EI。t(X;)に対してu:＝かの
とすると， ,ftE w(</J)であり，かつUは次の二つを満たす．

(i)任意の sE [-r,O]とXlE l。に対して ,ft;(s)= O. 

(ii)任意の sE [-r,0]とX;EI+に対して ,ft;(s)> 0. 

したがって， W:=l。とおくことによって，本定理が証明される． 仁l

ここで， Sの部分集合 Wに対して， C([-T,0]；配）の部分集合Lwを次式で定義する：

Lw := {WE C([-T,0]，配）：闊：心i: ;, Vs E [ -T, 0] } (25) 

このとき， CRN(S,C沢）の FDE(l)のQ(¢)に含まれる 8C([-T, 0]; JR⑮)上のある要素とそのネッ

トワークに存在する semi-lockingsetとの関係性を与える次の定理が成り立つ [14].
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定理4.3 (S,C,'R）の FDE(1)を考える． WcSを非空な部分集合とする．このとき，初期関数

</J E C([-r,0]；良晶）が存在して， w(</J)n Lw * 0となるならば， Wはsemi-lockingsetである．

証明背理法によって証明する．つまり，初期関数</JE C([-T, 0]; R邸）と部分集合 WcSが存在し

て， w(<{J)nLw* 0かつ Wはsemi-lockingsetでないと仮定して矛盾を導く．
W は semi-lockingsetでないので，ある反応y→y'E'Rが存在し， supp(y）nw = 0かつ
supp(y'）nW-/:-0となる．ょって，関数<pE w(<{J)nLwを一つ選ぶと， XjE Wが存在してh(<p)> 0と

なることが分かるので， Lの連続性から e>0とk>Oが存在して，任意のr{fEBふo)nC([-r,O];R贔）
に対してfJ(U)＞ Kとなる．ただし， Bふo):=｛r{f E C([-T,0]；即） Illr/f -'PIie ~ s}．である．
ここで，微分方程式(6)の右辺の汎関数fはC([-T,0]; !l)上で完全連続な汎関数であることが分
かるので，正定数M>Oが存在して任意の r{fE B8(<p)に対して， llf(r/f)II~ M となる．

そこで， a,bをr<a<bとなるように選び，全ての tE (a, b)に対して xfE B,,(<p)nC([-r,0]漢贔）

となるならば，

llx¢(b + s)一げ(a+s)|| < r |f（心） dp
a+s 

：：：：： M(b-a), s E [-r, OJ (26) 

なので， xf-x!|:::; M(b-a)が得られる．
C 

今，一般性を失うことなく¢ ¢ Bふo)と仮定できるので， <pE w(ef>) n Lwから， O<s'<sと

T < tg < tど／2が存在して， xt, E 8Be'(<p) n C([-r, 0]；良贔）かつ xt,12 E 8Be'/2（<p) n C([-r,O]；菜。）お

よび，任意の tE (te,, fe'j2)に対して x↑E(Be'(<p)¥Be'/2位））nC([-r,O]；覧。）となることが分かる．
よって，

|克 -xtzllc 2 II克―({)lie―|xt,,2-'PIie 
s・ s 

e -- ＝ -
2 2 

であり，また，（26)より

I心ー心，,zllc:.,;M(te'/2 -te') 

が成り立つ．

したがって，（27)と(28)から te';2-te'2 s'/2Mである．

一方，任意の tE(te',fe'f2)に対して砂(t)> kなので，

が成り立っ．

t,112 

Xjい）＝砂(te')+ I汀(s)ds
t,, 

¢ 
2 x~(te') + k(te'/2 -te') 
J 

>げ（い＋竺
1 2M 

>0 

(27) 

(28) 

(29) 

このとき，任意の t~ te'/2に対して x↑EBe,(cp) n C([-T,0]；菜。）ならば砂(t)> kとなるので，
笠(t)~ Xj(te'/2) > Qを満たす．よって， xt→cp, tz→oo, l→ ooとなるような点列 {tz}は存在しな
ぃ．これは， cpE w(</J)に矛盾する． ロ

以上の定理4.2と4.3から，定理3.1が証明される．

定理3.1の証明 (S,C,'R)のFDE(l)がpersistentでないと仮定する．つまり，初期関数</JE C([-T,0]；良邸）

が存在して， w(</J)n 8C([-r,O]；良似） ＃ 0となる．
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r.p E w(</J) n 8C([-r,O]；翌。）を一つ選ぶと，定理4.2から以下の 2条件を満たす WcSと関数
炉 Q(¢)が存在する：

(l)X; E Wならば，任意の sE [-r,O]に対して也(s)= O. 

(2)X; ~ Wならば，任意の sE [-r,O]に対して !{f;(s)> 0. 

このとき， !{fE w(</J) n Lwは明らかなので，定理4.3から W はsemi-lockingsetである．
ここで， Wに含まれる minimalsemi-locking setをW'とすると，仮定より CRN(S,C,'R）は W'に

関して semi-conservativeなので，定義3.4より非零ベクトルa(W')E JR;。が存在して， supp(a(W'))= 
W'かつ任意の hE刊に対して a(W')・ h = 0を満たす．ただし，刊はこの CRNのSSである．
ここで， </JE C([-r,0]濯邸）かつ a(W')E賊；。は非零の非負値ベクトルなので， a(W')・ </J(O) > 0 

となる．よって，（9）で定義された汎関数Ca(W'）に対して Ca(W')(<p)> Qが成り立つ．

このとき， !{fE w(</J) n Lwかつ W'cWより，
n 

a(W'）・ 1/f(O) = I a;(W')l/fi(O)＝I a;(W')l/l;(O) = 0 (30) 

1=1 X;EW' 

となる．一方， 関数Ky→y(I/J(s)）は非負値であり， Ky→y'(I/J(s))> 0ならば， supp(y）csupp(I/J(s))な

ので，任意の sE [-r,O]と1/JELwに対して Ky→y(I/J(s))> 0ならば， supp(y）C supp(I/J(s)) = Weと
なる．

よって，

a(W') ・ y =こむ(W')y;= 0 (31) 

XiEW' 

となるので，

Ca(W'）(,fr) = a(W') ・ 1/J(O) + ~「『い(1/J(s))dsdµy→y(u)a(W') ・ y = 0 (32) 
y→y'E'R -T U 

が得られる．

一方，この汎関数Ca(W'）を正値解笠(t)に沿って時間微分すると，

羞伍(W')(xf) = a(W'）［羞翌(t)＋五{Ky→y（笠（t))-［い（x<f>(t-u))dμy→y'(u)}y] 
こ『い（x'P(t-u))dμy→y'(u)a(W'）・ (y'-y)
y→y'E'R -T  

0, Vt~ 0. (33) 

よって，任意の t~O に対して Ca(W')(xf) = Ca(W')(c/!)となる．したがって， Ca(W')(X↑)の tに関す
る連続性から Ca(W')(,ft)= Ca(W')(</J) > Qが成り立っ．これは (32)に矛盾する．よって，（S,C,'R)の
FDE(l)はpersistentである． ロ

5 定理3.2の証明

(S,C沢）の FDE(1)はpersistentなので，任意の初期関数 </JE C([-r,0]；配％）に対して w(</J)n 
8C([-r,O]；翌o)=(/)である．このとき，関数Ky→y'(x)の仮定より，任意の UE 0(¢)とy→y'E'R 
に対して， Ky→y'(t/f(s))> 0が任意の sE [-r,0]に対して成り立っ．

一方， Q（¢)のコンパクト性と Ky→y'(x)の連続性から，任意のy→y'E'Rに対して正定数ay→y'>

gy→y'> 0が存在し，

gy→y':-,; Ky→y'(I/J(s)) :-,; ay→y', V,jJ E w(</J), Vs E [-T,0] (34) 
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となる．

今，関数 1/JE w(</J)を一つ選ぶと， 0（¢)の不変性から，任意の y→y'E'Rとt~ 0に対して

Ky→y'(xf (O)）臣gY→y'となる．そこで，次式で与えられる砂(t)-1/f(O)の時間平均を考える：

lim 
沼(T)遭 (0)

T→+oo T 

旱｝（―yこ』TKy→y（性（s))dsy+ Y互［［い（翌(s+ u))dμy→y'(u)dsy') 

l T 

T口 (-y:［』い(x"'(s))dsdμy→y'(u)y+ Y~]』TKy→y'（翌(s+ u))dsdμy→y'(u)y') 

旱｝に］』TKy→y（翌（s))dsdμy→y(u)(y'-y)ーエ'R[I／い（x"'(s))dsdμy→y'(u)y 

五［［い(,ft(s))dsdμy→y'(u)y')

このとき，

尼OO}五［［い(1/J(s))dsdμy→y'(u)y'=0. 

は明らかである．さらに，名は有界なので，次式の極限が成り立つ：

lim 
xP(T) -r/t(O) 

= 0. 
T→+oo T 

累積分布関数の条件(3)より，

(36) 

(37) 

T O 

0:.,; y互］』十uい（翌(s))dsdμy→y'(u)y:.,;Y互穴石Y→y'1:udμy→y'(u)y < +()()， （38) 

が得られる．よって，次式の極限を得る：

1 
息00テこ『『い（性(s))dsdμy→y'(u)y=O.
y→y'E'R. -T  JT+u 

したがって，（35)-(39)から次の極限値を得る：

1 
尼00テこ『『い（翌(s))dsdμy→y'(u)(y'-y)
y→y'E'R. -r JO 

＝四00}互'R[い（翌(s))ds(y'-y)= 0. 
また，任意のy→y'E'RとT>Oに対して

1 rT-ry→y' 
gy→y'三墨00テ［ い（翌(s))ds~石Y→y'
゜なので，ある点列 {Tl}が存在して， Tl→+ooかつ次の極限値が存在する：

l 乃ーTy→y'
gy→y'~ 汎巴万』 い（xfr(s))ds = ay• y'~ ay→y'・

したがって，（40)より，（13)が得られるので， CRN(S,C,'R）は consistentである．

(39) 

(40) 

(41) 

(42) 

仁l

(35) 
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