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1 はじめに

分割表は，カテゴリカルデータ間の関係性を整理し，視覚的および統計的に把握する

ための基本的な枠組みとして，さまざまな分野で広く利用されている Agresti(2013); 

Kateri (2014).特に，医療分野における治療法と回復率の関連，社会学における性別と

職業選択の関係など，複数のカテゴリ変数間の相互関係を明らかにするための有効な手法

として位置づけられている．このような分析では，独立性の検定やオッズ比の推定といっ

た統計的推論が中心的な役割を果たすが，分割表のサイズや構造に応じて適切な手法を選

択する必要がある点にも留意しなければならない．とりわけ，分割表は解析対象となる表

の構造的な特性を活かした多様な統計的アプローチが展開されており，カテゴリカルデー

タ解析の発展に貢献している．

特に，行と列に同じカテゴリを持つ正方分割表においては，セルの配置が持つ対称性に

注目が集まる (Bowker,1948). ここでいう対称性とは，表内の任意の(i,j)セルとその

対応する(j,i)セルの値が等しいことであり，これは対象間の交換可能性を反映する．こ

の構造は，あるカテゴリから他のカテゴリヘの移動の程度が，その逆方向の移動とどの

ように対比されるかを検討する場面で頻繁に観察される．典型的な例としては，社会学
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における移動行列があり，ここでは親の職業と子の職業の対応関係が分析される (Upton,

1985). また，マーケティングにおいても，同一の消費者による複数回の購買行動におい

て，ブランド間の移動の対称性が検討される (Behand Lombardo, 2022). こうした状況

では，対称性，または対称性からの隔たりが，対象間の移動構造に関する特性を反映する

ため，単なる独立性の検討とは異なる統計的関心が生じる．

分割表の背後には，各セルに対応する確率を成分とする確率ベクトル（確率表）が存在

し，それらは確率全体の集合，すなわち確率単体と呼ばれる空間に属している (Fienberg,

1968).確率単体は，全ての成分が非負で総和が 1となるようなベクトルの集合であり，

この構造を通じて分割表を幾何学的対象として捉えることが可能になる．特に，情報幾何

学の枠組みを導入することで，確率分布の空間における統計的モデルの構造や，仮説検定

における検定統計量といった概念を，リーマン多様体上の幾何的概念として記述できる

(Amari, 2016). このような視点は，分割表に対するモデルの関係性や制約構造を深く理

解する上で有用であり，統計的推論の幾何学的理解を可能にする．

確率単体という共通の幾何的構造を基盤としつつも，その役割が異なる枠組みとして，

組成データ解析が挙げられる (Aitchison,1982, 1986）．組成データとは，全体の大きさに

対する各構成要素の比率で表現されるデータであり，地質学，生物学，経済学など多くの応

用分野に現れる．これらのデータは確率表と同様に確率単体上に位置するが，その解析に

はAitchison幾何と呼ばれる特有の代数的・幾何的構造が用いられる (Pawlowsky-Glahn

and Egozcue, 2001). Aitchison幾何では，ユークリッド空間との同型写像を通じてベク

トル演算や距離の定義が再構成され，従来のユークリッド幾何とは異なる，比の関係に着

目した解析が可能となる．この枠組みは，情報幾何とは異なる観点から分布構造を捉える

道を提供している．

本稿は，筆者らが提案した Nakamuraet al. (2024)における解析枠組みを概説するこ

とを目的としており，その理論的背景，方法論，および応用例について主要な内容を整理

する．この枠組みでは，分割表の背後にある確率表を確率単体の要素として捉え，その上

にAitchison幾何を導入することにより，比に基づく構造を反映した代数的・幾何学的操

作を可能としている．これにより，従来の情報幾何とは異なる視点から分割表の構造を考

察する手がかりが得られる．本稿の構成は以下の通りである．第 2節では，組成データ解

析における Aitchison幾何の数学的背景について解説する．第3節では，正方分割表にお

ける対称性がAitchison幾何の下でどのように特徴づけられるかについて検討する．第4

節では，観測された分割表が対称性からどの程度逸脱しているかを評価するための尺度を

Aitchison幾何の枠組みで定式化する．第 5節では， Stuart(1953)で用いられた女性の

裸眼視カデータに枠組みを適用した例を提示する．第 6節では，本稿の議論を総括する．
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なお，定理の詳細な証明については， Nakamuraet al. (2024)を参照されたい．

2 Aitchison幾何学と単体上の演算

Aitchison幾何学は，組成データを適切に解析するために構築された代数的・幾何学的枠

組みであり，組成データ解析において中心的な役割を果たしている．本節では， Nakamura

et al. (2024)で提案した解析枠組みの理解のために必要な範囲で， Aitchison幾何学を概

説する．具体的には，この幾何学を構成する基本的な浪算である摂動(perturbation)お

よびべき乗(powering),さらに中心対数比変換 (centeredlog-ratio transformation, clr) 

とAitchison計量について説明する．これらを導入することで，確率単体上の解析をユー

クリッド空間の枠組みで行うことが可能となり，分割表に対応する確率表の幾何学的性質

を明確に捉える手段が得られる．

まず， IxJの分割表において， Pi]・は個体が(i,j)セルに分類される確率であるとし，

これらを成分とする確率表を P= (Pij)で表す．さらに，全てのセルで Pij> 0かつ

四＝1ど］＝1匹＝ 1であると仮定する．このとき， Pは (IJ-1)次元の確率単体

sIJ= { P=  (P11,P12,...,PIJ) E屈IJI Pij > 0,苫戸匹＝ 1}

の要素とみなされる．演算や計量を定義するために必要な閉鎖操作 (closureoperator) 

とは，任意の正の要素を持つベクトルを確率単体に写す操作であり，次式で与えられる．

CX = (ご=1x;1:=1xt]，．，ど」J:=1xiJ),
ただし， X= (xij)はすべての成分が正の実ベクトルとする．

Aitchison (1982, 1986)はこの単体上に，閉鎖操作を用いた以下の 2つの演算を定義し

ている．

P ①Q  = C(p1辺11,P直 12,・・・,PIJ如），

a 0 P = C(pf1,p訟．．．，pゎ）．

これらの演算により， sIJはベクトル空間として扱うことが可能となる (Pawlowsky-

Glahn and Egozcue, 2001; Aitchison et al., 2001). 

さらに， clr変換はこの確率単体からユークリッド空間への同型写像を提供し，解析をよ

り柔軟にする (Aitchison,1986）．幾何平均g(P)= (IT{=l rrf =1恥）1/(IJ)に基づ<clr
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変換は，次のように定義される．

clr(P) = (clr11(P),clr12(P),...,clru(P)) = (1og ~,log ~,···,log品）．

この変換により得られるベクトルの総和はゼロであり，瞑IJの(IJ-1)次元部分空間に

属する．逆変換は指数写像と閉鎖操作 Cを用いて次式で与えられる．

P = C exp[clr(P)]. 

ここで，指数写像expは各要素に対して指数変換を施す． Aitchison幾何における内積，

ノルム，および距離はclr変換を通じて次のように与えられる．

〈P,Q〉A=〈clr(P),clr(Q)〉, ||PIIA = llclr(P)II, dA(P, Q) = llclr(P) -clr(Q)II-

ここで、〈•,•〉はユークリッド内積， II·| はユークリッドノルムを表す． これらの構造によ

り， sIJはユークリッド空間として機能し，直交射影や直交分解が可能になる (Billheimer

et al., 2001; Pawlowsky-Glahn and Egozcue, 2001). したがって， Aitchison幾何は，確

率単体上での独立性や対称性などの性質を幾何学的に記述・解析する強力な枠組みを提供

する．

3 対称性を持つ確率表

本節では， Nakamuraet al. (2024)で提案された枠組みに基づき，正方分割表における

対称性の特徴づけについて概説する．ここでいう対称性は，正方確率表において，（i,j)

セルの確率と(j,i)セルの確率が等しい場合に成立する．すなわち，対称性を持つ確率表

Pは転置を用いて次のように定義される．

Definition 1（対称な確率表）． PESI2をIxIの確率表とする．もし

P=P丁

が成り立つならば， Pは対称な確率表と呼ばれる．ここで，．丁は行列の転置に対応する

ベクトルの並び替えである．

この定義に基づき，対称な確率表の集合が線形部分空間を構成することを次の定理が示

している．

Theorem 1（対称確率表の部分空間）．対称な IxI確率表全体の集合をsI;mとする．
このとき， S［y2mはsI2の(I-l)(J + 2)/2次元の部分空間である．
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この結果とヒルベルトの射影定理により，任意の確率表PESI2に対して， s[;mへの

一意な直交射影が存在する．すなわち，任意の P € SI2に対して，その最も Aitchison
2 

距離の意味で近い対称な確率表を PsymE s[;mとすると， Pは次のように一意に分解さ

れる．

P = Psym 〶 Pskew,

2 2 

ここで， Pskew= P 8 Psymは歪対称な確率表と呼ばれ， s:;mの直交補空間 S:kewの要

素である．この分解は， Aitchison内積の意味で直交している．

〈Psym,Pskew以＝0.

以下の定理は，この直交射影の具体的な形を与える．

Theorem 2（対称部分空間への直交射影）．任意の確率表PESI2に対して，その対称

部分空間S[y2mへの最も Aitchison距離の意味で近い確率表Psymは次式で与えられる．

Psym = 0.5 0 (P① P汀．

この Theorem2は，各セルの値とその対称位置の値の幾何平均をとる操作に基づいて

おり，この推定量は情報理論的アプローチにおける最小識別情報推定量 (Irelandet al., 

1969)として知られている．

情報幾何学における射影の観点から見ると，最尤推定量と最小識別情報推定量は一般

には異なる解を導く．情報幾何学では，最尤推定量は m—測地線に沿った e—平坦部分多様

体への射影として得られるのに対し，最小識別情報推定量は eー測地線に沿った m—平坦部

分多様体への射影として得られる．この射影の違いにより，両者は対称な場合を除いて

一致しない．なお，情報幾何学と Aitchison幾何の関係については， Pistoneand Shoaib 

(2024)による詳細な議論を参照されたい．

直交射影により， Aitchisonノルムの二乗はピタゴラスの定理により次のように分解さ

れる．

Theorem 3. P E S12をIX Iの表とし，分解 P= Psym① Pskewを考える．このと

き， Aitchisonノルムに関して次の等式が成り立つ．

IIPII~ = IIPsymll~ + IIPskewll~-

この等式は，分割表が持つ対称性からの隔たりの度合いを，歪対称成分のノルムを通じ

て測定することを可能にする．すなわち， IIPskew||]が大きいほど，元の確率表は対称性

から大きく逸脱していることを意味する．
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4 対称性からの隔たりを測る尺度

前節の議論を踏まえ，本節では， Nakamuraet al. (2024)において導入された対称

性からの隔たりを測る尺度について概説する．具体的には， simplicialskewnessおよび

relative simplicial skewnessといった尺度の定義とその性質を説明する．

Definition 2 (simplicial skewness).任意の確率表 PES戸に対して，その直交分解

P = Psym 〶 Pskew を考える．ここで， Psym は対称成分， Pskew は歪対称成分である．

このとき，歪対称成分の Aitchisonノルムの二乗

炉 (P)= IIPskewlli 

をsimplicialskewnessと呼ぶこの尺度は 0:S炉（P)< +ooの範囲を取る．

この尺度がE2(P)= 0となるのは Pが完全に対称である場合に限る．この尺度は対

称性からの隔たりの大きさを絶対的な量で測ったものである．以下の尺度は，全体に対す

る歪対称成分の相対的な寄与を示し， simplicialskewnessを補完する情報を伝える．

Definition 3 (relative simplicial skewness). Pの全体の Aitchisonノルムの二乗 IIPlli
に対する歪対称成分のノルムの二乗の比

R危（P)＝炉(P)= ||Pskew||] 
IIPlli IIPlli 

をrelativesimplicial skewnessと呼ぶこの尺度は 0:SR危(P):S 1の範囲を取る．

これらの尺度は，既存の非対称モデル (McCullagh,1978; Goodman, 1979; Agresti, 

1983; Kateri and Papaioannou, 1997; Kateri and Agresti, 2007; Tahata, 2020)におけ

る非対称性の記述とも密接に関連している．例えば，飽和した非対称モデルは，正方確率

表の各セル(i,j)に対して

Pt]・ = {:i::tJ 9 [：： ］］： ただし的＝伽，妬＞〇，

と表され，妬＞〇が非対称性の程度を示すパラメータとして導入される．この構造のも

とで，歪対称成分はこの妬に基づく非対称性の情報を反映しており， simplicialskewness 

炉 (P)は
1 

炉(P)=~ L(log<5ij)2 
i<j 
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と表される．すなわち， simplicialskewnessは非対称モデルにおける対数非対称性パラ

メータの二乗和と一致し，非対称性パラメータの大きさを測る自然な指標となる．この観

点から， simplicialskewnessはパラメトリックモデルにおける非対称性の尺度として理

論的な裏付けを持つ．

分割表における歪対称性の局所的な構造を把握するためには，各セルが対称性からの逸

脱にどの程度寄与しているかを明確にする必要がある．この目的のために，歪対称成分

Pskewに対して clr変換を適用し，各セルの逸脱量を定量化する．

Definition 4 (cell skewness).歪対称成分 PskewE s::ewに対して，その clr変換

clr(Pskew)の(i,j)成分

Sij = clrij (P skew) 

を(i,j)セルの cellskewnessと呼ぶ

この定義により， simplicialskewnessは各セルの cellskewnessの二乗和として次のよ

うに表される．
I I 

炉(P）＝とど心
i=l j=l 

すなわち， simplicialskewnessは全セルにおける対称性からの逸脱量を集約したもので

あり， cellskewnessはその局所的な内訳を示す指標である．

Cell skewness sりの値は，個々のセルがどの程度対称性から逸脱しているかを直接示

すが，この値だけでは各セルが全体の非対称性の強さにどの程度貢献しているかを相対的

に比較することは難しい．そこで， simplicialskewnessの全体値で割った符号付き割合

として，各セルの貢献度を明示する方法を導入する．これにより，単なる逸脱量としての

cell skewnessに加え，そのセルが全体的な対称性からの隔たりにどれほど寄与している

かを把握できる．

Definition 5 (skewness array).歪対称成分 Pskewに対して， cellskewness Sij = 

clr ij (P skew)を用いて定義される sgn(Sij)sら／炉(P)を要素に持つIxl行列を skewness

arrayと呼ぶここで， sgn(・)は符号関数であり，炉(P)はsimplicialskewnessである．

この skewnessarrayは，各セルの寄与割合を符号付きで表現するものであり，対称性

からの隔たりに対してどのセルが強く影響を与えているかを定量的に示す．
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表 130-39歳の 7477人の女性の裸眼視カデータ (Stuart,1953) 

しこ口e Highest Second Third Lowest Total grade grade grade grade 

Highest grade 1520 266 124 66 1976 

Second grade 234 1512 432 78 2256 

Third grade 117 362 1772 205 2456 

Lowest grade 36 82 179 492 789 

Total 1907 2222 2507 841 7477 

表2 裸眼視カデータの標本割合

二
Highest Second Third Lowest Geometric 

grade grade grade grade margm ． 

Highest grade 0.2033 0.0356 0.0166 0.0088 0.2285 

Second grade 0.0313 0.2022 0.0578 0.0104 0.3149 

Third grade 0.0156 0.0484 0.2370 0.0274 0.3356 

Lowest grade 0.0048 0.0110 0.0239 0.0658 0.1210 

Geometric margin 0.1893 0.3181 0.3474 0.1452 1.000 

5 実データヘの応用

前節までに述べた simplicialskewnessおよびcellskewness,さらにskewnessarrayの

枠組みは，理論的な整合性を備えると同時に，実際のデータ解析においても有効な手法を

提供する．本節では， Nakamuraet al. (2024)で提示された具体的な応用例に従い，この

方法を実データに適用する過程を概説する．対象とするのは，対称性の評価および逸脱構

造の可視化を目的とした， Stuart(1953)による裸眼視カデータの解析である．

表 1のデータは， 30歳から 39歳までの 7477人の女性の右目と左目の視力等級を記

録したものであり，行と列に同じ 4段階の視力等級 (Highest,Second, Third, Lowest 

grade)を持つ正方分割表となっている．各セル(i,j)は右目が等級i，左目が等級jの

人数を表しており，視力等級間の対称性が関心の対象となる．

分析のために，まず観測された分割表を，表2に示すように，各セルを全体人数で割っ

た比率として正規化し，背後の確率表Pの推定値Pを得る．その後， Aitchison幾何に
基づく直交分解をPに適用することにより，対称成分および歪対称成分を求める．対称
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表3 表2に最も Aitchison距離の意味で近い対称確率表

こ e
Highest Second Third Lowest Geometric 

grade grade grade grade margm 

Highest grade 0.2036 0.0334 0.0161 0.0065 0.2596 

Second grade 0.0334 0.2025 0.0530 0.0107 0.2996 

Third grade 0.0161 0.0530 0.2373 0.0257 0.3320 

Lowest grade 0.0065 0.0107 0.0257 0.0659 0.1088 

Geometric margin 0.2596 0.2996 0.3320 0.1088 1.000 

表4 表3に直交する歪対称確率表

二
Highest Second Third Lowest Geometric 

grade grade grade grade margm ． 

Highest grade 0.0621 0.0662 0.0639 0.0840 0.2762 

Second grade 0.0582 0.0621 0.0678 0.0605 0.2486 

Third grade 0.0603 0.0568 0.0621 0.0664 0.2456 

Lowest grade 0.0458 0.0636 0.0580 0.0621 0.2296 

Geometric margin 0.2264 0.2487 0.2518 0.2731 1.000 

性からの逸脱を表す尺度として， simplicialskewness E刈P)を用いて全体的な歪対称性
の程度を評価する．この解析は，左右の視力分布に潜む歪対称性を明らかにし，左右裸眼

視力のパターンに関する理解を深める一助となる可能性がある．

観測された視カデータに対して求めた Aitchisonノルム IIPIIAは20.560であり，これ
に対する直交分解により得られた対称成分Psymのノルム IIPsymllAしま 20.341であった．
この対称成分は， Aitchison距離の意味で最も近い対称な確率表として表3に示され，対

応する歪対称成分は表4に示されている．

さらに， simplicialskewnessの値は炉(P)= 0.219であり，これは元の視力表が持つ

歪対称性の大きさを表している．また， relativesimplicial skewness R危(P)は0.0107で

あり，これは視カデータにおける歪対称成分が全体の約 1％の寄与であることを示してい

る．この値が正の値を持つことは，視カデータにおいて完全な対称性が成立しておらず，

右目と左目の役割を入れ替えた場合に分布が一致しないことを示唆する．

さらに，各セルの貢献を示すskewnessarrayを表5に示す．最も大きな貢献は(High-

est, Lowest)セルおよび (Lowest,Highest)セルに見られ，それぞれ 41.80%および

-41.80%となっている．この結果は，視力等級の最上位と最下位の間で強い歪対称性が
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表5 表 1に対する skewnessarray 

こ Highest Second Third Lowest 

grade grade grade grade 

Highest grade 0.00 1.87 0.38 41.80 

Second grade -1.87 0.00 3.56 -0.28 

Third grade -0.38 -3.56 0.00 2.10 

Lowest grade -41.80 0.28 -2.10 0.00 

存在することを示しており，左右裸眼視力における極端な等級の組み合わせが特に不均衡

であることを意味している．

6 結論

本稿では， Nakamuraet al. (2024)で提案された Aitchison幾何の枠組みに碁づく解

析方法を概説した．この枠組みでは，確率単体上の確率表に clr変換を施すことで，対

称成分と歪対称成分への直交分解を行い，これに基づき対称性からの逸脱の程度を測る

sirnplicial skewnessおよびrelativesirnplicial skewnessが定式化されている．

Sirnplicial skewnessは歪対称成分の Aitchisonノルムの二乗によって逸脱の大きさを

測り， relativesirnplicial skewnessはその相対的な寄与を示す尺度である．加えて， cell

skewnessおよびskewnessarrayを用いることで，各セルごとの貢献を明示し，歪対称性

がどのセルに集中しているかを視覚的に把握できる．これらの指標を通じて， Aitchison

幾何に基づく直交分解は，対称性の全体的な逸脱と局所的な偏りの両面を捉える有効な手

段となる．理論の詳細については， Nakamuraet al. (2024)を参照されたい．
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