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位相縮約法は 1)ミットサイクル振動子系を解析するための有効な手法である.本稿ではう従来の

低次元力学系のリミットサイクル解に対する位椙矯約法をう無限次元力学系である露徴分方程式の

りミットサイクル解に拡張することを試みる.これを用いてうふたつり結合した 1次元リング上の

反応拡散系の進行ノミルス寵;こ生じる位椙ロック現象を解析する.

1 背嚢

非平衡散逸系においては?定堂状態が不安定化するとうごく岳黙に自励振動(リズム)が生じる a

ワズム関の椙互作用が生み出す集団ダイナミクスはうミクロ主縮抱内の現象からマクロな気象海洋

現象までう実世界の議々な系においてう重要な意義を持ち得る.位椙縮約法はう 2変数以上の力学系

により記述される規費目的なリミットサイクル援動をうその位栢変数のみを用いて記述するための系

統的な近似法である.器次元のワミットサイクル援動子に対する位指鯖約法についてはう 1967年

の¥Vinfreeの先駆的な論文以来う多くの研究が行われ?良く確立されている [1ぅ2].この方法によ

りう穣々な結合ネットワークを持つワミットサイクル振動子系の詳しい数理解析が可能となりうそ

れらの興味深い集団ダイナミクスが明らかにされてきた.特に?大域結合した多数の振動子が椙互

周期してマクロな集団リズムを示す「集団河期転移現象」は良く知られておりう実験的;こも謹認さ

れている.本稿ではう従来の低次元力学系のリミットサイクルに対する位椙縮約法を?無限次元の

相空間を持つ反応拡散系のリミットサイクル解iこ拡張することを試みる.

2 ~基次元リミットサイクル振動子の位相簡約

まずう極次元リミットサイクル振動子の位相縮約法について簡単に述べるー系の状態を表すベ

クトルX(t)の従う常激分方程式X(t)= F(X)がう周期Tの安定な 1)ミットサイクル解Xo(t)こ

Xo(t + T)を持っとする.リミットサイクル上に適当に位相の原点をとりう系がこの点を通過する
時刻を tニ Gヲ状態を Xo(O)とする.この点から出発して t時間発展した系の状態Xo(坊の位相ゆ

をう持関 tと同一視すること iこよりうゆ約二 t(mod T)と定義する.これによりうワミットサイク

ル軌道に対しては常に引の=1となる.以下ラリミットサイクル上の状態を?位椙ゅの関数とし
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てう Xo(争)と表す.さちにうリミットサイクルXo(坊のペイスンに属しういずれこのリミットサイ

クルに漸近する状態点X(t)に対してう金椙φξ[0ぅT]を与える関数(アイソクロン〉ザ(X)をラ常に

ゆ(X(t))= YX手(X)lx=X(t). F(X(t)) = 1を満たすように定義することができる [1ぅ2].これによ

り‘位椙の定義がワミットサイクル近傍iこも拡張される.

さてうこの振動子にX(t)= F(X) + p仰という形で~~い喪動 p(t) を与えた場合ヲその位相ダイ

ナミクスはうや(X(t))= Yx<t(X)lxニX仲.X(t) = 1 + Yx<TlxニX(t). p(りより?最低次の近似でう

や(t)= 1 + Z(φ(t)).p(めに従う.ここで定義した Z(科=マx<t(X)Ix=Xo(φ)詰位担感受関数と呼
ばれるリミットサイクルの性質を特殻づ.~t る重要な量でうアイソクロン φ(X) のリミットサイクル

軌道上の状態Xo(併での勾監でるりう実験的には系を弱い外力で喪動することにより溜定できる.

この位椙感受関委主Z(引について?数学的にはMalkin(-Izhikevich-Hoppensteadt)の定理が知られ

ている [2].すなわちづ Z(坊はう非摂動系X(t)= F(X)のリミットサイクルXo(宇)まわりのJacobi

行列を DF(Xo(ゆ))としてラ方程式dZ(科/dゆ=-{DF(Xo(科)}TZ(科の Z(O). F(Xo(O)) = 1を

満たす初期条件から出発した居期解で与えられる.ここで Jacobi行苅の右肩のTは転置を表す.

この方翠式を積分すればう重接数彊シミュレーションによらずに Z(討を求めることができる.

3 反応拡散系のリミットサイクル振動の位相縮約

無限次元力学系のりミットサイクル振動の摂!としてう局長Lの1次元リング上の反応拡散系
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の定嘗進行ノミルス解 Xo(ιt)= Xo(xヲt+ T)を考えよう.周期 Tはパルスがつングを一周する

持聞でありうその間に位相(リング上での笠置)や(t)は争(t)= 1に従って 0かち Tまで単調に増

加する.以下う実擦の数彊計葬ではう FitzHugh-l者雲 (F豆町方程式 X(x)= (u(x)うり(x))ぅF(X)= 

作付-α)(1-u) -V，T(U - rv))， D = diag(κぅ0)(a，T，"'Y，κは実ノミラメータ)を到に用いる.嘗

微分方程式の場合と同様に?擢微分方程式 (1)のリミットサイクル解をパルスの位椙ゆを用いて

xo(問。)と表しう位桔縮約する.進行パルス解Xo(x;争)は適度に安定でうある瞬間iこ弱い摂動を受
けて変彰してもうやがて元の形状に復帰すると仮定する.ただしう元の形状;こ援揮した後のパルス

の位相ザはう即かれずにそのまま進行したパルスの位椙ゆとは一般に異なワラそれらの差争fーゆ

が摂動への位桓応答となる.この位相尾容はう位掴感受関数と摂動の積として求まるはずである.

金相謡約法を定式化するために誌?常微分方程式の場合と同様にう式 (1)のリミットサイクル

解 Xo(x;手(t))に収束するような空間パターン X(おうt)tこ対し?その金椙を与えるアイソクロン

争{X(旦t)}ε[0ぅT]が必要となる.そのような汎関数をー殻的に求めるのは国難だがう Xo(x;φ(t))

に十分近い空間パターンX(xうのごXo(x;ゆ(吟)についてはうその局所近住j、を

争{X(ιt)}=争(t)十 [Q(x;φ(t))ぅX(xラt)-Xo(x;φ(t) )] (2) 

で与える事ができる ここでう [A(x)，B伊丹 =JoL A(り B(x)dxはりング上の内積でヲベクトル関

数Q伊;引はう反志拡散系(1)の周期解Xo(x;引のまわりでの線形化漬算子をL(x;φ)，その髄伴演
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算子釘(x;引をとしてう随伴方程式

三Q(x;争)= -I}(x;手)Q(x;争)
δゆ

(3) 

のQ(x;0) = ut (x; 0)を満たす初期条件から出発した周期解である.ここで， ut伊;0)は釘(x;O)の

ゼロ匡有関数でヲこの関数Q(x;引が反感拡散系 (1)の位椙感受関数となる.この結果辻角通常の抵

次元リミットサイクル振動子に対するものの一般化でありう Q(x;引が満たすべき式(3)はう前述し

た常徴念方程式に対する Malkinの定理 [2]の亘譲的な拡張となっていることが分かる.

さてうワミットサイクル解をXo(x;φ(t))を持つ反応拡散系が

δ2 
~LX(ι t) = F(X) + D :;~~') X十p(x，t) (4) 
δ tδx2 

のように弱い時空長動p(ιt)を受けた状況を考えよう.解の概彰は非摂動解からあまり変化せず

X(xぅ時三 Xo(x;争(t))で?位椙ゆ(t)のみが変化すると考えてうそのダイナミクスを求める.上記の

位椙感受関数Q(x;手(t))を使うとう常徴分方程式の場合と同様にう最抵次の位相方程式は

争(t)= 1 + [Q(x;ゆ(t))ぅp(民t)] (5) 

となりう弱い畏動を受けた F反応拡散系を?その非摂動1)ミットサイクル解の近接でう位椙方程式に

縮約できる.図(叫に FHN方程式の設相原点で、の定常ノ"¥Jレス解Xo(問。=0)とその位相感受関数

Q(x;ゆ=0)の匂成分を示す.なおうこの系では空間並進対称性によりうゆヂ 0でのXoとQは単に

これをシフトしたものとなる.興味深いことにF位栢感受関数試波束の前方に振動成分を持つ.

4 ふたつの結合した反応拡散系の進行パルス聞に生じる同期現象

文献 [3]で解析された相互に詰合したふたつの反応拡散系

，L _ 82 _~ A 
~IXA(♂ラ t) ニ F(XA ) 十 D: ~XA 十 ε{XB(xパ) -XA(x， t)}， 
δtδx2 。2
-XB(zj)=E(XB)+D--XB十ε{XA(ιt)-XB(x， t)} (6) 

θx2 

の進行パルス聞に生じる同期現象を考えよう.系AぅBは安定な進行パルスxf(z;仰))を示して

いるとする.前章の結果よりラこれらの結合反定拡散系をう以下の結合位相方程式系に縮約できる:

手A(t)= 1 + Er(争B ーやA)， oB(t)ニ 1+εr(ゆA一手B). (7) 

ここでCTA(t)とφB(めはそれぞれの進行ノミルスの泣椙でありう今の場合う単にそれらのリング上での位

置に対応する.関数r(手A φB)ニ [Q伊;φB)ヲXo(x;φA)]およびr(♂-φA)= [Q(x; ctA)， Xo(x;ゆB)J

はう進有パルス潤の実効的争相互斧用を与える位相結合関数でありう今の場合う系が空間並進対称

性を持つのでう Fは金本目差ψ=争BーやAのみの調教となる [1ぅ2].

上でイ尋たふたつの位担方程式の差をとるとう金椙差ψiまd'lt(t)jdt= -Erα(ψ)に従うことが分

かる.ここでじ(ψ)= r(ψ) -r(-引は位椙結合関数の反対幹成分でありうそのゼロ点より位相
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ロック位置が分かる.国 (b)に図 (a)の結果より求めた FHN方程式の位椙結合関数r(ψ)の反対称

成分口付)を示す.この数檀計算に用いたパラメータでは，進行パルス Xo(X;ゆ)や位指感受関数

Q(X;ゆ)は振動的なテールを持ち?対応してじ(ψ〉も複雑な形状を持つため?菌 (c)に示すようにう

ふたつの進行ノミルスが異在る諜々な泣椙差でロックする場合があることが予想される.国 (d，e)に

示すようにうこれは反志拡散系 (6)の直接数値シミュレーシヨンによって実際に確かめちれる.
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図 1:(a) Fitz豆ugh-南雲方程式の進行ノりレス XO(Xi争=0)と位指惑受関数qい;争=0)のα成分.
(b)位椙結合関数の反対称成分ra(ψ).図(a)より計算.(c)定常な位椙差.露 (b)よち求めた債と

直接数鐘シミュレーション結果の比較.(d)，(e)結合した FitzHugh-南雲方程式間の進行パルスの

異なる位椙差でのロック状態.函 (c)に示すようにう勉にも様々な金相差でロックされる.

5 まとめ

無原次元の指空間を持つ反応拡散系の 1)ミットサイクル解への位相縮約法の拡張についてごく

簡単に述べた.従来うそのような系の進行パルス解は?主に界面ダイナミクスによるアプローチを

用いて設われてきた.これに対し?我々の枠組みは?空間連続並進対韓牲を持たない状況にも適用

できうその点においてはう従来法に対して有利な可能性がある.例えば?本稿で援ったようま反応拡

散系の並進対称な進行パルス解だけで、なくう題在振動パルス解の同期現象なども援う事ができる.

詳細については追って報告する予定で島る.
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