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Boltyanskii-Kodamaの例と関連する話題について

小山晃（早稲田大学）

Akira Koyama (Waseda University) 

概要

定理(Menger,1928)． 任意のコンパクト距離空間 X,Yについて， dim(Xx Y) :S dimX +dim Y 
である．したがって，特に， dimX2= dim(X x X):S 2nである．
ここで， dimX2= dim(XxX) = 2nであるコンパクト距離空間を (dimensionally)standard, 
standardではないコンパクト距離空間を exceptionalとよぶことにする．

は「次元論の積定理」としてよく知られている．ここで示されているのは不等式であって等式では
ない．実際，最初の不等式で等号が成り立たないことは， Pontryagin(1930)が素数p-j.qに対して
2次元コンパクト距離空間 ITp,ITq,dim(IIp x ITq) = 3を構成し，示された．

一方，多面体や位相多様体のみならず，すべてのコンパクト ANRがstandardであり，上記の
Pontryaginの例恥も standardである． exceptionalなコンパクト距離空間の存在は， Boltyanskii

(1949)と児玉 (1958)が独立に，今日「Boltyanskii-Kodamaの例」と呼ばれる 2次元コンパクト
距離空間 X,dim炉＝ 3を構成し，証明されたしかし，彼らの原論文は難解である．ここではそ
の例を

K. N agami, Dimension Theo可， Pureand Applied Mathematics vol. 37, Academic Press, 
New York, 1970. 
の児玉による Appendix,Cohomological Dimension Theoryをもとに再構成し，その本質的な箇
所を明確化する．

なお，コホモロジ一次元の定義および必要な定理を Appendixにまとめておく．

1 (a, b)-Modifications 

二つの連続写像： X f ←-Y土 zのdoublemapping cylinderを，商空間

M(f,g) = (xLJY X [O, l]LJz) /~， ただし， f(y)~ (y, 0), g(y) ~ (y, 1) for y E Y 

と定義する例えば， X =Y, f =idxならば， M(f,g)はgのmappingcylinder, Zが一点空間な

らば， M(f,g)はfのmappingcone Cone(!)である．ここで， x,zは自然に M(f,g)の閉部分集

合と同一視する．

連続写像 y3 y←→ (y, 1/2) E M(f,g) 
は自然な埋め込みとなるまた， Yを自然に同一視することで， M(f,g)= M(f) U M(g)と見なせる．

X をM(f,g)の境界と呼ぶことにして， EJM(f,g)と書くことにする．

X,Y,Zが多面体， f,gが PL写像ならば， M(f,g)が x,zを部分多面体として含む多面体であ

る．さらに， fが X の単体分割 TK,Yの単体分割冗について単体的ならば，冗 U冗 CTである
M(f,g)の単体分割 Tが存在する．
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命題 1.1.(1)図式 (D)がホモトピー可換ならば，連続写像h:M(f,g)--+ M(f',g'), 

h(x) = hx(x) for all x EX  and h(z) = hz(z) for all z E Z, 

h([y, 1/2]) = [hy(y), 1/2] for ally E Y 

が存在する．

(2)図式(D)が可換ならば，連続写像h:M(f,g)--+ M(f',g'）はさらに，

h([y, t]) = [hy(y), t] for all (y, t) E Y x [O, 1] 

であるようにとれる．

(1), (2)いずれの場合も hはM(f,g)の境界X上でhxと一致するので， hをhxの拡張と呼ぶ

命題1.1は次の補題から直ちにわかる．

補題 1.2.図式 (D)の左四角がホモトピー可換ならば，連続写像h:M(f)--+ M(f'), 

h(x) = hx(x) for all x EX  and h(y)＝恥(y) for all y E Y 

が存在する．

証明．ホモトピー F:Y x [O, 1] --+ X', Fi。=hxof, F1 = f'o hyをとり，連続写像h:M(f)--+ 
M(f'）を次のように定義すればよい．

h(［y,t]） ＝｛伽(Y)，2t-1] for t E [O, 1/2]， 
[F(y, 2t)] fort E [1/2, 1], 

h([x]) = [hx(x)] for x EX. 

Y 

X 

h 
1/2)  

゜

Y' 

M(f) 

xI 
[hx((F(y, 2s)] 

M(『）
口
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"X = y = z = §n-1,ただし， nミ2’'である場合を考えよう．任意の整数 a=J 0に対して，次数a
の連続写像μa: §n-1 --+ §n-1とするただし， a=Oのとき，μ。＝theconstant mapとする． n=2

のとき， M(2,1)はMobiusbandなので，任意の整数 a,bに対して， M(μか肌）を，タイプ(a,b)のn

次元Mobiusbandと呼び， M(a,b)と書く．特に， M(a,O)はμaのmappingconeである．

n次元 polyhedronIKI, n 2 2,整数 a=J 0, b とする．任意の n—単体△に対して，（M△， 8M凶

をn-dimensionalMobius band M(a, b)のコピーと subpolyhderonの組として，狐仏は M△の

triangulation T.△によって 8M△と a△は単体同型であるようにとる． このとき，単体同型写像
h△ :8M△-=-+ a△として，応をK(n-1)に貼り付ける．このようにして得られる n次元polyhedron

Y = IK(n-1い LJ M△, 
dim△=n 

として，連続写像 f:Y---+Kl, 

fl1K<n-l)I = idlK(n-1)1, and f(M△ ¥8M△) C △ ¥8△ for each n-simplex△ 

と定義する．この n次元polyhedronYと連続写像 f:Y---+ |Klの組を Kの(a,b)-modification 

と呼ぶ

定義 1.3.単体的複体 K,Lとする連続写像 f: |K| ---+ Uが組合せ的 (combinatorial)であると
は， Lの任意の部分複体 L。について， f―1(Lo)がKの部分複体であることをいう．

K の (a,b)-modification Yの単体分割 Tyは， lr}n-1)1コ |K(n-1りであるようにとると， f:

(Y,行)→ (IKl,K)は組合せ的である．

射影的極限のコホモロジ一次元を評価するために連続写像のコホモロジ一次元の概念と次の補題

を用いる．

定義 1.4.多面体 K,Lとして， Lの単体分割を乃とする．連続写像 f:K---+ Lについて，

dimG(f,T）こ nであるとは， Tに関する任意の部分多面体 L。CLと任意の連続写像a: L。---+

K(G,n)に対して，連続写像/3:K---+K(G,n), 

が存在することをいう

f 
k)  L 

0い (Lo)=a ofい (Lo)

u l ----------；-『―̀｀ ` ̀[ ̀‘‘‘‘ 
flt-1(Lo) T °' 

.,, 
f―1(L0) ~ L。 )K(G,n)

命題 1.5.n > 1, §n-1 ~ §n-1生与 §n-1とする．

(1) aはp-divisibleならば，任意の連続写像 f: 8M(a,b)---+K(Zv,n -1)が連続写像 f:
M(a,b)---+K(Z□-1)へ拡張できる．
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(2) Gがp-divisibleな可換群， b＝炉， j>Oならば，任意の連続写像 f:8M(a,b)---+K(G,n-1) 

が連続写像 f:M(a,b)→ K(G,n -1)へ拡張できる

証明．（1)degμaはp-divisibleだから， deg(!o μa)もp-divisible.よって， fo μa'::::'. 0.したがって，

次の図式はホモトピー可換であり，命題1.1から， fは『： M(a,b)---+K(Zp,n)x lIへ拡張できる．

『=1rof: M(a, b)→ K(Zp,n-1)へ拡張できる．

μa μb 
sn-1 (Sn-1)  Sn-1 

） f 
） ゜ ） ゜

1 
K（石，n-1)←-K(Zp,n-1)一K(Zか n-1) 
(2) [! 0 μ』 EG = 1rn-1(K(G, n -1))はp-divisibleだから，連続写像 g: Sn-1 ----+K(G, n -1), 

deg(g o μり＝ deg(!o μa)が存在する．したがって，次の図式はホモトピー可換であり，（1)と同様に，

fはf:M(a, b)→ K(G,n-1)へ拡張できる．
μa μb 

sn-1 (Sn-1)  Sn-1 

） f lf o μa ） g 

1 1 
K(G,n-l)←ー K(G,n -l) ----=---+ K(G, n -l) 

ロ

補題 1.6.n次元多面体K (n：：：：： 2)とその単体分割九整数ai= 0, bとする Kの仇b)-m叫析⑩材叩
!K :Y→ Kについて，
(1) aはp-divisibleならば， dimz.(!K,T)さn-1． 

(2) Gがp-divisibleな可換群， b＝砂 j>Oならば， dimG(fk,T）さ n-1． 

証明．（1)Kの任意の部分多面体 K。CKと連続写像 'P:K。--+K(Zか n-1)をとる． この

とき， K。つ IT(n-1りであると仮定してよい よって，任怠の n単体△ ET,△ ¢ K。に対して

匹 fk|J-1(8△): f尉(8△)→ K(Zp,n-1)が， f;1（△）へ拡張できることを示せばよい．

f尉（△） =M(a,b) c 8M(a, b) = a△ = f尉(a△)， fk|f尉(a△)=id幻 (a△)だから，切BM(a,b): 
oM(a,b)--+K(Zp,n-1)がM(a,b)へ拡張できればよい．実際 aはp-divisibleだから，命題1.5(1) 

から，叫BM(a,b)はM(a,b)へ拡張できる．したがって， dim叫fk,T)< n-1である．
同様に，命題1.5(2)が，（2)を導く． ロ

2 Boltyanskii-Kodama's examples 

この節では，整数 n~2，素数 p を固定して考えている．補題 1.6 の整数の組 (a,b) で意味をもつ最

小の組はそれぞれ (p,0), (l,p)であり，次のように悶き下せる．
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命題 2.1.n次元多面体K (nミ2)とその単体分割Tとする．

(1) Kの(p,0)-modification咋： K(p,O)--+Kについて， dim叫切(,T)：：：：： n-1. 

(2) Kの(1,p)-modification'PK: K(l,p) --+ Kについて， dim瓜'PK,T)：：：：： n -1 for any p-divisible 

abelian group G. 

n次元コンパクト多面体と組合せ的連続写像からなる射影列 {Xゎfi-1,i}を次のように帰納的に定

義する．

X。=（the Moore space §正1Uμp]]JJりとその単体分割To,mesh [To]さ1,§,n-1 C IT6n-1) Iをとる．
i>O について， n 次元コンパクト多面体 Xt-1 と単体分割巧—1, mesh [T;-1] :::; 1/2i-lが得られて

いると仮定する．

Case 1°. i c". 1 が奇数のとき，（X9-1 ぷ—1) の (1,p)-modification: 

fi-1,i ='-PX,_, :ふ＝ （X;-1)(1,p)--+ Xi-1 

をとり，ふの単体分割巧， mesh［叫:::;1/2iをとる．

Case 2°. i > 1が偶数のとき，（Xi-1,Tt-1)の(p,0)-modification: 

f;—ぃ＝心xt-1 ：ふ＝ （ぶ1)(p,O)--+X;-1

をとり， X;の単体分割T;,mesh［叫:::;1/2iをとる．

コンパクト距離空間

X(p) = lim{X叫 1,i}
← 

を定義して， X(p)がexceptionalなn次元コンパクト距離空間であることを示していく．

今， dimふ＝ n(i=0,1,2,...)だから，

dimZ(p)さn.

§n-I C lr6n-l) I C lrt-l) I C.,．だから， §n-1C X(p)．よって，任意の可換群Hについて，

n-l=dim砂 n-l:S: dimH X(p) :S: dimX(p) :S: n. 

また，命題2.1と次に示す補題2.2から，

(1) dimzP X(p) = n -1. 

(2) Gがp-divisibleならば， dimeX(p) = n -1. 

i.e. dimzp= X(p) = dim<Q X(p) = n -1, 

任意の素数qcj=pについて， dimzq=X(p) = dimzq X(p) = dimz(q) X(p) = n -1. 

である．（1),(2)は， X(p)がexceptionalであることを示すには十分なコホモロジ一次元の条件を与

えているが， dimX(p)= nであるか現段階ではわからない実際， dimX(p)= nを示すにはこのま

までは材料不足である．そのために (a,b)-modificationの代数的性質を明らかにしていく．

ここで， Cをすべての有限群から成る Serreclass,らは有限p-群から成る Serreclassとする．
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補題 2.2.コンパクト距離空間Xはコンパクト多面体の射影系 {Kぃfぃ＋1}の極限とするおのおの
のK;は単体分割 T，と距離Piが与えられ，

lim mesh [fk,k+;(Tk+i)] = 0 for all k 2 1 
t→OO 

とする．このとき， fぃ＋1が巧＋1,T;に関して組合せ的かつ dime(fぃ＋1,T;) ::; n for infinitely many 

iならば， dimcX::;nである．

証明．任意の閉部分集合AcXと連続写像 r.p:A--+ K(G,n)をとる． K(G,n)はANRだから，

i ::::-1, 連続写像 (/Ji:/i(A) --+ K(G, n),'-Pi O filA CC: r.p 

が存在する．さらに，

開集合 Uつf(A)，連続写像cp;: U--+ K(G, n),'PilJ(A) = r.p, 

が存在する．このとき，仮定から，

j :::-i, 恥（st(fj(A),Tj)) C U 

が存在するここで，氏の部分複体 L= st(/j(A), Tj)とすると， dimG(fj,J+1巧）さ nだから，

連続写像克＋1:KH1--+ K(G,n)，克＋1： KJ+1|f嘉＋1(L)＝丞 of9,J+1|f3]31+1(L)

が存在するこのとき，

（戸J+1o fJ+1) A =戸J+1o (f],J+1|A) ＝ gt o fi,J+1 o (fJ,J+1|A) ＝ r.p, 0 (ft A) = ¢・ 

したがって， K(G,n)のhomotopyextension propertyから， r.pはXへ拡張できる． ロ

命題 2.3.n次元コンパクト多面体 Kとその単体分割Tとする．

(1) (p, 0)-modification咋： K(p,O)----+K について，咋： Hn(K)----+Hn(K(p,O)）は単射かつ

ら詞型写像である．

(2) (1,p)-modification'PK : Y→ Kは同型写像'PK: H*(K; Zp) ぎ➔ H*(Y;Z砂を導く．

証明．（1)組 (K,K(n-1l), (K(p,o），ゅ尉(K<n-1)））のコホモロジー完全列から成る可換図式を考える．

...----+Hn-1（ゆKl(K(n-1)))----+Hn(K(p,O)，心Kl(K(n-1)))----+Hn(K(p,o))----+0 

(咋|．．）＊『

...----+Hn-l(K(n-l))----+ 

咋『
Hn(K, K(n-l)) 

咋「
) Hn(K))  0 

定義から K(n-1)
,,.(p,0) = K<n-1)，心尼(K(n-1))= K(n-1)かつ切KIK(n-1)= idK(n-1)だから， i::;n -1 

ならば（ゆKIK(n-1))*:Hi(K(n-1)）竺 Hi（心尉(K<n-1))）かつHn(K(n-1))= Hn（ル尉(K(n-1)))= 0. 

よって，

咋：加(K,K(n-1))→加(K(p,O)，心尉(K(n-1)))
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が単射かつCp―同型写像であることを示せば十分である．

次の可換図式を考える．

Hn(K(p,O)，ゆ云l(K(n-1)))←-竺-Hn(K(p,O)／ゆ云l(K(n-1)))

峠『『森
町 (K,K(n-1)) （

 
～
 

即 (K/K(n-1)) 

ただし，同型写像は射影 K(p,O)---+K(p,O)／巧尉(K(n-1)),K---+K/ K(n-1)から導かれる．

連続写像切<:K(p,O)／叫計(K(n-1)---+K/K(n-1)は切くから導かれる．

K/ K(n-1)はn次元球面のブーケ V△S公， K(p,O)／心尉(K(n-1)はμp: §n-1---+§n-1のmapping
cone Cone(μp)△のブーケV△Cone(μp)△である．

(K(p,O)，ゅ尉(K(n-1)))----+（K(p,O)／心尉(K(n-1)),*)= (V△Cone(μP)△，＊） 

吋 ;j;K』 v△品Kio。ne(μp)△↓

(K(p,O),K(n-1))----+ （K(p,o)/ K(n-ll,*) (V砂公，＊）

おのおのの△について，％（Cone(μp)△） C S入だから，伍Klcone(μ,pぃ＝巫・

一方，準同形写像（いKlcone（四））＊ ：加（炉） →か（Cone(μp)）は，zユzに対応する．よって，
← • ~ ← → ~ 

（切Klcone（四））＊は，単射かつ Coker(訳 |Cone(μ,p))*=.ZP' 

か (K(p,O)／ゅ尉(K仇ー1)）） 釦 Hn(Cone(μ心）

叫 『①墨
炉 (K(p,o)/K(n-1)) ④△Hn(Sp久）

したがって，咋： Hn(K/K(n-1))---+Hn(K(p,O)／心計(KCn-1))）は単射かつCp―同型写像である．

(2) n次元多面体Pのn単体△の対して，△に関する (1,p)-modificationrp: P = (P ¥ Int△)U 

M(I,p)---+Pとして，

rp*: Hn(P;%）竺 H仔名）

であることを示す．（たP¥ Int△,M(I,p)), (P; P ¥ Int△，△）の Mayer-Vietoris完全列の可換図：

Hn-l(P¥Int△;Zp)①Hn-1(M(l,p); Zp) __1:1_ゴ主'Hn-l(a△;Zp)----+ Hれゆ；Zp)----+ Hn(P¥Int△;Zp) 

『『r

Hn-l(P ¥ Int△;Zp)④Hn-l（△；Zp) ~ w-1(0△;Zp) ----+Hn(P;Zv)----+Hn(P ¥ Int△;Zv), 

ただし，包含写像k1: 8△'-+ P ¥ Int△, k2 : 8△'-+ M(l,p)とする．

を考えると， k~ : Hn-1(M(l,p)) = Z竺 Z= Hn-1(8△)だから， k~ = 0: Hn-1(M(I,p);Zp)---+ 

Hn-1(8△;Z砂したがって， FiveLemmaから， rp*: Hn(P; Zp)竺 H可P;Z砂
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上の fact を P の n—単体の数に関して帰納的に用いると，

咋： Hn(K名）竺印(K(l,p);Zp)

であることがわかる． 口

定理 2.4.dimX(p) = n. 

証明には次の補題が必要にあるが，仮定して定理を証明する．

補題 2.5.X, Kをn次元コンパクト多面体とする．連続写像 f:X--+Kについて，

広： Hn(K名）竺Hn(X名）かつ Hn(K)= Tor Hn(K) 

ならば， f*: Hn(K) --+ Hn(X)はC(P)ー同型写像である． ここで， C（P)はすべての q-torsion群，

qEP¥{p}から成る Serreclassとする．

定理2.4の証明． Hn(X(p))=J 0を示せば十分である．
炉 (Xo)= Hn(§n-1 Uμp lllln) =勾

命題2.3(2)と補題2.5から， fci,1:H吋Xo)---+H吋ふ）はC(P)ー同型写像よって， fci,1は単射準

同形写像であるまた， Cokerfci,1 = H門X1)/fci,1(Zp) E C(p)だから， H吋ふ）は有限群よって，

f5，心： Zp竺fi,1（勾＝Zp'.Sか (X1)

H吋X1)= Tor Hn(X1) 

、1
,

、1
,

1

2

 

1

1

 

(‘~ 

次に，命題2.3(1)から， fi,2:H吋X1)----+Hn（ふ）は単射準同形写像かつC(P)ー同型写像よって，

f「,2lzp: Zp竺R,2（勾＝Zp:<::か（ふ）
Hn（ふ） ＝Tor印（ふ）

(2.1) 

(2.2) 

よって，帰納的に i2". 1について， iが奇数ならば命題2.3(2)と補題2.5,iが偶数ならば命題2.3(1) 

を用いて次のことがわかる．

f:-1占： Zp竺ft*-1,,（勾＝Zp:S Hn（ふ）

町（ふ）＝Tor炉（ふ）

である．したがって， Zp:S Hn(X(p)) = lin_i｛町（X;),ft-1,;}, 
—• 

、
~
‘
‘
_
,
／

1

2

 

•• • 
l

i

 

ヽ

ロProofof Theorem 2.4 

補題2.5の証明． dimX= dimK = nだから，普遍係数定理から， fiPとf＊⑧idzpを同一視できる．

炉 (X名） ←こ Hn(X)立 p

fら 『『f澤 dzp
肛（K名）← Hn(K) R均
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今，完全列：

即（K)~ 加(X)----+Cokerf*----+ 0 

とZpとのテンソル積をとると次の完全列が得られる．

尾
Hn(K) RZp----+町 (X)RZp----+Coker f*立 p----+0. 

このとき， fぇは同型写像だから， Cokerf* R ZP = 0. Hn(X)は有限生成可換群だから， Cokerf*も

有限生成可換群よって， Cokerf* E C(P)・

また， Cokerf*は有限torsion群であり， Hn(K)は有限torsion群だから， H門X)は有限torsion

群である．よって，

炉 (K)= H1①G1, Hn(X) = H鍔伍， ただし， H1,H2E Cp, G1,G2 E C(P) 

と表せる．このとき， f*(H1)C H2, f*(G1) Cらであり，

f* = (f＊伽） ①（f⑯)： H1① G1→ H2①G2. 

よって， Cokerf* E C(P)だから， J*(H1)= H2である．さらに， G1,G2 E C(P)だから

!2p = f* R idzp = ((f*IH,) EB (f*lc1)) R Zp = (f*IH,) R idzp. 

よって， f冨 idzpは同型写像なので，

Ker(!*R idz』=（Kerf＊尻） RZp= 0. 

したがって， H1Eらだから， Kerf*IH, = 0.であり， Kerf*= Kerf*|G1 ：：：：： G1 E C(p)．ゆえに， f*

はC(P)ー同型写像である． 口Proofof Lemma2.5 

定理 2.6(Boltyanskii-Kodama). dimX(p) = nであり， X(p)は次のコホモロジ一次元をもつ：

(i) dimz" X(p) = dimz"= X(p) = dim訊 (p)= n -l < n = dimz(P) X(p) = dimX(p), 

(ii) pと異なる任意の素数qについて，dimzq=X (p) = dimzq X (p) = dim知） X(p)=n-1.

したがって，定理A.11と定理A.13から， X(p)がexceptionalなコンパクト距離空間である．

系 2.7(Boltyanskii-Kodama). dimX(p)2 = 2n -1. 

注意 2.8.児玉の構成 (40-8Theorem)では，索数pに対して，数列 (p,p2,p4,...,P竺．．．）に対して，

2次元Mobiusband M(l,p)から (p2'-',p2')-modificationsを繰り返してMQ"を構成している．この

ような列を考えた理由は， dimMQ":;:,2を示す必要があったためであった． Appendix(40-8 Theorem) 

における証明は，

40-5 Lemma. (1)即 (M(a,b), 8M(a, b))＝為．

(2)それぞれの生成元 (3nE Hn(M(a, b), 8M(a, b)), °'n E加（△，a△)とすると， JX(an)=土a•(3m

ただし， JX= (JIM")* : H”(△,a△)-----+ Hn(M(a, b), 8M(a, b)). 
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および列 (p,p汽p4,...,p叫．．）の性質を利用してMQpの閉部分集合の組 (L,L)，が(L,L; Z(p)) =J O 
の存在を示している．この事実から，

2 ::; dimzcp) L ::; dimzcp) MQp ::; dim MQp ::; 2 

したがって， dimMQp= 2を導いた

実際， Lは， M(l,p)の適当な 2単体ぴをとり，（L,L)= (11'戸（CT),11'11位））としている．ここで， 2

単体びの (1,p)-modificationはMoorespace §1 U知配だから， n=2の場合に構成した X(p)と同

相である．よって，本質的に同じ構成と証明をしたいえる．

3 Other examples 

Pontryagin's example 

Pontryagin (1930)がおのおのの素数pに対して構成した 2次元コンパクト距離空間 IIpは

異なる素数P,qについて， dim(IIPx II砂＝ 3 

という性質をもち，次元論における菫要な例「dim(Xx Y) = dimX +dimYが成り立たない」であ

る．ここで本質的なことは次のコホモロジ一次元をもつことであった

dimzv IIP = 2,かつGがp-divisibleならば， dimaIIp<:::: 1 

よって， dimz戸山＝ dimlQIlp = 1, 

任意の素数q=J pについて， dimz茫叫＝ dimzq出＝ dim%） IIp = 1. 

整数 n~2 と素数 p について，同様なタイプのコホモロジ一次元：

dimzv= Y(p) = dimlQ Y(p) = n -l < n = dimzv Y(p), 

任意の素数q=J pについて， dimz.=Y(p) = dimz0 Y(p) = dimz<•l Y(p) = n -l. 

をもつ n次元コンパクト距離空間 Y(p)をn次元Pontryaginコンパクト距離空間と呼ぶ．

n次元コンパクト多面体と組合せ的連続写像からなる射影列 {Y;,9i-1,i}を次のように帰納的に定

義する．

Y。＝詈とその単体分割To,mesh [To] <:::: 1をとる．

i > 0について， n次元コンパクト多面体Y;-1と単体分割Ti-1,mesh h-1]さ1/2i-1が得られて

いると仮定する．

(Y;-1, Ti-1)の(1,p)-modification: 

9i-1,i ='PY,_, : Y; = (Y;-1)(1,p)→ Y;-1 

をとり， Y,の単体分割T;,mesh［冗l< 1/2'をとる．
よって， n次元コンパクト多面体と (1,p)-modificationsからなる射影列 {Y;,gi-1,,}が得られるの

で，コンパクト距離空間



88

Y(p) = ]im {Y;, 9i-1,;} 
← 

を定義して， Y(p)がn次元Pontryaginコンパクト距離空間であることを示す．

命題2.3(2)から，

か (Y(p);Zp)竺が(Yi名） ＝Zp. 

また，命題2.1(2)から，

可換群Gがp--divisibleならば， dimeY(p)::; n -1. 

したがって，これらは次のようにまとめられる．

定理 3.1(Pontryagin)．整数 n~2 と素数 p について， n 次元コンパクト距離空間 Y(p) は次のコホ

モロジ一次元をもつ：

(i) dimz.= Y(p) = dimlQ Y(p) = n -I < n = dimz. Y(p) = dimz<•J Y(p), 

(ii) pと異なる任意の素数qについて，dimzq=Y (p) = dimzq Y(p） ＝dimz(q) Y(p) = n -1. 

異なる素数P,qとする．このとき，任意の素数rについて，

したがって，

dim互）（Y(p)x Y(q)) = 2n -1 

dim互）（Y(p)x Y(q)) = 2n -2 

if r = p or r = q, 

if r i= p, q. 

系 3.2(Pontryagin)．任意の素数pf= qに対して， dim(Y(p)x Y(q)) = 2n -1. 

注意 3.3.定理A.13から， Pontryaginの例 Y(p)はexceptionalではない． i.e.dimY(p戸＝ 2n.

Other kind of examples 

任意の素数が必ず無限回現れる素数からなる列P= {Pi｝をとる．

w。＝叡として， W。の単体分割 T。,mesh[To] :s; 1は，赤道Sn-1は(W。,To)の(n-1)次元部分

複体であるようにとる．

i>O について， n 次元コンパクト多面体 Wi-1 と単体分割巧—1, mesh h-1]さ1/2i-1が得られて

いると仮定する．ここで，（Wi-1,Ti-1)の(p;,0)-modification: 

h;-1,i =切w,_,: wi = (W;-1)(p,,O)---+W;-1 

をとり， wiの単体分割T;,mesh［Ti] :s; 1/2iをとる．このとき，命題2.1(1)，命題2.3(1)から， hi-1,i:

W;---+W;-1は次の性質をもつ．

dimzp, (hi-1,i, Tい） :s;n-1 (C(i)) 

h;_1,i : Hn(Wi-1)→炉(W;)は単射かつら詞型写像 (D(i)) 
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帰納的にして n次元コンパクト多面体と組合せ的連続写像からなる射影列 {W;,h;-1,，}が得られる

ので，コンパクト距離空間

W = lim {W;, h;-1,;} 

を定義する．

このとき， Boltyanskii-Kodamaの例と同様に §n-1の逆像を考えると，部分空間 W。C W(p), 
w。竺 §n-1が存在する．よって，任意の可換群Gについて，

n-lこdimGw。さ dimeW(p) ~ dim W(p)さn.

よって，性質 (C,），数列pの取り方と Bocksteinの不等式から，

dimzp= W = dimzP W = n -1 for every prime p. 

Claim 1．か（W;Q)=I=〇．

Proof of Claim 1.すべての i2': 1について hi-1,i: Hn(Wi-1)---+Hn(W,)は，条件 (D(i))から， C-

同型写像また，普遍係数定理：

加 (Wi)RQ~印(Wi;Q)

ht-1,,@Q>『『(h;_,,,)Q

印(Wi-1)頸~印(Wi-1;Q)

から，（hI-1,;)Q>: Hn(wi-1; Q)―→ Hn(W;;Q)は， hI-1,iR Q:炉（W9-1）⑭Q---+炉(W;)RQと
同一視できるよって，

尻＿1，冷Q:Hn(W:←1) RQ竺印（W;)RQ

を示せば， fin(W;Q)竺 Qが得られる．

Hn(Wi)は有限生成可換群だから， Hn(Wj)= Hn(Wi)/Tor Hn(Wj) e Tor Hn(Wj)と表され，

hT-1,i : [Hn(W:叫／Tor炉 (W9-1)］①TorHn(W:叫

→ [Hn(W;)/Tor Hn(W,）］①Tor印 (Wi)

について， h7_1,;(Tor町 (Wi-1))C Tor町 (W,）．一方，

hI-i,i(Hn(Wi_i)/Tor Hn(Wi-1)) r/-Hn(Wi)/Tor Hn(W:』
ならば， Hn(W;-1)/TorHn(W;-1) =〶finiteZだから， 0=I=Ker hf_1,; n [Hn(W;-1)/ Tor Hn(W;-1)] 
は有限生成自由可換群．ところが， Kerhf_1,; ECに矛盾する．よって，

hI一1,;(Hn(W;-1)/Tor H"、(W;-1))c Hn(W;)/Tor Hn(W;). 

よって， h，*-1,，は

a EB/3： ［Hn(W;_1)/Tor炉 (W;-1)]EB Tor Hn(Wi-1)→［炉(W;)/Tor炉(W;)] 〶 Tor 炉（W;)

と準同形写像の直和へ分解できる．このとき， h;:_1］まC-同型写像だから， aは単射かつCokera EC. 
したがって，

h;_1,; R idtQ! =aR idtQ!: [Hn(W;-1)/Tor Hn(W;-1)] R Q→ [Hn(W』/TorHn(W;)] R Q 
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は同型写像である． ロProofof Claim 1 

したがって，

dimz(p) W = dim<(l) W = n for every prime p. 

定理 3.4(Boltyanskii-Kodama)．任意の n~2 について，次の条件を満たす n 次元コンパクト距離

空間 W が存在する．

dimzp W = dimzp= Z(p) = n -1, 

dim<(l) W = dimz(p) W = n for eve可 primep 

素数pをとる． pと異なるすべての素数が必ず無限回現れる素数Pi=JPからなる列p= {p,}をと

る．この点列pについて上述と同様な構成を行い， n次元コンパクト距離空間

W(p) = Hm {W;, h;-1,;} 

を定義するこのとき，同様にして次のことがわかる．

すべての素数 q=I=pについて， n-1 = dimz. W(p) = dimz.= W(p) < dimzc.i W(p) = n, 

dim<Cl! W(p) = dim年） W(p)= n. 

Claim 2.か（W(p);Zp=) = Z臼

Proof of Claim 2.証明は Claimlに倣う．

数列pの取り方から，すべての i~ 1について， hT-1,i: Hn(Wi-1)---+Hn(W;)がC(P)ー同型写像

であることがわかるよって， Hn(W。)＝Zから，

Hn(Y;) = Z① G;, G; E C(p) for all i ~ 1 (D1) 

である．

なぜならば，一般に（有限生成可換）群H と準同形写像f:H---+Zについて， TorH C Ker f. f 
がC(p)詞型写像ならば， Kerf E C(p)だから， TorH = Ker f E C(p)．よって， fが誘導する準同形写像

f: H/Tor H —• Zは単射である．さらに， Imf=lmfだから， Coker『EC(P)．よって， Im『=mZ
for some m > 0であり， f:H/TorH 竺 mZ. したがって， H 竺 (TorH) ④(H/TorH)~ (TorH) 〶 Z.
また， C（P)ー同型写像の合成はまたC(P)ー同型写像だから， i> 1についても求める直和分割が得られる．

このとき， Claim1の証明と同様にして， C（P)ー同型写像 hi-1,i: Hn(Wi-1)---+Hn(Wi)を直和分割

(D1)にしたがって

ai①f3i:.z①Gi-1→廷G, (D2) 

ただし，準同形写像°'i:.z----+Zは単射かつ Cokerai= Bi E Ccv) 
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と直和分割する．一方， dimWj= nだから，普遍係数定理より，（hJ-1,;)ZP=: Hn(W;-1; Zp=) -----+ 

印 (W心如）は， h：-1,t⑭idzp=：炉(Wt-1)RZp～ →炉(W;)RZp=と同一視できる．よって，
Z戸 RGi=0だから，

h7-i,i R idzp= =a;R idzp= : Z R Zp=→ ZRZ茫

である．完全列： 0--+ Z ~ Z --+ B; --+ 0とZ砂とのテンソル梢をとり，完全列

● ● ● → B,＊互→ ZR互竺屈z立 p=→ B;R互→0 

を考える．このとき， B;EC(p)だから， B;* Zp= = p-Tor B; = 0かつ B;RZp= = 0.よって，

叩Ridzp= : Z R Z砂竺 ZRZ茫・

したがって，

か (W(p);Zp=)＝丹｛印(W;;Zp=), (h;_いZp=}

= lim{Z鱈 p~a呼 Z立 p=Z立 p~a彎...} 
—• 
=ZRZ戸・

□Proof of Claim 2 

定理 3.5(Boltyanskii-Kodama)．任意の n22と素数pについて，次の条件を満たすn次元コンパ

クト距離空間 W(p)が存在する．

dimiQJ W(p) = dimz(pJ W(p) = dimzp W(p) = dimzp= W(p) = n, 

任意の素数 q# pについて， dimzq W(p) = dimzq= W(p) = n -1, dimz(qJ W(p) = n. 

ここで構成した n次元コンパクト距離空間のコホモロジ一次元をまとめておく．ただし，素数pを

固定し， qはpと異なるすべての素数を動くとする．

;z(p) z p z戸 Q Z(q) z q z炉
w n n-1 n-1 n n n-1 n-1 

W(p) n n n n n n-1 n-1 

Y(p) n n n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 

X(p) n、 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 
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A コホモロジ一次元の定義と基本的な定理

本稿はコホモロジ一次元論の基本的な結果を既知として用いた．ここで，コホモロジ一次元の定義

と基本的な結果を記しておく．

コホモロジ一次元の定義と基本的な定理

定義 A.1.整数nミ0とする．距離空間Xの可換群Gに関するコホモロジ一次元がn以下であると

は，任意の閉部分集合AcXについて， H叶 1(X,A)=0であることをいい， dimcX:Snと書く．
ここで，か(-;G)はGを係数群とする Cechコホモロジ一群である．

dimcX :Snかつ dimcXfn-1ではないとき， dimcX=nと定義する．

dimcXさnとなる nが存在しないとき， dimcX= ooとする．

定理 A.2.Xを距離空間， Gを可換群とする．このとき，次は同値である．

(1) dime X :Sn, 

(2)任意の閉部分集合AcXとすべての k2 n+ 1について， H勺X,A)= 0 
(3)任意の閉部分集合AcXについて，包含写像i:AYXが導く準同形写像

i*：か(X;G)→か(A;G)が全射である．

(4)任意の閉部分集合AcXとEilenberg-MacLane複体K(G,n)への連続写像f:A--+ K(G,n) 
に対して，連続写像f:X--+ K(G,n), JiA = fが存在する．

定理 A.3.可換群G=J 0と距離空間Xについて，次が成り立つ．
(1) dime X :S dimz X :S dimX. 

(2) dim X = 0 {===;> dime X = 0. 

(3) dim X = 1 {===;> dimz X = 1. 

定理 A.4(Alexandorff)．距離空間Xについて， dimXく ooならば， dimzX= dimX. 

定理 A.5(Dranishnikov). dimzX < ooである無限次元コンパクト距離空間が存在する．

定理 A.6.可換群Gと距離空間Xについて，次が成り立つ．

(1)任意の部分集合 AcXについて， dimeA :S dime X. 

(2)閉部分集合KiC X (i = 1, 2,..．)について， dime(U;ご1凡） ＝max { dime K; I i = 1, 2,... }. 

Bockstein族と Bocksteinの定理

•Z を整数と自然な演算による可換群， Q を有理数と自然な演算による可換群とする．

•P を素数全体の集合，素数pEP について，

•Zp は位数 m の巡回群，

•p 準巡回群 Zp= = lim{Z 
xp xp xp 

p= = lim{Zp一→知一→加―→...
---+ •加群 Z に p 局所化知＝｛竺 EQ | nis not divisi:［e by p. ~ E Q I n is not divisible by p} 

と書き，可算族

び＝ ｛Q}U LJ {Zか Zp=,Z(p)} 
pEP 
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をBockstein基と呼ぶ

これらの群を係数とするコホモロジ一次元の閑係は以下のようになる．

定理 A.7 (Bocksteinの不等式）． 任意の距離空間Xについて次の不等式が成り立つ．

(Bl) dimz. X = dimz.2 X = dimz.3 X::; ・ ・ ・. 

(B2) dimz.= X::; dimz. X::; dimz.= X + 1. 
(B3) dimz. X ::; dim応） X.

(B4) dim<QX::; dimz<•l X. 

(B5) dim年）X::;max{dim<QX,dimz.= X + 1}. 
(B6) dimz.= X::; max{dim<QX,dimz<•l X -1}. 

任意の可換群Gに対して， Bockstein族cr(G)C erを次のように定める：

(1) ZpEcr(G)⇔ p-Tor (G)=I=｛O} is not divisible by p. 

(2) Zp= E cr(G) ~ p-Tor(G)=I=｛O} is divisible by p. 

(3) Z(p) E er(G)~ G/Tor(G)=I=｛O} is not divisible by p. 

(4) (Q) E cr(G)~ G/Tor(G)=I= ｛O} is divisible by all primes p. 

定理 A.8(Bocksteinの定理）． 任意のコンパクト距離空間X と可換群Gについて，

dime X = max{ dimK X I KEび(G)}.

例 A.9.(1) GEびならば，び(G)= {G}. 

(2) O"(Z) = {Z(p) I p E P}. 

したがって， dimzX= max{dimz(pJ XI p E P}. 

(3) z[l/p] = {m/pk E Q I k 2". 0, m E Z}について，び(Z[l/p])= {Z(q) I q E p ¥ {p}}. 

(4) p-adic integers Zpについて，び（勾） ＝ ｛Z（P)｝. 

(5) p-adic rationals島について，び（ふ） ＝ ｛Q}. 

注意 A.IO.上記の Bocksteinの定理はコンパクト距離空間に限る．

定理 A.11.任意のコンパクト距離空間 Xについて，次が成り立つ．

(1) dimz(X x X) = 2dim2X,または 2dimX-1. 

(2) dimz炉＝ ndimzX,または ndimz X + (n -1). 

定理 A.12.コンパクト距離空間 Xはstandardである必要十分条件は

dim X = dirnF X 

である体Fが存在するである．

定理 A.13.n次元コンパクト距離空間 Xはexceptionalである必要十分条件は

dimQX < nかつ dimzpX = dimzp= X = n -l for all p E P 

であることである．
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コンパクト ANRとコホモロジ一次元

定理 A.14.コンパクト ANRM について次が成り立つ．

(1)任意の素数pEPについて， dimzpM = dimzCPl M. 
(2)任意の可換群Gに対して， dim<QMさdimcM.

(3) (Borsuk) dimMく 00ならば， dimM = dimzp M である素数pEPが存在する．

(4) (Watanabe) dimM = dimzM. 

定理 A.15.(1)コンパクト ANRM はstandardである．

(2) (Kodama) 2次元コンパクト ANRM と任意のコンパクト距離空閻 Yについて，

dim(M x Y) = 2 +dimY. 

(3) (Dranishnikov) 4次元コンパクト ANRMp, Mq, dim(Mp x Mq) = 7が存在する．


