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保存則をもつ微分代数方程式に対する離散勾配法

1 はじめに

東京大学大学院情報理工学系研究科佐藤峻*1

Shun Sato 

Graduate School of Information Science and Technology 

The University of Tokyo 

本稿では，微分代数方程式 (DAE:Differential-Algebraic Equation) 

Mゑ=f(z) (1) 

が保存則をもつ場合の構造保存数値解法を考える．ここで ME股dxdは特異な定行列， z:

[O,T)→配は従属変数.f: 配→配は十分滑らかな写像とする．
常微分方程式 (ODE:Ordinary Differential Equation)が保存則をもつ場合に，離散化後も

保存則を継承する保存的数値解法が安定性や長時間挙動において優れることが広く知られてい

る [8,11]. そのため，保存的数値解法の構成法は各種知られており，中でも離散勾配法 [6,12] 

（や発展偏微分方程式に対する離散変分法 [5,4])については，その適用範囲や実際の性能などに関

して盛んに研究され，非常によく整備されている．特に，保存的ODEの代表例である Hamilton

系に加えて，保存則をもつ偏微分方程式を離散化して得られる ODEも離散勾配法の適用対象で

あり，両者を統一的に扱えるまでにその枠組は整備されている．

しかし， ODEの拡張である DAE(ODEは(1)において定行列 M が正則な場合に相当する）

に対する保存的数値解法の研究は未だ発展途上である．保存則をもつ DAEの例としては，拘束

条件を伴う発展偏微分方程式の空間離散化 [18]や，拘束条件つき Hamilton系が挙げられる．ど

ちらの例についても保存的数値解法の研究は散発的に存在する（例えば，拘束条件を伴う発展方

程式については [14,13], 拘束条件つき Hamilton系については [7])が， ODEの場合のような統

ー的な枠組は存在しない．

本稿では， DAEに対する離散勾配法の統一的な枠組の構成を目指した著者の論文 [17]を概観

しつつ，一部論文に書ききれなかった部分を詳しく解説する. [17]の内容は以下の通りである：

• DAEにおける不変量 (DAEの任意の解z(t)に対して V(z(t))= const. を満たす関数）の

扱いづらさを指摘した（本稿 3節）．

• 不変量の「適切性」という概念を導入（本稿3.3節）し，それを基に DAEにおける勾配流

構造を幣理した（本稿4.1節）．

• 指数 1のDAEに対して離散勾配法を構成した（本稿4.2節）．

3.3節や 4.1節の内容は指数 1でない場合にも成立するが，本稿では筋単のために指数 1の場合に
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限定して話を進める．また， [17]では， DAEにおける不変量の扱いづらさを見るために， ODE

において知られている「全ての Runge-Kutta法は線形不変量を自動的に保存する」という命題

がDAEには拡張されないことを観察した．本稿ではこの部分の内容を少し拡充し，さらに二次

不変量に関する議論も加えた．

本稲の残りの部分は以下のように構成される．まず， 2節は離散勾配法の紹介や DAE(1)に対

する Runge-Kutta法の基礎について解説する.3, 4節の内容については上述の通りであり， 5節

で本稿を締めくくる．

2 準備

2.1 常微分方程式に対する離散勾配法

ODEにおける勾配流はゑ=S(z)▽ V(z)と書かれ， S(z)E飛dxdが任意の zE股dに対して歪

対称行列であれば，関数V:配→股は不変量である：

蓋V(z)=〈▽V(土〉＝〈▽V(z), S(z)▽ V(z)〉=0.

ここで〈・,・〉は配における通常の内積である．

このとき，離散勾配法 (z(n);::;; z(n△ t) (n=O,l, ... ,N), △ t = T/N) 

z(n+l) _ z(n) 

△t 
= SVV(z(n+l), z(n)) 

は離散保存則 V(z(n+l))= V(z(n))を満たす [12]. ここでS= S(z(n+l), z(n))はSの歪対称性

を保つ近似であり， VVは以下のように定義される離散勾配である（各種の構成法が存在する）．

定義 2.1.関数V:配→股に対して，以下の 2つの性質を満たす連続関数VV:股dx股d→配

を離散勾配という：

• 任意の z,z'E弐dに対して V(z)-V(z') =〈VV(z,z'), z -z'〉；

• 任意の zE配に対して VV(z,z)=▽ V(z). 

離散保存則は，離散勾配の 1つ目の性質（離散連鎖律）と Sの歪対称性を用いて連続版と全く

同様に証明される．

ここまででODEが勾配流表現されていれば保存的数値解法が構成できることを見たが，この

仮定がどの程度厳しいものかも考える必要がある．この点については，多くの保存系が自然に勾

配流表現されるという経験則もあるが，以下の命題が成立し任意の保存系が勾配流表現できるこ

とも知られている．

命題 2.1([12, Proposition 2.1]). f : 配→ 配をび級のベクトル場とし (r2 1, d > l), 
cr+l級の関数 Vがfの不変量であるとする．このとき，ある er級の歪対称行列値関数

S: 配→政dxdが存在して f=S▽Vを{zE股di▽V(z)ヂO}上で満たす．さらに， Sは非退
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化な臨界点の近傍で有界になるようにできる．特に， SがMorse関数であればSは局所有界で

あるようにできる．

証明は割愛するが，「関数Vが不変量である」ことは「任意のZE股dに対して〈▽V(z), f(z)〉＝

0が成立する」ことと必要十分であることを利用して構成的に証明できる．

2.2 指数 1の微分代数方程式

本稿では， DAE(1)の（微分）指数が一様に 1であると仮定する (DAE(1)の指数に関する詳

細は [1]を参照されたい）．以下，この仮定の意味を説明する．

まず， DAE(1)のもつ拘束条件を導出する．行列 M の像空間 range(M)の直交補空間の正規

直交基底仏}f二{ankMを束ねて行列 L= (£1,,, • ,£d-rankM)を構成する．このとき， DAE(1) 
の解z:[O,T)→ 配について 0=LTMゑ=LT f(z)が成立することに注意すると，拘束条件
G(z) = LT f(z) = 0が満たされることが示される．

つまり， DAE(1)の全ての解軌道は多様休M ={zE股dI G(z) = O}に含まれる．指数が一

様に 1であるときには，さらに， G(z0)= 0を溝たす全ての ZoE配に対して， Zoを初期値とす

る軌道が一意的に定まる．

2.3 微分代数方程式に対する Runge-Kutta法

DAE (1)に対する s段Runge-Kutta法を

z(n) -z(n) s 

M'△ t = I: 叫（が）
j=l 

,(•+')~(1 -'苫'.,b,wり）""'+, 苫•lいが

(i E [s]) (2) 

(3) 

と定める [9]. ここで WijはAの逆行列の (i,j)成分とする．また， [s]は[s]:= {1, 2, 3, • • • , s} 

と定義する．この際 DAEの数値解法の文脈では，以下の 2つの仮定が標進的に罹かれる：

(Al)行列 A(Aのi,j成分が％）が正則；

(A2) asj =朽が全てのjE [s]について成立．

上記の 2つの仮定を満たす Runge-Kutta法は数多く存在し，その中で最も単純なものは陰的

Euler法である.(Al)と(A2)の仮定の帰結に関する詳細は [9,Chapter VI]を参照されたい．

ここでは，本稿において重要な帰結のみを以下の補題と命遅で示す．まず，以下の補題で示すよ

うに，仮定 (Al)により，各ZICれ）が拘束条件を満足することが保証される．

補題 2.2.DAE (1)に対する Runge-Kutta法 (2),(3)が仮定 (Al)を満たすと仮定する．この

とき，各iE [s]に対して， c(zi(n))= 0が成立する．
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証明 k E [d-rankM]を固定すると，式 (2)の両辺と £kの内積より

z(n) -z(n) s 

0=〈£k,M' △t 〉＝区a;jは!(か）〉
j=l 

が任意のiE [s]に対して成立することがわかる．よって，行列Aの正則性から〈仕J(zり）〉＝
0が任意のjE [s]に対して成立する.kは任意であったため，これは補題の成立を意味する． ロ
さらに，仮定 (A2)は， z(n+I)= z~n) を意味するので以下の命題が成立する．

命題 2.3.DAE (1)に対する Runge-Kutta法 (2),(3)が仮定 (Al)(A2)を満たすと仮定する．

このとき， z(n+I)EMが成立する．

3 DAEにおける不変量

本節では， DAEにおける不変量の取り扱いの難しさを述べる．ここで， DAE(1)の全ての解

z: [O, T)→配が晶V(z(t))= 0を満たすとき，関数V:配→股を (1)の不変量という．

3.1, 3.2節では，不変量が線形や 2次の単純な場合であっても保存的数値解法を構成することが

困難であることを述べる．続いて 3.3節では不変量の適切性という概念を導入する．

3.1 線形不変量

本節では，不変量が線形，つまり定ベクトル'YE罠1を用いて V(z)=〈"f,Z〉とかける場合を考

える.ODEの範囲内では，線形不変量に関しては，多くの数値解法で自動的に保存されること

が知られており，例えば以下の事実が知られている．

命題 3.1([8, Chapter IV, Theorem 1.5]). 全ての Runge-Kutta法は ODEゑ=f(z)の線形不

変量を自動的に保存する．

上の結果から， DAEにおいても線形不変量に関しては自動的な保存則がある程度成立すること

が期待される．例えば， 2.3節の議論から，仮定 (Al)(A2)を満たすRunge-Kutta法については，

線形不変量の自動的な保存を期待したくなる．しかし，実際には， 'YE car(M) := (null(M))_!_ 

であるか否かで状況は大きく異なる．

まず， 'YEcar(M)の場合には， (Al)を満たす全ての Runge-Kutta法について，自動的に保

存則が成立する．

定理 3.1(cf. [17, Proposition 3.2]). 関数V(z)=〈"f,Z〉を 'YEcar(M)を満たす不変量とする．

このとき， (Al)を満たす全ての Runge-Kutta法に対して， V(z(n+l))= V(z(n))が成立する．

証明 z(t)をDAE(1)の解とすると，ある e: [O,T)→ null(M)が存在してゑ(t)= 

Mげ(z(t))+ e(t)とかける (Mt:M のMoore-Penrose一般逆行列）．よって，仮定より，

0=〈'Y,i〉＝〈'Y,Mげ(z)+ e〉=〈'Y,Mげ(z)〉
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が成立する．つまり，〈'Y,Mげ(z)〉=0が全ての zEMに対して成り立つ．

Runge-Kutta 法の解に関しても，連続版と同様に，ある e~n) E null(M)が存在して

z(n+l) -z(n) s 

△t 
心匂Mげ（か） +e~n) 
j=l 

とかけることと， ztlEM  (補題 2.2)を利用すると，

V(z(n+l)) -V(z(n)) 〈z(n+l)-z(n) 
='Y, △t 〉=〈心ゎMリ（が）＋ぶ）

j=l 
s 

=Lいい（か）〉 =0
j=l 

が示される． □ 

注意 3.1.上の定理では (A2)を仮定していない. (A2)を仮定しない場合には， z(n+l)が拘束条

件を満たすとは限らない（第 2.3節を参照）が，離散保存則はz(n)EMすら仮定せずに証明され

ているため， (Al)さえ満たされていればV(z(n))= V(z(0))が任意の nに対して成立する．

上の証明の肝は， e(t),e~n) E null(M)がともに 1E car(M)によって消えることである．つま

り，,1 car(M)の場合には上の論法は利用できない．また，実際に反例を構成できる：

例 3.1.周期境界条件下の modifiedHuter-Saxton方程式 [3]

叩 =U-U駈—;（四）2
(t E [O,T)とXE§:=配/LZは独立変数 (Lは正の実数）， u:[0,T) x§ →股が従属変数であ

り，下付き文字は偏微分を表す）に対する空間離散化 (cf.[16]) 

后=μ!欧一μ!(Uk (5i2国））ー；（后）2 (4) 

を考える．ここで，既(t)~u(t,k△ x) (k E [Kl)はuの近似であり (Kは正整数であり，

△ x=L/Kは空間刻み幅を表す），前進差分作用素勾，前進平均作用素μt,2階中心差分作用
素謬はそれぞれ以下のように定義する：腔匹：＝（匹+1-四）／△x, μt匹：＝（四+1+匹）/2, 
紺国：＝（叫1-2匹 +uk-1)/(△x)生

DAE (4)は指数 1であり，線形不変量 V(u)=区f=lUk△xをもっ．しかし，この線形不変

量は 1E car(M)を満たさず，閲 1に示すように陰的Euler法による数値解が保存則を満たさな

い．比較手法として載せているスキーム [16]は，ここで検討しているような自動保存ではなく，

modified Hunter-Saxton方程式専用の保存的数値解法である．

3.2 二次不変量について

本節では，不変量が2次，つまり定行列 QE股dxdを用いて V(z)= (1/2)〈z,Qz〉とかける場

合を考える.ODEの範囲内では，あるクラスの Runge-Kutta法で 2次不変量が自動的に保存
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一 保存的数値解法 [16]

図1DAE (4)の線形不変量Vの時間変化． （赤線は陰的Euler法，青線は [16]のスキーム

の数値解であり， Lenells[10]の周期解を初期値とし，刻み幅は時間刻み幅△t = 1/100と空

間刻み幅△X = 1/256を利用した．）

されることが知られている：

命題 3.2([2]). 以下の条件を満たすRunge-Kutta法はODEの2次不変量を自動的に保存する：

b;a;J + bJaJ; = bふ (i,jE [s]). (5) 

命題 3.1と定理 3.1の証明を見比べると分かる通り， ODEから DAEへの拡張の本質は

▽ V(z) E car(M)という性質である．このため，ある種の二次不変量についても， (Al),(A2), 

(5)を全て仮定すれば，自動的に保存されると期待できる．しかし，実際には以下の定理が成立

するため，この全ての仮定が成立する Runge-Kutta法はそもそも存在しない．

定理 3.2.仮定 (Al),(A2)と(5)を全て同時に満たすRunge-Kutta法は存在しない．

証明 仮定 (A2)より， (5)は，

asiaij + asjaji = a研 sj (i,j E [s]) (6) 

に書き換えられるため， (6)を満たす行列Aが特異であることを示せばよい．

まず， (6)において i=j=sとすることで， ass= 0を得る．さらに i=sとすると

asj叩 =0 (jE[s]) 

を得る．ここで， I:={i E [s] I asi = O}, I:= [s] ¥ Iとすると， iEIの場合の (6)を考える

と， asjaji= 0が成立するので，さらにjEIのときはasj-/= 0なのでaji= 0を得る．つまり，

A[I,I]は零行列である (A[J,K]:行集合 Jと列集合Kに対応する小行列）. A[s,I]もIの定義

より零行列なので，結局A[Iu{s},I]は零行列である．

これより， A[[s],I]の非零行は高々 IIl-1個なので， rankA[[s],I]さIIl-1が成立する．よっ

て， rankA::;rankA[[s],I] +rankA[[s],I]::; III+ III -1 = s -1より， Aは特異である． ロ

3.3 適切な不変量

3.1節では，線形不変量の場合には 1E car(M)である場合には扱いやすく，そうでない

場合には線形不変量の場合にすら困難であることを見た．本節では，非線形な場合も同様に
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▽ V(z) E car(M)を満たす不変呈は扱いやすく，さらに十分に広いクラスをなすことを示す．そ

の準備として，関数の「適切性」を以下のように定義する．

定義 3.1([17, Definition 3.1]). 微分可能な関数 V:配→ 股が任意の zEMに対して

▽ V(z) E car(M)を満たすとき， (DAE(1)に対して）適切であるという．

適切な不変量は以下の 3つの望ましい特徴をもつ．

(Pl) ODEの場合の自然な一般化になっている：

ODEは行列M が正則な場合，つまり car(M)=配の場合に相当するため，全ての不変

量が適切である．

(P2) 簡潔な特徴づけをもつ：

関数 Vが適切であるとき，「Vが不変量である」ことと「任意の zEMに対して

〈▽V(z),Mげ(z)〉=0が成立する」ことが必要十分である．これは，定理 3.1の証明の冒

頭と同様に

蓋V(z(t))=〈▽V(z), ゑ〉＝〈▽V(z),Mげ(z)+ e〉=〈▽V(z),Mげ(z)〉
という変形をすることで確認できる．

(P3) 十分広いクラスをなす：

• 多くの知られている不変量が適切である．具体例については [17, Section 3.3]を参照

されたい．

• 任意の関数に対して， M 上の値が同じ適切な関数が存在する（命題 3.3).

性質 (P2)をもつことが適切性を導入する動機であり，この帰結は次節で述べる.(Pl)と(P3)

は適切性を仮定して議論を進めることの根拠であり，特に (P3)の2つ目の点である以下の命題

は，適切性を仮定しても一般性を失わないことを示している．

命題 3.3([17, Proposition 3.2]). 関数v:配→股が cr+l級であるとする (r2:: 1). また， M
はcr+l級関数g;:股d→ 股(iE履])を用いて M ={zE罠dI g;(z) = 0 (i E [列｝とかけると

する．このとき，ある ER級かつ適切な関数V:股d→戦が存在して，任意の zEMに対して

V(z) = V(z)を満たす．

4 DAEにおける勾配流構造と離散勾配法

4.1 DAEにおける勾配流構造

DAEに対する離散勾配法を考えるためには， ODEにおける勾配流ゑ=S(z)▽ V(z)のDAE

における対応物を考える必要がある．ここでは，特異な定行列 M を用いて

Mゑ=S(z)▽ V(z) (7) 
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とかける DAEを考える.ODEの場合の勾配流構造に関しては， 2.1節で見たように，以下の 2

点が菫要であった： (i) sが歪対称行列であれば， Vが不変量になる； (ii)任意の保存系は勾配流
表現できる（命題 2.1).

前節で導入した適切性を満たす関数Vについては， DAE版の勾配流 (7)においても同様の性

質が成立する．まず， 1つ目の性質に対応して，以下の命題が成立する．この命題は適切な不変

呈の性質 (P2)と〈▽V(z), Mt S(z)▽ V(z)〉=0 (MfS(z)の歪対称性の帰結）より証明できる．

命題 4.1([17, Proposition 4.1 ]). V : 配→ 団を適切な閲数とする．このとき，任意の zEM

に対して MtS(z)が歪対称行列であれば， Vは(7)の不変量である．

また， 2つ目の性質に対応して以下の定理が成立する．こちらの証明でも (P2)を利用するが，

詳細については [17]を参照されたい．

定理 4.1([17,Theorem4.1]). f: 配→ 配をび級のベクトル場とし (r~1, d > 1), cr+l 

級の関数 Vを適切な不変量であるとする．このとき，ある er級の行列値関数 S:股d→良dxd

が存在して f=S▽Vを{zEM  I▽ V(z) # O}上で満たし，かつ MtS(z)は任意の zEMに

対して歪対称である．さらに， Sは非退化な臨界点の近傍で有界になるようにできる．特に， S

がMorse関数であればSは局所有界であるようにできる．

4.2 DAE版の勾配流 (7)に対する離散勾配法

4.2.1 素朴な離散勾配法とその難点

本節では， DAE版の勾配流 (7)に対する離散勾配法を考える.2.1節で紹介した ODEにおけ

る離散勾配法を参考にすると，素朴には

z(n+l) _ z(n) _ 
△ t =S▽ v(z(n+il,z(n)) (8) 

のようにスキームを構成することが考えられる (S= S(z(n+l), z(n))はS(z)の離散化とす

る）．スキーム (8)について，もし VV(z(n+l),z(n)) E car(M)が成立し，かつ Atsが歪対

称であれば，連続版と同様に V(z(n+l))= V(z(n))が成立することを示すことができる [17,

Proposition 5.1]. しかし，これらの仮定は以下に見るように自然には満たされない：

1. VV(z(n+l), z(b)) E car(M)が成り立つとは限らない：

Vが適切であり， z,z'EMが成立している場合でさ

car(A)を満たすとは限らない．

2. Mt団の歪対称性が保証できるとは限らない：

え，その離散勾配が▽V(z, z') E 

連続版では，歪対称性は Ml:でしか保証されない．スキーム (8)では一般に z(n)EM  

が保証されず，したがって MtSが歪対称になるように離散化することも難しい．

実は，既存研究で扱われていたケースでは，上記の難点が問題の特殊性により自然に解消され

ていた [17,Examples 5.1 and 5.2]. しかし，一般論を展開するためにはこれらの難点を克服す



115

る必要がある.1節でも述べたように， 3.3節と 4.1節の内容は指数 1の仮定がなくとも成立する

が，この節で述べた難点に対する解決法が見つかっているのは指数 1の場合のみである．以下で

は指数 1のDAEに限定する．また， (7)が命題 4.1の仮定を満たすとする．

4.2.2 適切性と相性の良い離散勾配の導入

まず，上の難点 1を克服するために，適切性と相性の良い離散勾配の構成法を新たに考える．

ここで， z(n), z(n+l) E M のとき▽V(z(nl), ▽ V(z(n+l)) E car(M)が成立することに注意する

と，これらの線形結合で離散勾配を構成することができればその離散勾配は car(M)に属するこ

とが分かる．よって， [17]では，

▽ P V(z, z') = e(z, z')▽ V(z) + 0(z',z)▽ V(z') (▽ V(z) =J▽ V(z')), 
▽ V(z) (▽ V(z) =▽ V(z')) 

を導入した．ここで，係数0:股dX股d→団は以下のように定義する：

0(z, z') = 
V(z) -V(z') -〈▽V(z'), z -z'〉
〈▽V(z)―▽ V(z'),z -z'〉.

定義 2.1であげた 2つの性質を VpVが満たすことは単純な計算で確認でき，上の観察の通り，

以下の補題も成立する．

補題4.2.V: 配→股を適切な関数とする．このとき，任意のz,z'EMに対して▽pV(z,z') E 

car(M)が成立する．

しかし， 0(z,z')の分母が0になり得るためにVpVの連続性は一般には成立しない. [17]では，

Vが(i)二次関数， (ii)狭義凸関数，または (iii)Lv—平滑（▽V が Lv-Lipschitz 連続）な凸関数

の場合には連続性が担保できることを示した．さらに，上の 3つの場合に属さない sine-Gordon

方程式の場合にも工夫すると連続性を担保できることも示したが，ここでは割愛する．

注意 4.1.最近の論文 [15]において 0E [O, 1]に対して z(n+e)= 0z(n+l) + (1 -0)z(n)として

い (z(n+l),z(n))= V(z(n+l)) -V(z(n)) 
〈▽V(z(n+0)), z(n+l) -z(n)〉

▽ v(z(n+e)) 

という形の離散勾配が利用されており， 0=0や 0= 1のケースは適切性と相性が良い，つまり

これらの離散勾配に対しても補題 4.2が成立する．ただし，係数の分母が0になり得るために連

続性が破綻し得るという難点は同じである．

4.2.3 拘束条件と離散保存則を両立する離散勾配法の構築

前節で構成した離散勾配を利用するためには z(n)EMを担保する必要がある．そのために，

ここではDAE版の勾配流 (7)を以下のように変形する：

{Mi~S(,) • V(z)+言:M叫，
G(z) = 0. 

(9) 
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ここで， Ci: [0, T)→ 股は冗長な従属変数（厳密解では ci(t)= 0)であり， GやCiは2.2節
で定義したものである．この再定式化により，拘束条件 G(z)= 0が陽に現れるため，拘束

条件が成立するような離散化が容易になる．さらに， (9)の解を (z(t),c(t))とすると，ある

e: [O,T)→ null(M)が存在して

ゑ(t)= MtS(z(t))▽ V(z(t)) + e(t) 

が成立する（定理3.1の証明や3.3の性質 (P2)と同じ議論）．ここで， Mt£i= 0 (i E [d-rankM]) 

を用いた．これより，

d 

dt 
V(z) =〈▽V(z), ゑ〉＝〈▽V(z), Mt S(z)▽ V(z) + e〉=0

が成立する．ここで， Ciを用いて冗長な変数を導入することで，変形後の DAE(9)でも保存則

の証明がVの適切性と MtS(z)の歪対称性だけで完結することが重要である．

再定式化 (9)に基づいて，スキーム

{ Mzln+':; zln)~S(,(n+l), ,(nl)VP V(z<n+l), z<nl) + ,_図;M,)n+'le., 
i=l 

G(z(n+l)) = 0 
(10) 

を構成する．ここで， S(z(n+l),z(n)) = (S(z(n+l)) + S(z(n)))/2とする．定義より，このスキー
ムの解は拘束条件を満たす．さらに，以下の定理に示すように離散保存則も成立する．証明は

VpV(z(n+l),z(n)) E car(M)が成立しているため，連続版と全く同様である．

定理 4.2([17, Theorem 6.1]). z(n)を(10)の解とする (nE [N]). このとき，任意の nE [N] 

に対して V(z(n))= V(z(O))が成立する．

5 おわりに

本稿では， DAEに対する保存的数値解法に関する論文 [17]の概要を紹介しつつ，論文内では

あまり詳しく書けなかった線形や二次不変量に関する自動保存の話を詳しく紹介した．冒頭でも

述べた通り， DAEに対する保存的数値解法の研究は未だその黎明期にあるといえ， [17]や本稿

で得た結果で十分満足できるとは残念ながら言い難い．例えば，指数 2以上の場合の保存的数値

解法を構成法は未解決であるし，指数 1の場合にも離散勾配の連続性が完全には解決できていな

ぃ．しかし，本稿で紹介したような枠組はこれらの解決の際にも基礎となると思われる．
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