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局所ラングランズ対応周辺の有限体上の代数多様体
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1 動機：明示的局所ラングランズ対応に向けて

局所ラングランズ対応は局所類体論の高次元化と見なすことができる．類体論の相互写像を

明示的に書く公式を明示的相互法則という．そのため

局所ラングランズ対応を明示的に記述することは明示的相互法則の高次元化

にあたると考えてもよいであろう．これを単に明示的局所ラングランズ対応と呼ぶことにす

る．そのような高次元化を幾何学的に実現する方法の一つとして

Lubin-Tate空間（以下， LT空間と略記する）のアフィノイドを研究する方法

があると考えている 1. Lubin-Tate理論は，局所類体論を純局所的かつ明示的に記述する理

論であり， LT空間はLubin-Tate理論の高次元化を実現する幾何学的な対象である ([4]).

アフィノイドを調べる上で，以下のことは基本的である．

アフィノイドからは還元という操作を通じて，有限体上の代数多様体が定まる．

その代数多様体がスムーズになり，次元と同じ次数を持つエタール・コホモロジ一群がゼロ

でないようなものに興味を持っている．そのようなものは既約ガロワ表現と結びつくと期待さ

れるからである．局所体上の一般線形群の尖点表現は，タイプ理論を通じて，ある種の有限群

の表現2とコンパクト誘導を通じて記述される．

上のようなアフィノイドを用いると，どのようなガロワ拡大を通じてガロワ表現が作られる

か，またタイプ理論の核となる部分がどのように幾何的に実現されるかなどが具体的にわかっ

て興味深い．

タイプ理論は [2]において Bushnell-Kutzkoによって構築され，局所ラングランズ対応を明

示化する多くの試みがBushnell-He皿iartによってなされている．例えば［1]を参照されたい．

これらの研究においては，幾何は使われず代数や解析による手法が用いられる．上で述べたよ

1技術的な理由で，混標数の場合にはLT空間の代わりにLTperfectoid空間を考える必要が出てくる．
2後でも言及するが，現れる有限群の例としてはHeisenberg群と巡回群との半直積群があげられる．



205

うな幾何的な手法を用いた先行結果等については後述する．

局所類体論
明示化

明示的相互法則

商次元化i 戸高次元化

局所ラングランズ対応 明示化 明示的局所ラングランズ対応

幾何的実現「 I幾何的実現
LT空間ク 9|LT 空間のアフィノイドI~有限体上の代数多様体

2 ある種のアフィノイドの還元について

LT空間は志村多様体の‘局所版＇であり，リジッド解析的多様体である．ある種の志村多様体

はアーベル多様体と付加構造の組の同型類のモジュライであった．その局所版である LT空間

は， 1次元かつ高さがnの形式OK加群と付加構造の組の同型類の変形空間になっている．こ

のとき LT空間の次元はn-l次元になる．ここで， OKは局所体Kの整数環を表す．

スキーム論においてアフィン部分空間が基本的であるように，リジッド解析的多様体のアフィ

ノイド（部分空間）は基本的である．アフィノイドからは還元が定まる汽還元はアフィンな代

数的スキームになる．

2.1 LT曲線について

Deligne-M urnfordの定理より，局所体上の種数が1より真に大きい幾何的連結なスムーズ固

有曲線は，同型を除いてただ一つの安定モデルを持つことが知られている．その安定モデルの

還元を安定還元という．4

これを反映してリジッド解析的曲線の‘安定被覆＇の存在が導かれ，安定還元も同様に定義さ

れる ([6]を参照）．

n=2の場合，つまり 1次元のLT空間を LT曲線と呼ぶことにする．これはモジュラー曲線

の局所版である． LT曲線の安定モデルはモジュラー曲線の安定モデルと関係しており興味深

い対象である．群作用込みで安定還元を理解できると，上で述べたように明示的相互法則の 2

次元版が可能となる．

kを局所体とする． Kの剰余体の位数をqとし，qは翌塾と仮定する． K上のフルレベル構

造を持つLT曲線の安定還元の既約成分は，以下のいずれかの曲線への純非分離射を持つ ([32]).

1.射影直線

2.（呼y-xyり＝f(f E野）で定義される曲線のスムーズコンパクト化5

3.炉-y=丑で定義される 2次の Artin-Schreier曲線（以下， AS曲線と略記）のスムーズ

コンパクト化

3アフィン部分空間は環と対応していたようにアフィノイドは位相環（テイト代数）と対応している．その位相

環のpowerboundedな元のなす部分環を考える．それをpowernilpotentな元のなすイデアルでわることで有限
体上の有限生成代数が得られ付随する代数的スキームを還元と定義する．

4一般次元ではそのようなモデルの存在は知られていない．

全ての<E lFXを動かしてまとめた（呼y-x炉）q-1= 1で定義されるアフィン代数曲線のことを GL2（凡）の
Deligne-Lusztig伽線と呼ぶ



206

4.炉十y= xq+lで定義されるエルミート曲線

この文脈では，射影直線は正の種数を持つ曲線をつなぐ役割しか持たない．二つ目の曲線は

GL2(K)のレベルゼロの尖点表現と結びつく．三つ目の2次のAS曲線は2次の完全分岐拡大体

上の指標を生み出す役割を持つ．最後のエルミート曲線は2次の不分岐拡大体上の指標を生み

出す役割を持つ．エルミート曲線は，不分岐指標でパラメトライズされる GL2(K)の尖点表現

とも関係し，自己同型群が大きく有理点の個数が大きい代数曲線であることが知られている．

モジュラー曲線の文脈で上のような曲線が安定還元の既約成分に現れることは知られていた．

以下簡単に振り返る．射影直線はX。(p)の既約成分として現れる ([8])6.-=つ目の曲線の連結成

分として現れる，定義方程式呼y-xyq= lを持つ曲線はDrinfeld曲線とも呼ばれ，［7,§2.3]で
言及されているだ Drinfeld曲線の商がX。(pりの安定還元に現れることが [9]で示された凡ま

た高次元を含む形で [31]で調べられている．

[6]においてX。(pりの安定還元の既約成分として 2次のAS曲線が発見された．

[25]でXo(Pりの安定還元の既約成分としてエルミート曲線が発見された．

qが偶数のときにはLT曲線の安定還元の既約成分として次のようなものが現れることが知

られている ([13],[26], [27]). 

•超特異楕円曲線y2 _ y = x3 

•炉一y = x(q/2)+1 + xq+l + x2q+lで定義される代数曲線

•炉一y =xq+lで定義される代数曲線

3 GV曲線

3.1 フロベニウス固有値の研究

[10]においてvander Geerとvander Vlugtは以下のタイプの曲線を詳しく調べている．有限

体係数の多項式f(x)は，f(x)+ f(y) = f(x+y)を満たすとき，加法的多項式と呼ぶ．pを素数
とし，qをpのベキとする． eを非負整数とし，加法的多項式R(x)＝I::=0佑xPiE lF孔x](aeヂ0)
に対して，アフィン代数曲線

仰：炉一y= xR(x) 

を考える．有限体上のスムーズアフィン代数曲線Xのスムーズコンパクト化を天とかく．［10]

では主にp=2の場合に主眼をおいて

1．己が超特異9であることの証明

2.でRが最大曲線叫こなるための幾つかの十分条件

6二つの射影曲線が各超特異点で交差しているような安定曲線になる．

7DrinfeldはこういうものがLT曲線の安定還元に現れることを知っていた可能性が高そうだ．
8定義方程式はxy(x-y)P-l = lとなり，その代数曲線を Eとする．呼y-x炉＝ 1で定義される代数曲線を
Dとすると， D→E;(x,y)→ （xP-1, yP-1)という有限エタール射が存在する．
9そのヤコビアンが超特異楕円曲線幾つかの直積と同種であること．

10より正確に定義を述べておく． Cを種数g(C)のlFq上の幾何的連結でスムーズな射影代数曲線とする.IC（四） ＝ 
q+ 1+2g(C)汲であるとき， Cを恥上の最大曲線(maximalcurve)と呼ぶ．最大曲線は符号理論で利用される．
例えば，エルミート曲線（炉十y=xq+lで定義されるアフィン代数曲線のコンパクト化）はlFq2上最大曲線にな
ることが知られている．
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3.百，IFの自己同型群の構造

が与えられている．ここで， lFは恥の代数閉包とする．［22]においてはP,qが素数p。のべき

である場合に上の 1,2にあたることを一般化した．この場合も含めて，本稿ではでRをGV曲

線と呼ぶことにする．さらにp。ヂ 2の場合にGV曲線のフロベニウス固有値の明示公式を与え

た．それを示すために，イプシロン因子に関する Laumonの積公式を用いる証明と幾何的な直

接証明を与えた．前者では，フロベニウス固有値を指標の局所イプシロン因子と解釈して， 2

次のガウス和で表す．後者では， GV曲線の商を調ベコホモロジカルな議論をすることで，や

はりフロベニウス固有値を 2次のガウス和で表示できる．これによって，上で述べた一般化を

行なった．

上で述べたフロベニウス固有値に関する明示公式を用いて， GV曲線が最大曲線になるため

の必要十分条件をより詳しく調べることで，幾つかの新しい最大曲線を与える研究を行なった

([20]).標数2の場合に， GV曲線のフロベニウス固有値を計算する方法を，伊藤哲史氏，竹内

大智氏と共同研究中である．

また， CRの高次元化が [21]で研究されている．

3.2 幾つかの予想

以下，もう少し一般的な状況を考える．

定義 3.1.P, qを素数p。のベキとする． rを正の整数とする． R(x)= ~;=D a;xP; E lFq[x] (ae =J 0) 
として，凡上の代数曲線

CR,r:炉ーy= xR(x) 

を考える．代数曲線でR,rもGV曲線と呼ぶことにする．

百，rも超特異であることが示せる ([20]).
§2のLT曲線の安定還元の既約成分として現れるような正の種数を持つ既知の代数曲線は，

全て GV曲線になる．

そこで標数2の場合に，次のように予想してみてはどうだろうか．

予想 3.2.標数2のフルレベル構造付きのLT曲線の安定還元の任意の既約成分Cからある GV

曲線に純非分離射が存在する．

注 3.3.知られている例ではr= 1のときしか現れておらず，上の予想はr= 1で成り立つか
もしれないが，高次元で上のような一般的なGV曲線を調べておくことは意味があると考えて

いる．

注 3.4.上の予想はかなり粗っぽいので，コホモロジーにどのようにガロワ表現が実現するか

を含めたより精密な予想が望まれる．

e 2: 1と仮定し，

eR := gcd{i 2: 1 I a;ヂO}

とおく． LT曲線の話と直接関係はないと思うが，［20]におけるでR,rの最大性についての予想

を述べておく．
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予想 3.5.(/20}} fを自然数として，でR,rがlF炉f上最大曲線になるとする．このとき， rは

gcd(eR, f)の約数になる．

R(x)が単項式の場合と e=fのときに関しては，［20]で確かめられている．

明示的局所ラングランズ対応を導くためには，還元に現れる多様体のフロベニウス固有値を

詳しく調べておく必要がある ([13]).上の予想の観点から GV曲線のフロベニウス固有値を調

べることが重要であると考えた．

3.3 GV曲線を用いた原始的な表現の構成

以下，有限体K上の代数多様体Xに対して，［へのXの底変換X石のi次のコンパクト台を

持つエタールコホモロジ一群 H~(Xぃ豆）を H比 (X) と略記する．ただし，［は K の代数閉包と
し，fはKの標数と異なる素数とする．

[30]において， GV曲線を用いて高次元のガロワ表現を構成する研究を行った．以下pは素

数とする．fヂpなる素数を固定する．有限アーベル群Aの指標群Homz(A,QいをAVと表す．

加法的多項式R(x)= I::=o叫炉 ElF孔x](aeヂ0)と非自明な指標心 E野＼｛1}をとる．心アイ
ソティピック部分H;(C叫位］は忙次元になり， Heisenberg群とアーベル群の半直積群QRの表

現とみなすことができる．QRの定義を述べるために， R(x)から恥係数の多項式を二つ導入

する．

恥 (x):= R(x阿＋L(aix)ザ―'ElF孔x],
9=0 

応y)：＝一〗（正，xPi炉＋ （xR(y))P') E lF孔x,y]
i=O ¥ j=O 

f凩X,y)P -fR(X, y) =—豆恥(y)+ xR(y) + yR(x)が成り立つ．以下，恥の代数閉包をlFと略
記する．怜：＝｛xE lF I ER(x) = 0}とおく．多項式ER(x)は，p2e次の分離的多項式であって，

ER(x) + ER(Y) = ER(x + y), ER(ax) = aER(x) (a E恥）

を満たすから，粒は恥上の2e次元のベクトル空間になる．さらにdR:= gcd{pi + 1 I ai =JO}, 
μdn := { X E lF I xdn = 1}と定める．

伽：＝ ｛（a, b, c) E lF3 I a E μdn, b E Vj凡び一c= bR(b)} 

とおいて，群の演算を

(a, b, c) ・ (a', b', c') = (aa', b + aa', c + c'+ fR(b, ab')) 

とする． HR:={(a,b,c) E QR I a= l}という部分群を考えると，その中心Z(H叫が{(0,0, c) E 

QR ICE恥｝となる．商H紅Z（応） ＝怜は，有限アーベル群である．故にHRはHeisenberg

群11であって，QRはμdRとHRの半直積群になっている．さらにCRにQRは次の自己同型射

で作用する．

(x,y) • (a,b,c) = (a―1(x + b), y + fR(x, b) + c). 

11有限群GがHeisenberg群であるとは，中心Z(G)による商G/Z(G)がアーベル群であること．
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Zは伽に 1が(a,b,c)→（研―1妍―1,cq-1)で作用する． Z31をH;(C叫にq乗のフロベニウス

準同型として作用するものとする．以上より， H;(CR) はQR~ Zの表現とみなせる．

kを局所体とし，衣をKの代数閉包とする． WKをKのWeil群とする．技術的な理由から，

Kが混標数の場合には絶対分岐指数が十分大きいと仮定する．表現の導手をコントロールする

自然数mを準備する．部分群

QR,m := {(a,b,c) I a E μdR,m} C QR 

を考える．ただし， dR,m:= dR/gcd{dR,m}とする．このとき [30]においてQR,m~ Zをその
Weil群に持つようなKのガロワ拡大体LR,mを構成した． Kが等標数のときは次で与えられる

体拡大である． Kの素元勾を一つとる． a,(3,'YEKを

心＝勾， 恥((3)=0―m, 呼ー"(=(3R((3)

なる元として， LR,m:= Kur(am,(3,1)とおく．ただし KurはKの最大不分岐拡大とする．群の

全射準同型写像

印，m:WK→W(LR,m/K)

が定義できる．以下構成する対象は素元丁の取り方によるが，簡単のため添字に勾は略する．

これにより合成

PR池m:WK竺二 W(LR,m/K)':::'QR,m~ Z→Aut(HJ(C叫［心］）

がザ次元の既約スムーズ表現を定める．そのSwan導手の指数はm（ザ＋1)／心となる． WKの

既約スムーズ表現が原始的であるとは，いかなる部分群の表現の誘導とも同型でないものを怠

味する．［30,Theorem 1.1]においては，pヂ 2のとき， PR，如，mが原始的となる必要十分条件を

CRの幾何的な条件で書いた．実際これにより，原始的な表現を得ることができる．その例を

あげよう．加法的多項式f(x)= L;=O佑xP;E lF札x]に対して，多項式L;=Oaぷ ElF叶x]が既
約になるとき，原始的ということにする． E瓜x)が原始的になるとき， PR池m しま原始的である．
均 (x)はreciprocalな多項式であり，既約な reciprocal多項式の個数は[5,Theorems 2 and 3] 
において計算されている．

上述のガロワ表現の構成は，［15]でR(x)= xザという単項式の場合に着想をえた．

一般に，局所ラングランズ対応により以下は全単射になることが知られている．

{GLn(K)の尖点表現の同型類｝己以 {WKのn次元既約スムーズ表現の同型類｝．

以下の問は自然に起きる疑問であるが未解決であり，今後の課題である．

問題 3.6.局所ラングランズ対応によってPR，叩，mと対応する GLpe(K)の尖点表現を記述せよ．

3.4 背景と予想

この節では高次元のLT空間を考えたい．この文脈での既知の結果の多くは， LT空間でなく

LT perfectoid空間（以下， LTp空間と略記する）で考えている．この設定では，perfectoidア

フィノイドのある良い整モデルの還元を考える．それを簡単のため，「LTp空間のアフィノイド

のある還元」という言い方をする．正確には，還元の方は，ある有限体上の代数多様体の完全

化(perfection)になるが，簡単のため完全化という文言は略する．
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nを2以上の整数とする．［15]の場合にn次元のLTp空間のアフィノイドのある還元として

次のような代数多様体が現れる．ある整数m2: 1が存在して

戸—y＝叶e+l+（変数x足．．， Xnに関する 2次形式）． (3.1) 

曲線‘yPm- y = Xザ＋1,の部分へのガロワ作用を調べるとガロワ群が上で説明したR(x)= x炉
の場合のQRxzになっている現象を見つけた．この場合はSwan導手1の原始的ガロワ表現が

現れており，これに対する局所ラングランズ対応の明示的描写は [15]で与えられている．これ

と類似の現象は [3],[14], [24], [31]にある．以下，有限次分離拡大L/KとWLのスムーズ表現

pの WKへのスムーズ誘導を IndL/Kpと表す．

• Kn/Kを不分岐n次拡大とすると，［3］ではInd応／KXという形の既約n次元ガロワ表現
を実現するアフィノイドを考察している．ただし， xはW応のスムーズ指標である．レ
ベル0の場合は [31]で扱われており，［3]はその一般化になっている．

• [24]では， L/Kが完全分岐n次拡大でKの剰余標数がnを割らないとき， IndL/KXとい
う形の既約ガロワ表現を実現するアフィノイドを考察している．ただし， xはWLのス
ムーズ指標である．これは［14]の一般化になっている．

これらの場合では還元の方程式は，いずれもある正の整数mとn変数の多項式f(x1,..., Xn)が

存在して，

yPm -y = f (x1,..., Xn) (3.2) 

となっている．［3］の還元の定義方程式は行列式を用いて書いており，上の形になることがすぐ

わからないため以下に定義式を書いておこう．［3,(3.4.2)]によれば

n 

yqn+l _ y =ど（b：n++い-bn+l-i)bf (3.3) 
i=l 

となる四知られている例はそう多くないため，一般の場合を類推することは難しいが試みに予

想を立ててみよう．ただしレベルゼロの場合[31]は例外的なことが多いため予想から除外する．

予想 3.7.中間コホモロジーが消えずレベルが1以上の尖点表現と結びつくようなフルレベル

構造付きのn次元LT空間のアフィノイドの還元の定義方程式は，ある正の整数mが存在して

y炉＿y=L肛 (x凸） (3.4) 
l:,;i,j:,;n 

と書ける．ここで 1:::; i,j :=:; nをみたす組(i,j)に対して，二変数多項式凡，j(Xi,Xj)は Xiの加

法的多項式と x]の加法的多項式の積の形をしている．

注 3.8. • GV曲線の右辺に出てきた項xR(x)は加法的多項式xとR(x)の積である．

•任意の 2 次形式こい'.oi'.onai,jXiX]は加法的多項式凡，j(Xi,Xj) = (ai,jふ）xXj, Rj,i(xi,も） ＝ 
0とすれば上の予想の形になっている．

• (3.3)の定義方程式の右辺を考える．例えば，i:=:;n+l-iのとき Ri,n+l-i(bi,bn+l-i) = 
(bCLi -bn+l-i)bfとし， n+l-i<iのとき，凡，n十1-i(bi,bn+l-i) = (b!".;/_i -bn+1-;)bり
とし，他のRi,Jしま0と定めれば確かに (3.4)の形になる．

12還元をn次元にするためnをn+lで取り変え， bn+lをyと書いた．
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• R(x) = ~~=o 佑xP', S(x) =ど仁。bJ討として代数曲線yP-y= R(x)S(x)を考える．yを
適当に変数変換すると，ある加法的多項式T(x)が存在してzP-z= xT(x)で定義される．

[24]で発見されているアフィノイドのある還元の方程式が上の形になることを見ておこう．

補題 3.9./23, Pmposition 3.1]のアフィン代数多様体尻の定義方程式は，（3.4)の形にかける．

証明記号は，［23,Proposition 3.1]に従う． vが奇数のときには，研ー z= (2次形式）と書

けるので明らかである． vが偶数で， 0< V < nのときを考えよう． Pv(Y1,・ ・ ・, Yn)のYnを
-y1 -• • • -Yn-1 で置き換えて，整理する． l~ i~j ~n なる(i,j)が現れる項は

少(y,)!?JJ(yj), !?JJ(y;)yJ,ク(Yi)Y'f, y'f !?JJ(yj), Yjク(Yi)

達の幾つかの和となる．ここで，少（x) ＝呼— x とする．まずi = jの場合には上の和を
!?JJ(y;) X f (y;)の形に書くとf(y;)はやはり加法的多項式になる．i=J jとする．例えば，ク(y;)
がかかっている項をまとめた多項式をRぃ(y以/j)とし，!?JJ(yj)がかかっている多項式をRj,i(Yi,Yi) 

とする（!?JJ(y;)!?JJ(yj)はどちらに入れてもよい）． n< v < 2nのときも同様なので省略する． ロ

4 有限体上のWeil表現と関係する代数多様体

現在知られている還元にはHeisenberg群が作用していることが多い． GLn(K)の尖点表現を

記述する理論としてタイプ理論というものがある．タイプ理論ではHeisenberg群が碁本的な

役割を果たす．そのため，還元として， Heisenberg群が作用するものが現れると考えられる．

Stone-Von Neumannの定理によれば， Heisenberg群は中心への制限が非自明な指標を含む場

合に，その指標ごとにただ一つの既約表現が定まる． Heisenberg群の自己同型群のある種の部

分群との半直積群にその表現が延長されるかということを考える．

4.1 Gerardinのユニタリー群に対するWeil表現([11])

lFq,+ := {x E lF I xq + x = 0}とおく．

Hn := {(a,b) E lF嘉xlF q2 I bq + b = at. a} 

を考える．ここで， aは縦ベクトルとみなし，taはaの転置とする． a門まaの各成分をq乗し

たベクトルを表し， a↑：＝tがと表す．比の演算を

(a, b) • (a', b') =(a+ a', b + b'+at• a') 

と定めて群とみなす． Hnの中心Z(Hりは{(O,b)lbElFq，十｝与lF'q,+;(O,b)→ bと同一視され，
Hn/ Z(Hn) c:::'. lF;2となるので， HnはHeisenberg群である．

g = (gi,J) E GLn(lFq2)に対してが：＝ （g3,i)として，

Un（祈）：＝ ｛g E GLn(lF'q2) I ggt = gtg = En} 

とおく．これは有限ユニタリー群と呼ばれる． Un(#)がHnに

g: (a, b) c-+ (ga, b) 

という自己同型で作用する．その半直積を HUn(qりと略記する．
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補題 4.1.(Stone-Von Neumannの定理）心 ElFふ＼ ｛1}をとる．比の既約表現pゅ，nで中心
Z(Hn) ~凡，＋に制限すると心を含むものが同型を除いてただ一つ存在する．さらに<lim pゅ，n = qn 
である．

以下の定理は［11]で示されている．

定理 4.2.(/11, Theorems 3.3 and 4.9.2}) 

(1)比の表現pゅ，nしまHVn(qり表現9ゅ，nに延長される．

(2)'ii,ゅ，nのUn伺）表現としての指標は

Un（祈）うg→(-lt(-q)N(g) 

で与えられる． ここで， N(g):= dimJFq2 Ker(g -idJF;2 : lF侶→lF店）とする．

9ゆ，nlu忍）をい(qりのWeil表現と呼ぶ

4.2 Weil表現の幾何的な構成

前節に現れた代数多様体（3.4)の特別な場合として

ふ：炉十y =x汀＋・・・十 X~+l (4.1) 

を考えてみる．話の都合上左辺はが＋yに置き換えた．この代数多様体は前節に出てきたエル

ミート曲線の自然な一般化とみなせる． X = t(x1... Xn)とすると (4.1)は炉十y= tXq • X と書

けるため， X f---t g―lXによってXnは比（が）の作用を持つ．

比はふに

(x,y) • (a,b) = (x+a,y+b+at •x) 

により作用する．心 ElFぶ＼｛1}をとる． Hnの中心を恥，＋と同一視する． H：：(Xn)のゅアイ
ソティピック部分を H：：（ふ）［ゆ］と表す． H塁（ふ）［ゆ］は，自然にHUn(qりの表現とみなせる．

定理 4.3.(/17, Theorem 2.5})任意の心 ElFふ＼ ｛1}に対して， Hい（qり表現としての同型

的（ふ）［心］ゴ恥が成り立つ．

証明 dimH：：（ふ）［心］ ＝げが容易にわかるので，的（ふ）［ゆ］はりゅ，nの指標ひねりになることが

わかる．あとはUn(qりのトーラスの元のコホモロジー上でのトレースが比較的容易に計算でき

て，指標ひねりの部分が自明になることが示せる． ロ

定理4.2と定理4.3によれば，任意のgE Un(#)に対して

Tr(g; II,汽ふ）［心］） ＝ （ー1)n(-q)N(9)

がわかる．この指標公式は，幾何的に直接証明することもできる．実際， Xnがq+l次のFermat

超曲面の開集合であることに着目して，［12]で示されている跡公式を適用することで示せる．こ

の証明の詳細については [28]を見られたい．上の定理を用いてUn(q)のWeil表現に対して新
谷リフトを構成できる ([18]).またmod£Weil表現を調べるときにも使える ([19]).
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この結果の次のような一般化も得られる．qを素数pのべきとする． R(x)=ど:=0 佑Xず€

lF孔叫 (aeヂ0)をとり，任意の偶数iについて佑＝ 0と仮定する．

n e 

XR,n: Yq -y =どx;R(x;)＝ど砧研．工
i=l i=O 

という代数多様体を考える．仮定より Un(#)がXR,nに作用する．心 ElF: ¥ {1}に対して

的 (XR,n）［心］はUnぽ）のWeil表現のe次テンソル積と同型になることが示せる ([29]).Un(qり

表現H：：（心，n)［ゆ］の同型類はR(x)の次数にしかよらない．
明示的局所ラングランズ対応を得ようと思うと，［3],[14], [15], [24]のように，（3.4)のような

代数多様体の有限位数の自己同型射のコホモロジー上のトレースを計算する必要がある．その

ときに幾何的な方法でトレースを計算するのは困難なことが多いため，上のモデルケースのよ

うにWeil表現と結び付けて表現のトレース公式を適用するのは有用なアイデアではないかと

思う．
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