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1 はじめに

可積分方程式の研究で、無矛盾条件の計算は重要な役割を果たす。初期値問題を解こうとする際には、Lax
pair の無矛盾条件が必要であるし、 B\"acklund 変換方程式の無矛盾条件は、Biklund 変換が元の方程式の
解を同じ方程式の別の解に移す事を保証している。元の可積分方程式は、 この無矛盾条件から得る事が出

来る。

一方、 ここ十数年の研究で、セルオートマトンの中にも厳密な $\mathrm{N}$ ソリトン解を持つモデルがある事が発見
された。 $[4],[3]$ これらのセルオートマトンモデルの殆んどは、差分可積分方程式の特別な極限 (超離散極限)
を取る事で得る事ができるので、超差分可積分方程式、又は、 ソリトンセルオートマトンモデルなどと呼ば

れている。 たいていの場合、 これらの極限操作でかけ算は足し算に置き換えられ、足し算は ${\rm Max}$演算に置

き換えられる。 このような対応関係があるにも係わらず、差分方程式と対応するセルオートマトンモデルで
全ての計算を同様に行える訳ではなく、超離散極限を取る事で難しくなる点もある。例えば、 $x+a=y+a$
という方程式から $a$ を消去する事は簡単だが、
${\rm Max}(x, a)={\rm Max}(y, a)$

という方程式から $a$ を消去する事は不可能である。 ソリトンセルオートマトンモデルでは、 この様な難し
さが災いして、 Lax pair や 2個の線形方程式からなる B\"acklund変換方程式の無矛盾条件を計算する事が出

来ない。

この研究では、超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$方程式と超離散 BKP方程式の場合を例に取り、差分方程式の段階で B肋 und
変換方程式に工夫をすることにより、 ソリトンセルオートマトンモデルの無矛盾条件を計算する。

2B\"acklund変換方程式の行列表示

はじめに、 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式を与えることから始める。離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式は以下の様な 3 次元の差分方程式
である。

$z_{\mathrm{p}}z_{qr}f_{\mathrm{p}}f_{qr}-z_{q}z_{\mathrm{p}r}f_{q}f_{r}+z_{r}z_{\mathrm{p}q}f_{r}f_{\mathrm{p}q}=0$ (1)

ここで、 $Z:,$ $(i=p, q, r)$ は任意の複素定数で、 $z_{j}.\cdot=$ ( $Z$: 一 $z_{j}$ ) である。 $f$ は 3 個の差分的な変数 $(p, q, r)$ に

よる従属変数で、 $f$ の下にある添字は、対応する変数を 1 つ増やす、 という記号である。

$f_{\mathrm{p}}=f(p+1, q,r)$ (2)

$f_{qr}=f(p,q+1,r+1)$ (3)

この方程式は、簡潔な形をしているにも係わらず、物理や数学に現れる多くの可積分方程式を、特別な場合
として含んでいる重要な方程式である。 $[5],[6]$

離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の Biklund 変換方程式は、 以下のような方程式である。

$z_{r}f_{r}g_{q}+z_{\mathrm{p}}f_{\mathrm{p}}g_{r}+z_{qr}f_{qr}g=0$

$z_{r}f_{r}g_{\mathrm{p}}+z_{\mathrm{p}}f_{\mathrm{p}}g_{r}+z_{\mathrm{p}r}f_{pr}g=0$ (4)
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この方程式は、 $f$ が離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の解である時に、 $g$ について解く事が可能で、得られた $g$ も又、 離散 KP
方程式の解になる。従って、既に分かつている離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の解をこの方程式の $f$ に代入する事により、

別の離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の解を得る事が出来る。 しかしながら、 この方程式を直接超離散化して、 無矛盾条件を

計算しようとしても、先に述べた難しさに直面して、 うまく超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式を導出することができない。

ここでは、 $f$ と $g$ が離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$方程式を満たしている事を仮定し、 (4) 式から、 補助的な線形方程式が得ら
れないかを考えてみる。 [1] まず Backlund 変換方程式 (4) の両方の式に添字なしの $g$ が現れている事に着

目し、 これらの式を以下のように書き換える。

$f_{qr}= \frac{z_{r}f_{r}g_{q}+z_{q}f_{q}g_{r}}{z_{qr}g}$

$f_{\mathrm{p}r}= \frac{-z_{r}f_{r}g_{\mathrm{p}}+z_{\mathrm{p}}f_{\mathrm{p}}g_{r}}{z_{\mathrm{p}r}g}$ (5)

この式の左辺の $f_{qr^{\text{、}}}f_{\mathrm{p}r}$ を離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式 (1) $\}$こ代入すると、 1 つめの補助的な双線形方程式が得られる。

$z_{\mathrm{p}}f_{\mathrm{p}}g_{q}+z_{q}f_{q}g_{\mathrm{p}}-z_{pq}f_{\mathrm{p}q}=0$ (6)

同様に B\"acklund変換方程式 (4) の両式に、 $g$, が現れる事に着目して、 (4) 式の $f_{q},$ $f_{\mathrm{p}}$ を離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

に代入する事で、 2 番目の補助方程式が得られる。

$z_{\mathrm{p}q}f_{pq}g_{r}+z_{qr}f_{qr}g_{\mathrm{p}}-z_{\mathrm{p}r}f_{\mathrm{p}r}g_{q}=0$ (7)

Biklund 変換方程式 (4) に現れる、 4 個の $g(g_{\mathrm{p}},g_{q},g_{r},g)$ の満たす双線形方程式はこれで全てである。

これら 4個の双線形方程式を一つにまとめると、以下のように行列 $\cross$ベクトル $=0$ と表せる、Biklund 変
換方程式を得る事が出来る。

$\{$

0 $-z_{r}f_{r}$ $z_{q}f_{q}$ $z_{rq}f_{rq}$

$z_{r}f_{r}$ 0 $-z_{p}f_{p}$ $z_{pr}f_{pr}$

$-z_{q}f_{q}$ $z_{\mathrm{p}}f_{p}$ 0 $z_{qp}f_{pq}$

$z_{qt}f_{qr}$ $z_{\mathrm{r}p}f_{pr}$ $z_{pq}f_{pq}$ 0

$\{$

$g_{p}$

$g_{q}$

$g_{r}$

$g$

$=0$ (8)

これらの方程式が 0 でない解を持つためには、 この行列の行列式が 0 でなければならない。今の場合、 こ

の行列は反対称行列になっているので、反対称行列の行列式が Phffian の 2 乗になる事を使って、以下の
無矛盾条件が得られる。

$(z_{1}z_{23}f_{\mathrm{p}}f_{qr}-z_{2}z_{13}f_{q}f_{r}+z_{3}z_{12}f_{r}f_{pq})^{2}=0$ (9)

これは離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の 2 乗である。
この無矛盾条件は、元の Biklund 変換方程式の無矛盾条件と異なる為、 ${\rm Max}$演算子の難しさを回避出

来る可能性がある。次の章では、 これらの超離散化した Biklund 変換方程式を考えるのに先だって、 ${\rm Max}$

Plus方程式での” 線形方程式” が解ける為の条件を考える。

3 ${\rm Max}$ Plus方程式での可解条件
${\rm Max}$ Plus 方程式で無矛盾条件を考える際、大小関係に場合分けする事で Mu演算子を消去する事も出

来る。 しかしながら、そうする事は個別の考察を必要とし、複雑である。 ここではそうする代わりに、 ${\rm Max}$

演算子に対して” 線形” な方程式から変数を消去する一般的な方法を考えてみる。

214



3.1 2 元線形方程式の例

一般的な線形方程式を扱う前に、 次のような 2 つの例を考えてみたい。
・例 1

最初の例は、 次のような連立方程式である。

$\tilde{a}+x={\rm Max}(a+x, b+y)$

$\tilde{c}+x={\rm Max}(c+x, d+y)$ (10)

ここで、 $a,$ $b,$ $c,$ $d,\overline{a}$ ,�は定数係数で、 $x,$ $y$ はこの方程式の変数である。 この場合、 次のような自明な恒等式

を考える事で、全ての変数を消去する事が出来る。

${\rm Max}({\rm Max}(a+x, b+y)+d,$ $c+b+x)={\rm Max}(a+d+x, {\rm Max}(c+x,d+y)+b)$ (11)

実際、 左辺の内側の ${\rm Max}$ 演算子の所に (10) の第 1 式を、 右辺に (10) の第 2 式を代入すると、次の関係を
得る。

${\rm Max}(\tilde{a}+d, c+b)={\rm Max}(a+d,\tilde{c}+b)$ (12)

(10) 式を満たす $x,$ $y$ があるならば、 $a,$ $b,$ $c,$ $d,\tilde{a}$ , �は、 この関係式を満たさなければならない。 したがってこ
の場合、 ${\rm Max}$ 演算子を大小関係に場合分けせずに消去する事が出来た。
・例 2

2 番目の例は、次の連立方程式である。

$\tilde{a}+x={\rm Max}(a+x,b+y)$

$\tilde{d}+y={\rm Max}(c+x,d+y)$ (13)

この場合、 2 つの式を足し合わせ、 さらにそれぞれの式を一回ずつ使う事で、 次の式を得る。

$\tilde{a}+\tilde{d}+x+y$

$={\rm Max}(a+c+2x,a+d+x+y,b+c+x+y,b+d+2y)$

$={\rm Max}(a+\tilde{d}+x+y,\tilde{a}+d+x+y, b+c+x+y)$ (14)

一番左側の式と、一番右側の式から $x+y$ をひくと、 全ての変数を消去する事が出来て、次の式を得る。

${\rm Max}(\tilde{a}+d,a+\tilde{d}, b+c)=\tilde{a}+\tilde{d}$ (15)

従ってこの場合にも、大小関係で場合分けする事無く、全ての変数を消去する事が出来た。

3.2 一般的な 2 元線形方程式

最も一般的な 2 つの方程式からなる連立線形方程式は、次のものである。

Mm(a\tilde +x, $\tilde{b}+y$) $={\rm Max}(a+x,b+y)$

${\rm Max}(\tilde{c}+x,\tilde{d}+y)={\rm Max}(c+x,d+y)$ (16)

この場合、場合分けをせずに全ての変数を消去する方法を見付ける事は出来なかったが、前の 2 つの例での
結果を使う事が出来る。例えば (16) の 1 つめの式の左辺で、 $\tilde{a}+x>\tilde{b}+y_{\text{、}}2$ つめの式で、 $\tilde{c}+x>\tilde{d}+y$

を仮定すると、 左辺の ${\rm Max}$ は計算できて、 (16) 式は以下のようになる。

$\tilde{a}+x={\rm Max}(a+x,b+y)$

$\tilde{C}+x={\rm Max}(c+x, d+y)$ (17)
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これは、 最初の例その物なので、その結果を利用する事が出来て、関係式

${\rm Max}(\tilde{a}+d, c+b)={\rm Max}$ ($a+d$, �十 $b$) (18)

が得られる。それ以外の場合にも同じような議論を適用する事ができて、 次のような結果が得られた。

$\tilde{a}+x>\tilde{b}+y$ and �十 $x>\tilde{d}+y$ $\Rightarrow$ ${\rm Max}(\tilde{a}+d, c+b)={\rm Max}$ ($a+d$, �十 $b$)
$\tilde{a}+x<\overline{b}+y$ and $\tilde{c}+x<\overline{d}+y$ $\Rightarrow$ ${\rm Max}(\tilde{b}+c,d+a)={\rm Max}(b+c,\tilde{d}+a)$

$\tilde{a}+x>\tilde{b}+y$ and $\tilde{c}+x<\tilde{d}+y$ $\Rightarrow$ $\tilde{a}+\tilde{d}={\rm Max}(\tilde{a}+d, a+\tilde{d}, b+c)$

$\tilde{a}+x<\tilde{b}+y$ and $\tilde{c}+x>\tilde{d}+y$ $\Rightarrow$ $\tilde{b}+\tilde{c}={\rm Max}(\tilde{b}+c,b+\tilde{a},a+d)$ ,

(19)

これらの結果を同時に満たす関係式を探すと、 次の式が得られる。

${\rm Max}(a+d,\tilde{a}+\tilde{d},\tilde{c}+d,d+\tilde{c})={\rm Max}$( $\tilde{a}+d,$ $a+\tilde{d},$ $c+d$, �十 $\tilde{d}$) (20)

これが、 一般的な 2 元線形方程式が解を持っている時に、係数が満たすべき関係式である。

3.3 一般的な $\mathrm{N}$ 元線形方程式の場合

このようにして、 (16) 式から変数を消去する事で、 2 元線形方程式が解ける為の条件が見付かった訳で
あるが、 同じ方程式を使って、 $\mathrm{N}$個の線形方程式から $\mathrm{N}$個の変数を消去できる事を示す事が出来る。実際、

(16) 式の全体から $y$ を引き、 $z=x-y$ と置くと、次の式が得られる。

${\rm Max}(\tilde{a}+z,\tilde{b})={\rm Max}(a+z, b)$

${\rm Max}(\tilde{c}+z,\tilde{d})={\rm Max}(c+z,d)$ (21)

この式から、 $z$ を消去する事は (16) 式から $x,$ $y$ を消去する事と同じなので、そうする事で得られる関係式

は (20) 式である。 一方で、 $a,$ $b,$ $c,$
$d,\tilde{a},\tilde{b},\tilde{c},\tilde{d}$は任意だったので、 $\mathrm{N}$個の変数を含む 2 個の線形方程式から、

一個の変数を消去する事が可能である。 これを繰り返していくと、 最終的に 2 元の線形方程式が得られる
が、 これから全ての変数を消去できる事は、すでに示した。 この様にして、 結局 $\mathrm{N}$ 元の線形方程式から全

ての変数を消去出来る事が分かった。

4 超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の Bicklund変換方程式
離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式は以下のような方程式であった。

$z_{\mathrm{p}}z_{qr}f_{\mathrm{p}}f_{qr}+z_{r}z_{\mathrm{p}q}f_{r}f_{\mathrm{p}q}=z_{q}z_{\mathrm{p}r}f_{q}f_{\mathrm{p}r}$ (22)

もとの離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式では $f$ は複素数値関数であったが、 ここでは超離散極限を取るために $f$ は 0 よりも
大きい実数値関数であると仮定する。更に、 $z_{\mathrm{p}}\leq z_{q}\leq z_{r}$ も仮定する。 このように仮定しても、 一般性を

失う事はない。 このとき、 (22) 式は右辺、左辺共に正になることに注意して欲しい。
従属変数変換、

$f=exp( \frac{F}{\epsilon}),$ $z:=exp( \frac{Z_{\dot{l}}}{\epsilon}),$ $z_{1j}.=exp( \frac{Z_{1j}}{\epsilon}.)$ (23)
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を施し、 $\log\epsilon$ を掛けた上で、 $\epsilonarrow+0$ 極限を取ると、 (22) 式から、 超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

$Z_{q}+Z_{\mathrm{p}r}+F_{q}+F_{\mathrm{p}r}={\rm Max}(Z_{\mathrm{p}}+Z_{qr}+F_{\mathrm{p}}+F_{qr}, Z_{r}+Z_{\mathrm{p}q}+F_{r}+F_{\mathrm{p}q})$ (24)

を得る事ができる。 [3]
同様に、 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の Bicklund 変換方程式で、従属変数変換 (23) と

$g= \exp(\frac{G}{\epsilon})$ , (25)

を施し、 $\epsilonarrow+0$極限を取ると、超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の Biklund 変換方程式、

$Z_{q}+F_{q}+G_{r}={\rm Max}[Z_{r}+F_{r}+G_{q}, Z_{qr}+F_{qr}+G]$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}+F_{\mathrm{p}}+G_{r}={\rm Max}$ [$Z_{r}+F_{r}+G_{\mathrm{p}}$ , z一十 $F,$ $+G$]

$\ovalbox{\tt\small REJECT}+F_{\mathrm{p}}+G_{q}={\rm Max}[Z_{q}+F_{q}+G_{\mathrm{p}}, Z_{\mathrm{p}q}+F_{\mathrm{p}q}+G]$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{r}+F_{\mathrm{p}r}+G_{q}={\rm Max}[Z_{qr}+F_{qr}+G_{\mathrm{p}}, Z_{\mathrm{p}q}+F_{\mathrm{p}q}+G_{r}]$ (26)

を得る。 この式の無矛盾条件が、実際に超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式を導く事を示したい。
まず、 (26) 式で、 $G_{q},$ $G_{r}$ は第 1 式と第 4 式を使う事で消去できる事に注意したい。第 1 式、 第 4式を残

りの 2 式に代入すると、次の連立方程式を得る。

${\rm Max}(Z_{qr}+Z_{r}+F_{qr}+F_{r}+G_{\mathrm{p}}, Z_{q}+Z_{qr}+F_{q}+F_{qr}+G)$

$={\rm Max}(Z_{r}+Z_{q}+F_{r}+F_{q}+G_{\mathrm{p}}$,
${\rm Max}(Z_{r}+Z_{\mathrm{p}q}+F_{r}+F_{\mathrm{p}q}, Z_{qr}+Z_{\mathrm{p}}+F_{qr}+F_{\mathrm{p}})+G))$

${\rm Max}(Z_{\mathrm{p}r}+Z_{q}+F_{\mathrm{p}r}+F_{q}+G_{\mathrm{p}}, Z_{\mathrm{p}r}+Z_{\mathrm{p}q}+F_{\mathrm{p}r}+F_{\mathrm{p}q}+G)$

$={\rm Max}({\rm Max}(Z_{qr}+Z_{\mathrm{p}}+F_{qr}+F_{\mathrm{p}}, Z_{\mathrm{p}q}+Z_{r}+F_{\mathrm{p}q}+F_{r})+G_{\mathrm{p}},$ $Z_{\mathrm{p}q}+Z_{pr}+F_{\mathrm{p}q}+F_{\mathrm{p}r}+G)$

(27)

これは 2 つの変数 $G,$ $G_{\mathrm{p}}$ を含む 2個の線形方程式であるので、 前章の結果をそのまま活用する事ができる。
全ての変数を消去した上で式をまとめた結果、 この場合には、 Pfaffian の 2 乗のかわりに超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$方程式
の絶対値、

$||Z_{q}+Z_{\mathrm{p}r}+F_{q}+F_{\mathrm{p}r}-{\rm Max}(Z_{\mathrm{p}}+Z_{qr}+F_{\mathrm{p}}+F_{qr}, Z_{r}+Z_{\mathrm{p}q}+F_{r}+F_{\mathrm{p}q}||=0$ (28)

が得られる事が分かった。

5 超離散 BKP方程式の場合
超離散離散 BKP 方程式の場合にも、 同様の方法を適用する事が出来る。
離散 BKP 方程式は、 以下のような 3 次元の差分方程式である。 [7]

$a_{\mathrm{p}q}b_{qr}a_{r\mathrm{p}}f_{\mathrm{p}}f_{qr}+b_{\mathrm{p}q}a_{qr}a_{r\mathrm{p}}f_{r}f_{\mathrm{p}q}+=a_{\mathrm{p}q}a_{qr}b_{\mathrm{p}r}f_{q}f_{\mathrm{p}r}+b_{\mathrm{p}q}b_{qr}b_{\mathrm{p}r}fj_{\mathrm{p}qr}$ (29)

(30)

ここで、 $a\text{り}=1,$ $b_{\dot{l}j}=(Z:-z_{j})$ で、 $z$: は離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の場合と同様、任意の複素定数である。一般の場
合 $f$ 12複素数値を取る従属変数であるが、 ここでは超離散極限を取るために $f$ は正の実数値を取ると仮定
する。 $z_{\mathrm{p}}>z_{q}>z_{r}$ を仮定すると、右辺、 左辺共に正である。以後、計算を簡単にするために、係数 $a_{-j},$ $b_{j}.\cdot$

を全て 1 にする。
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ BKP $7j\mathrm{E}\mathrm{B}\sigma$) $\acute{f}\overline{\mathrm{T}}ffl\mathrm{J}\mathrm{g}_{\overline{\mathrm{T}/\backslash }}\sigma$) B\"acklund $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} h\dagger \mathrm{g}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}l\mathrm{J}1^{\backslash }A\mathrm{T}\sigma$) $\Phi$ } $=f\mathrm{X}$ $[2]_{0}$

$\{$

0 $-f_{r}$ $f_{q}$ $f_{qr}$ $-f$ 0 0 0
$f_{\mathrm{r}}$ 0 $-f_{\mathrm{p}}$ $-f_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ 0 $f$ 0 0

$-f_{q}$ $f_{\mathrm{p}}$ 0 $f_{pq}$ 0 0 $-f$ 0
$f_{qr}$ $-f_{pr}$ $f_{pq}$ 0 0 0 0 $-f$

$f_{\mathrm{p}q\mathrm{r}}$ 0 0 0 0 $f_{\mathrm{p}q}$ $-f_{\mathrm{p}r}$ $-f$

0 $-f_{pqr}$ 0 0 $-f_{pq}$ 0 $f_{qr}$ $f_{q}$

00 $f_{\mathrm{p}q\mathrm{r}}$ 0 $f_{pr}$ $-f_{qr}$ 0 $-f$,
000 $-f_{pq\mathrm{r}}$ $f_{p}$ $-f_{q}$ $f_{r}$ 0

$\cross\{\begin{array}{l}g_{p}g_{q}g_{r}gg_{qr}g_{p\mathrm{r}}g_{pq}g_{\mathrm{p}q\mathrm{r}}\end{array}\}=0$ (31)

この場合も、 Bicklund 変換方程式が $g$ について解けるためには、 (31) の行列の行列式が 0 にならなければ
ならないが、 実際に計算してみると、 これは離散 BKP 方程式の 4 乗

$(f_{\mathrm{p}}f_{qr}+f_{r}f_{\mathrm{p}q}-f_{q}f_{\mathrm{p}r}-ff_{\mathrm{p}qr})^{4}=0$ (32)

になることが分かる。

離散 BKP 方程式とその Bicklund 変換方程式の超離散極限は、離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の場合と同じ従属変数変

換をする事で得る事ができ、それぞれ以下の様になる。

超離散 BKP 方程式 :

${\rm Max}(F_{\mathrm{p}}+F_{qr},F_{f}+F_{\mathrm{p}q})={\rm Max}(F_{q}+F_{\mathrm{p}r}, F+F_{\mathrm{p}qr})$ (33)

B肋 klund 変換方程式

${\rm Max}(F_{r}+G_{q},F+G_{qr})={\rm Max}(F_{q}+G_{r},F_{qr}+G)$

${\rm Max}(F_{r}+G_{\mathrm{p}}, F+G_{\mathrm{p}r})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}}+G_{r},F_{\mathrm{p}r}+G)$

${\rm Max}(F_{q}+G_{\mathrm{p}}, F+G_{\mathrm{p}q})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}}+G_{q},F_{\mathrm{p}q}+G)$

${\rm Max}(F_{qr}+G_{\mathrm{p}}, F_{\mathrm{p}q}+G_{r})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}r}+G_{q},F+G_{\mathrm{p}qr})$

${\rm Max}(F_{\mathrm{p}r}+G_{\mathrm{p}q}, F_{\mathrm{p}}+G_{\mathrm{p}qr})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}q}+G_{\mathrm{p}r},F_{\mathrm{p}qr}+G_{\mathrm{p}})$

${\rm Max}(F_{qr}+G_{\mathrm{p}q}, F_{q}+G_{\mathrm{p}qr})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}q}+G_{qr}, F_{\mathrm{p}qr}+G_{q})$

${\rm Max}(F_{qr}+G_{\mathrm{p}r},F_{r}+G_{\mathrm{p}qr})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}r}+G_{qr},F_{\mathrm{p}qr}+G_{r})$

${\rm Max}(F_{\mathrm{p}qr}+G, F_{q}+G_{\mathrm{p}r})={\rm Max}(F_{\mathrm{p}}+G_{qr}, F_{f}+G_{\mathrm{p}q})$ (34)

この Bicklund 変換方程式に、 3 章の変数を消去するアルゴリズムを適用すると、 8 個の $G$

$(G, G_{\mathrm{p}}, G_{q}, G_{r}, G_{qr}, G_{\mathrm{p}r}, G_{\mathrm{p}q}, G_{\mathrm{p}qr})$ を消去でき、最終的に、 この場合にも超離散 BKP 方程式の絶対値が得
られる事が分かった。

$||{\rm Max}(F_{\mathrm{p}}+F_{qr}, F_{r}+F_{\mathrm{p}q})-{\rm Max}(F_{q}+F_{\mathrm{p}r}, F+F_{\mathrm{p}qr})||=0$ (35)

6 結論

超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式と超離散 $\mathrm{B}\dot{\mathrm{K}}\mathrm{P}$方程式の場合を例に取り、ソリトンセルオートマトンモデルでも、Bicklund
変換方程式の無矛盾条件を計算できる事を示した。具体的には、

1. 差分方程式の段階で、行列 $\cross$ ベクトル$=0$ の形の Biklund 変換方程式を構成できる事を示し、
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2. ${\rm Max}$ Plus 方程式でも、 $\mathrm{N}$ 個の線形方程式から $\mathrm{N}$ 個の変数を消去できる事を示し、

3. Bicklund 変換方程式の行列表示を超差分化したものに、 この結果を適用する事で、 これらのセルオー
トマトンモデルでも無矛盾条件を計算できる事を示した。超離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式、超離散 BKP 方程式の
どちらの場合も、 この無矛盾条件は、 もとの方程式の絶対値を与える事を示した。
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