
講義ノ}ト

計算科学で探索するナノ・バイオの世界

筑波大学押山淳

まえがき

本稿は2006年の8月に愛知県蒲郡で開催された、第51因物性若手夏の学校における講義ノートである。講義

は3日聞に亘り、延べ9時間行われた。電子構造理論、あるいは計算物質科学という範腐の内容であり、近年進

展の著しい計算科学的アプローチの雰囲気を伝えることができればと思って、講義を引き受けた。ナノ物質にせ

よバイオ物質にせよ、原子核と電子で構成されていることに疑いはない。従って計算物質科学の問題は、実際の

物質内で互いに相互作用しあっている粒子系を量子論に則って記述する、現象を解明・予測するということに他

ならない。そこで講義では、電子系の多体問題の基礎から話を始めた。さらに実際の物質に対する計算で、大き

な理論的道具立てとなっている密度汎関数理論、さらにはそれに基づく分子動力学法(Car-Parrinello分子動力学

法)を概観した。密度汎関数理論以外のアプローチにも簡単に触れた。実際の講義では、ナノ・バイオ物質に対

するいくつかの計算例をプロジェクターで紹介したが、本稿では残念ながらそれは含まれていない。なにぶん講

義時間は限られていたので、計算物質科学の全貌を紹介することはできなかったが、一番大事なところは説明で

きたと思っている。

計算科学的アプローチというのは、ある意味大変なアプローチである。電子系の多体問題に対する深い洞察が

必要である。時には原子核の量子性が重要になる現象もある。また実際の物質での諸現象はダイナミカルな側面が

重要である。あらゆる理論的手法を動員する必要がある。さらに、物質は周期表の実際の元素から構成されてい

るわけで、それらのケミストリーも考慮しなければいけない。多くの計算手法を駆使する必要がある。さらにそ

れらをコンビュータ上にインプリメントするためには、数学的アルゴリズムの開発からプログラムのコーディン

グまで、様々なフェーズで、の努力が必要で、ある。

ナノテクノロジー、バイオテクノロジーを引き合いに出すまでもなく、我々の生活を支えているのは物質・材料

である。それらの性質を調べる物性物理の重要性は、様々な科学の中でも上位をしめているだろう。その中でも、

計算物質科学は、実際の物質を舞台とする実際の現象に対する、真剣勝負のアプローチであり、 21世紀の科学と

工学を支えるひとつの基盤を形成するものと考えている。多くの若者がこの分野に参画し、コンビュータを用い

た科学的新発見にチャレンジすることを願っている。
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講義ノート

「計算科学で探索するナノ・バイオの世界」ということで、 3時間 x3コマほどお付き合いいただきます。昔
から物理学でのアプローチの仕方として、実験的アプローチと理論的アプローチがあります。物理学は自然現象

を扱う学問ですから、そもそも実験と理論というふうに分かれているのは不自然だといえます。でもいつのころ

からか、一人の人聞が理論的な計算をして、それを確かめるために実験をする、あるいはその逆で、実験的に見

出した現象を説明するために理論計算をする、というのがかなり難しくなってきました。あるいは理論だけの世

界、実験だけの世界にもそれなりの楽しみがあるのかもしれません。 1980年代ごろから始まった、計算物理

学のアプローチは、第3のアプローチとも云われ、ある意味では理論と実験の橋渡し的意味合いがあります。物

理の原理に立脚した基本方程式を、コンビュータ上で、実質的に正確に解き、実際の物質を舞台とした自然現象の

からくりを解き明かす、実験結果を解釈する、新しい自然現象を予測する、という営みです。

今では、コンビュータを用いて自然現象を解き明かしていくアプローチは、物理学に限らず、自然科学のあらゆ

る分野での有用な方法として認識されています。その意味で、計算物理という言葉は、発展的に計算科学という言

葉で置き換えられたといっても良いかもしれません。計算科学にも、様々な現象をターゲットとした様々なアプ

ローチがあります。本講で説明するのは、密度汎関数理論に立脚したアプローチです。これは電子同士の相互作用

を扱うためのひとつの理論手法です。これまで様々な物質に適用され、大きな成功をおさめてきました。時々「第

一原理計算Jという言葉で呼ばれることもありますが、このよび方は内容を表してはいないので、あまり適当で

はないかもしれません。

物質は原子核と電子でできています。従って基本的には、それら粒子の従うべき基本方程式、 Schr組出ger方程

式(あるいは相対論的効果が重要ならば Dirac方程式)を解けばよいことになります。実際、の物質でそれを解く

ことは、たとえ高性能コンビュータがあったとしても不可能です。莫大な数の原子核とそれに倍する電子群が相互

作用しあっている系を解くには、それなりの工夫が必要です。本講で説明するのは、そうした工夫のひとつとして

の断熱近似、そして電子同士の相互作用を扱う密度汎関数理論です。

最初に参考書、参考文献をあげておきましょう。

藤原 団体電子構造朝倉書庖 これは計算物理学的な視点からの良くかけた本です。盛りだくさんの内容が要

領よくまとめであります。文献リストも充実しています。

岩波講座現代の物理学 7 団体 これの第2章から第5章に寺倉先生がうまくまとめて書いています。良く

書けていると思います。

R怠，viewsof Modern Physi四 というのはアメリカ物理学会発行の Review雑誌です。密度汎関数法につい

ては、R.O. JOI悶組dO. Gunnar田on，Rev. Mod. Phys. 61， 689 (1989); Payne， Teter， Allan， Ar加and
Jo組 nopoulos，Rev. Mod. Phys.， vol64， 1045 (1992); W. Kohn， Rev. Mod. Phys. 71， 1253 (19ω)など
があります。

さて何を考えるべきか?まずは物質をその構成要素に分解したい。原子核と電子。原子核は電子に比べて無茶

苦茶重い。従って、原子核の自由度と電子の自由度を分離することが可能になるだろう。それを断熱近似という。

次に電子の自由度、これが大変。実際の物質の中で、電子は互いに相互作用し合っている。その相互作用を満足の

いくやり方で記述しなければ、実際の物質での現象は記述できない。その意味で計算科学による物質計算は、電

子の多体問題を何とか解きたいという努力とも云える。物理屋のモデルではなく実際の物質を相手にしているの

で、実験で検証することが可能であり、さらにはテクノロジーを支える物質設計に結びついているので、真剣勝

負の物質科学ともいえるかもしれない。

1 断熱近似(Born-Oppenheimer近似)

物質は原子核と電子で構成されている。そこには恐ろしい数の電子と原子核が存在し、それらは互いに相互

作用しあっている。従ってその振る舞いを調べることはたやすいことではなく、逆に難しいからこそ多くの人々が
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「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

物性物理学を研究しているわけであろう。しかしともかくも構成粒子の従うべき方程式を調べれば、何がしかの

知見は得られるだろう。この原子核と電子の系の場合、ハミルトニアンは

Yt'=必(r)+ Yt'n(R) + ~n(r， R) 、‘.，，
唱

i
唱

i，，‘、

とかける。ここで~、色紙、 ~n はそれぞれ、電子系、原子核系、電子と原子核の聞の相互作用、のハミルトニ

アンである。電子の座標 rl、旬、...、 rNをまとめて Tと書き、原子核の座標Rl、R2、・・・、 RN"をまとめて
R と書いた。それぞれのハミルトニアンは、具体的には

~ ñ2V~ 1../!-.. e2 
~ = 一玉zヲず石tl+ E宅EF万日l ο 

とムミ免ポ2Vザ2 
=一〉:-」十U(R) (1・3)
ムィ 2M，..
日=1

~n = 乞2ン白(ri-Rc.) (1・4)
包白

で与えられる。ここで U(R)= (ν犯与β託金汀は原子核同士の相互作用であり、川ri-Rα)は電子 ri
が感じる核 Roからのポテンシャルである。

このハミルトニアンの固有波動関数を電子系の波動関数世(r;R)と原子核の波動関数三(R)との積で書こう。

φ=を(r;R)三(R) (1-5) 

電子系の座標と原子核系の座標に対して非対称に書いた理由は、通常の凝縮物質(国体、アモルファス、・・・)に

おいては、少なくとも低温では、原子核はエネルギー最小の位置に静止し、電子系はその静止した核からのポテ

ンシャルを感じながら運動している、と考えられるからである。その場合には電子系の波動関数は、

~+LLV白(ri 一九) (1-6) 
$α  

の固有状態とみなせる(断熱近似、 Born-Oppenheimer近似): 

(fe， +写山(ri一九l)…=Ek(R)wk(r : R) (1・7)

すなわち Rは電子系の運動に対しては単なるパラメータとして入ってくるだけである。しかし実際は原子核は平

衡点のまわりで熱運動している。この核振動の電子状態に対する影響があるはずである。それを考えても(1-7) 

の断熱近似が成り立つのだろうか?

それをみるために、波動関数c1・5)に全ハミルトニアンc1・1)を作用させた Schrodinger方程式

{~+局 +~n}れ(r;R)三(R) = Wkwk(r;R)三(R) (1-8) 

に代入してみよう。すると

ムn2V:
れ(r;R){一):ー~~ 0 + U(R) + Ek(R)}S(R) 

ムィ 2M内
α=1 

とえが，_a三紳ι 。 、
-)  ::-ー{2一一・ーよ+三V戸k}
t=12Ma札 θRc. θRaり

を得る。従ってもし上式で最後の項を無視してよいのなら、解くべき固有値問題は次のような原子核の波動関数

に対する Schrodinger方程式

yt'φ 

(1-9) 

{引2V:一)~ .~~~ (t + U(R) + Ek(R)}三(R)= WkS(R) 
乞 2Mα

(1・10)
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図1・1:断熱ポテンシャル面の模式図。

が満たされれば解けたことになる。(1・10)は原子核の自由度だけに関する方程式である。電子系の固有エネル

ギー、すなわち原子核群を静止させたときの電子系の全エネルギー Ek(R)が原子核同士のポテンシャルエネル

ギー U(R)に加わっている。この U(R)+ Ek(R)はあたかも原子核の運動を記述するポテンシャル・エネルギー
の役目をしているので、これを断熱ポテンシャルとよぶ。これは原子核を静止していると考えたときの電子系の固

有方程式の解 kに依存している。つまり断熱ポテンシャルは電子系の固有状態の数だけ存在する。つまり(1・9)

での最後の項を無視すれば、まず原子核を静止させて、電子系に対する(1-7)を解き、その全エネルギー Ekを

用いて今度は原子核に関する運動方程式(1・10)を解けば良いことになる。原子核の自由度と電子の自由度があ

る意味で分離できた。これを断熱近似(adiabatic appr凶 mation)あるいは Bom-Oppenheimer近似という。

(1・1)は断熱ポテンシャル面の模式図である。電子励起による原子移動とか、複数の断熱ポテンシャル聞の遷移と

いうのは実際面白い現象を引き起こすことが知られている。

さて (1-9)で鮒見した項は本当に無視できるのだろうか?まず第一項の期待値はゼロとなる。それは <φIHIφ>

が次のような積分を含むからである。

Re [J ~*義drト i創刊dr (1・11)

第2項はどうだろう?電子の感じる、各原子核からのポテンシャルはそれぞれの原子核からのポテンシャルの和で、

書ける。それぞれの原子核からのポテンシャルはその距離に依存しているだろう。従って電子系の波動関数の n

とR白に関する依存性は、ふたつのベクトルの差の関数になっているであろう。象徴的に書けば、

(1・12)~(rijRα)= を (ri-R.α) 

T
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そうすると第二項の期待値は

(1・13)

つまり第2項は電子の運動エネルギーの mjM倍である。この比はとても小さい(mjMproton勾 2000)。通常の

原子核は陽子にくらべてー桁大きいので、断熱近似は妥当な近似といえる。非常に軽い原子、水素であるとかあ

るいは μ中間子とかの場合は非断熱的効果が重要になってくる。

以上の議論は、(1-9)の最後の項の期待値つまり対角項がゼロ、あるいは小さいということを云ったにすぎ、な

い。特に第一の項の非対角要素は決してゼロではない。原子核の振動によって、異なる電子状態聞に遷移が起きる。

これを電子一フォノン(格子、原子核)相互作用 (electron-phononinteraction)という。詳しくはまた後で…・

-668ー
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「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

以上の議論で、ひとまずは原子核をある位置に止めておき、そこでの電子系の Schrodinger方程

式 (1-7)を解けばよいことがわかった。しかしそれはまだまだ難しい問題である。電子電子相互作用

( electron-el田troninteraction )があるからである。電子同士の相互作用は、古典的な静電相互作用

だけではなく、電子がフェルミオンであるということに起因する量子論的な相互作用もある。これが

問題を一筋縄ではいかなくしている要因である。そうした電子一電子相互作用を取り扱う方法として

Hartree-Fock近似がある。相互作用する電子系での重要な概念である、交換相互作用、相関相E作用

を学ぶために、まずは HartreEトFock近似から始めよう(の復習をしよう)。

2 Hartree-Fock近似

2.1 Hartree-Fock方程式

互いに相互作用している N個の電子系のハミルトニアンは一般的に、

N 4 N N 

He=芸ん+25bq 0・1)

と書ける。ここで、 fpはp番目の電子の運動エネルギーと原子核との相互作用であり、具体的には

が'¥7:←、
ん 2ず+) >l(rp -R1) 

R1 

で与えられる。ここで、 υl(rp-R1)はRIに位置する原子核からのポテンシャルである。(2-1)の第2項は電子

同士のCoulomb相互作用であり、
e2 e2 

9pq =応士司 rpq

である。全系のハミルトニアンはこれに原子核の運動エネルギーと原子核問のクーロンエネルギ、一、

れ2て7~. ..--. p'2 
Hn=乞(一万五f)+乞土

I く1，J> ・ v

(2-2) 

を足したものであることはすでに述べた。当面は (2司1)の電子系のハミルトニアンを考える。相互作用している

N個の電子系における波動関数は、多体のハミルトニアン (2-1)を解いて初めて得られるものであるが、それは

特殊なモデルを除き、限りなく不可能に近い。何らかの近似が必要である。そのために、電子間相互作用を考え

る前の、 1電子波動関数 uμ(x)というものを考えよう。ここで zは空間座標 Tとスピン座標5をあわせたもの
であり、

Uμ(x) =ψi(r)χσ(c). 

ここで、山は軌道状態 tの波動関数、ゐはスピン状態 σの波動関数であり、 μ(i，σ)はスピン状態も含めた

量子数である。この 1電子波動関数は規格直交条件を満たしているものとする。

J u~， (x)U/1 (x) 

n
u
d
 

F
h
U
 

F
O
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H町t肥e-Fock近似では、多電子系の波動関数を、 μ=1，2，・・・，Nの状態が占有されていたとして、ひとつのSlater

行列式で書けるとする。

Ul(Xl) Ul(X2) Ul(XN) 

1 
lJt(九九・・・，zN)=マ雨I U2(Xl) U2(X2) 

U2(XN) 
(2-3) 

UN(Xl) UN(X2) UN(XN) 

この形は電子がPauliPrincipleを満たすという要請のもとでの、最も簡単な波動関数の形である。一般的には、

様々な 1電子波動関数から成る、いくつものSlater行列式 ?ν を考えて、それによる展開

雷=乞Cvも

を考える方法がある。これは量子化学の世界では、しばしば行われている計算方法であり、小さな分子に対して

は、実際計算実行可能である。これを配置間相互作用 (configuration interaction )とよぶ。しかし凝縮物質に対

して、配置間相互作用を系統的に取り入れて計算することは、現時点では不可能といえる。

Hart問。-Fock近似に話を戻そう。ここまででは、(日)を構成している 1電子波動関数の正体は定義されて
いない。ここで電子系の全エネルギーに対して、変分原理を適用する。すなわち、全エネルギーの期待値

< 1I11Hel1l1 > (2-4) 

が 1電子波動関数可の変分に対して、極小となる条件を課すのである。結果として導出される Euler方程式が、

良く知られた以下の Hartree-Fock方程式である。

{_ñ~τす;r2||一一 +Vext(什刷rl山)削ψ仇州州i(か仇(什h削T町川1ο)+1写引fρ介dか4T
-一(2-5)

ここで各原子核からのポテンシャルの和はまとめて U剖と書いた。

vext(r) == L VI(rーR1)
Rr 

(2-5)の左辺第3項は、状態 tと同じスピン状態についてだけ和を取ることを意味する。以下の導出で明らかな

ように、この項は電子が Ferm.i統計に従うことから生じる項で、交換項とよばれる。左辺第2項は、古典的な電

子聞の静電的相互作用で、 H町紅白項ともよばれる。 (2・5)は自己無撞着 (self-∞nsistent)に解く必要がある。

Hartree-Fock方程式の導出(これは講義ではやらないので、今まで計算したことのない人は、一度は計算しといてください

まずハミルトニアンの一体部分。

N N 

< lltl乞ん1111>=示εLLsgn州 sgn州 .1dxl 白叫)(Xl) 匂(叫んV)(Z1) 可 )(XN)
p=l p=l p(l) p(2) “ 

ここで、 p(l)、p(2)は pennutation(脚1)を表す。匂以外の積分は重なり積分に他ならず、規絡直交条件より、 pJl)= pJ2)(p内)が

締結される"従って p(l)= p(2)でなければならない。

く lltl乞んIllt> 示会zρXpuPp (xp)fpupp( 
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N 

Z 
μ=1 

2f州 (r)f山(r)
段終行では、一体のポテンシャルはスピンに依存しないとして、スピン座標の内積を取った。
次に二体の部分。

く什守| ε 伽州I¥}Iわ>=2誌占おi2ε:芝ε;乞 s叩柳g卯η(似P戸州州(但川町町1吟勺)り))89叩柳g卯州η(似P戸仰(σ何叫2勾)
Fヲ#q p予#正qp(l吋)p(何2)ν

規格直交条件よりゼロでない項は、

f叩川

p~l) = pJ2)αnd41}=42) 
である。後者の場合、二つのpennutationの符号は異符号である。従って、

iく叫乞伽I¥}I>会iL L I dxpdxq[upp(x山入(Xq)印刷z山川-Upp(X山λ(X仰向(ゆP'l(Xp)]
p#-q p#q P ν 

~2ε二l 白向1向白向州21包斗似Lμ(仇ωZ町叫1)川u吟ψ引;Lμ，べ初制(令仰ωz勾叫2)伽)g仇1叫 (X川，べ仇倒(い仇ωz勾ω2必)一叫似併(炉仇ωZ町叫巾1)刈)如u叫;，べ拘制(恥hωz勾叫2)g仰ω1ロ2U匂叫仰μバ山(いzω州2ρ内)知川u匂νμ〆山，
μ予#丘μ
，ν

g12はスピンに依存しないので、スピン座標について内積を取る。すると、第2項は μとμ'のスピン状態が等しいとき以外はゼロになる。
従ってディラックの記号を使って、

:トく 叫ε9伽P阿'pql¥Tわ曽わ>=i主{乞くψ山的州ψ内il灼州1口叫刷2刈|ψ州ω的jρ>一2乞:くψ州仲的州j巾|旬加加9似仰12州2
F予#丘q 予#-j ヲ#正;';11μ4 

p(l) = p(2) 

と

となる。
以上から Hartr骨 Fock近似でのハミルトニアンの期待値、すなわち系の全エネルギーの期待値が求まった。との全エネルギーを、 1電
子波動関数ψ;の変分に対して、極小となる条件を課そう。波動関数は規絡化されていなければならないので、 Lagrangeの未定係数を eiと
して、

8{く曽IHel¥}l>-ei < ¥}II¥}I >} = 0 
これを計算すると (1/2は iとjをひっくり返すことで消えて)

く仙Ifl山>+乞 <δ山内Ig山内>一乞 <8山内Ig121ψj山>=ei<州内>
4ヲei ヲ正i.iIIi

これが任意の変分に対して成り立つために

f仰似州ψ仇似4バ(r山 [ε2ε= I d的T円2州 ψ似jバρ(什T巧川2州)川!門2可l刷ψ山州4バ巾(令(rl円1ト)ト-2乞8二コ[1dr2叫叫ψ巧;(r2円叫)g釘1凶.(巾如(令(r2円2州)
νj訓11ν

となる。これが Hartr骨 Fock方程式。 exch担 geポテンシャルは単純なポテンシャルではなく、非局所的な演算子である。

(2-5)の左から ψ;(rl)をかけて rlについて積分すると、

Ci =< ilfli > +乞{<仰lij>ー<拘Iji>} 

が得られる。右辺のくり191ij>、くり191ji>はそれぞれ Coulomb積分、交換積分とよばれる。結局、 N電子
系の全エネルギー Eは

(2-6) 

、EF
J
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と表される。

2.2 Koopmansの定理

HartreEトFock方程式は、全エネルギーを 1電子軌道について変分を取ったときの Euler方程式に他ならない。

その固有値は Lagr姐 geの未定係数であり、厳密にいえば物理的な意味をもたない。しかし(与6)で与えられる

むは、適当な近似のもとでは、確かな物理的意味を持つ。状態 lにあった電子を抜き去り、無限遠に持っていっ

たとしよう。無限遠での電子の状態をエネルギーの基準とし(ゼロとし)、もとの N電子系と残された N-1電

子系の全エネルギーの差を計算する。このとき仮定として、 1電子波動関数は電子を 1つ抜き去っても変化しな

いとしよう。そうすると(2-6)、(2-8)より、

EN-1-EN =一εI

が得られる。すなわち状態 lの電子を取り出すのに必要なエネルギー(状態lのイオン化エネルギー)が -elで

与えられる。 Hartree-Fock法での軌道エネルギーは、この意味で l電子励起エネルギーに対応している。ただし、

1電子励起により他の状態の波動関数が変化する効果を無視している。

2.3 交換正孔(Exchange Hole ) 

N電子系において、空間の2点rlとη に同時に電子が存在する確率 P(rl，r2)を計算してみよう。それは多

体の波動関数?を用いて、

P(い)= J iJ!*(…，XN肌 X2，"'，XN附向dX4...dxN

と一般的に書ける。右辺では、空間座標rlとr2を除いて積分(内積)を取っている。多体の波動関数が (2-3)の

ように Slater行列式で書けるときは上記の積分は実行できる。 Hartree回Fock 方程式を導いたときと同様にして、

P尺(れT町凡1わ'η川昨)=~N (JJ 一巧5??{引伽伽似11/J陥協ψ仇恥州iu川σu(r巾川川(什h刷r1川州1ο1)12伽2

が得られる。(一般的に軌道仇(r)はスピン状態σにも依存するので、向σ(r)と書いた)。さて r1とr2の電子の

スピンが、 Eいに平行な場合と反平行な場合で、上記の確率は異なる。それぞれをPpara(r1，r2)、Pαntpαrα(r1.r2)、

と書くと (P(r1.r2) =乞σ(九σ+九一σ)=乃αra+九ntparα)、

α(rl，r2) 一-L-〉;が(r1){ポ(r2)+吟(r1，r2)} (2-10) 
N(N -1)ケ

Pantmm(nr2)=--L-γ川町)ηーσ(r2) 与11)
pun<，' J." ~I N(N _ 1)ケ

となる。乙こで

ポ(r)三乞|ψ川r)12 (2・12)

域 (r1，r2) == -1 Lψら(r1)1/Jiσ(r2)12/ポ(r1) (2-13) 

である。まず(2-11)は2つの電子のスピンが反平行であれば、 2電子の分布は 1電子の分布の単なる積であるこ

とを示している。つまり Hartree-Fock近似では異なるスピンを持つ電子同士は独立に振舞う。一方、 2つの電子

のスピンが平行なときは、 r1に電子が存在すると、 r2に電子が存在する確率は、が(r2)ではなく

ησ(r2) + n矢(r1.r2) 
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と修正される。この第2項について調べてみよう。まずこれは (2-13)より全ての町、 η に対して負である。従っ

ていたるところで、電子密度を減らす働きをしている。 r2=rlでは

nX(rb rl) = -nσ(rl) 

であるから、 Ppara(rl，rl) = 0である。これは同じ向きのスピンを持つ2つの電子が同じ場所にいる確率はゼロ
であることを示しており、 Pa叫iの排他率(exclusive principle )のことである。次に (2-13)をr2について積

分してみよう。すると

J nX(r}， r2)dr2 = -1 
を得る。すなわち電子密度を減らす働きをしているこの項は、全空間でのその減り分を積分すると、ちょうど電

子1個分となっている。このように H制陀かFock近似では、各々の電子は、それと同じスピンの向きをもっ電子

を近傍から排除しながら運動している。言い換えれば、自分のまわりに(他の場所とくらべて)電子密度の低い

領域、すなわち正孔を伴っていると解釈できる。この正孔のことを交換正孔(Exch姐 geHole )という。

3 電子ガス

金属に対する最も単純なモデルは電子ガスとよばれるものである。それは体積 Qの中に N個の電子をつめこ

んだものである。系を中性に保つために、電子の平均電荷密度に等しい電荷密度ρo = (Nlel)f口をもっ正電荷
の均一なパックグラウンドが加えてある。前節で求めた Hartree-Fock方程式は、

(与-f hpd) ψ 叶写引仲fρμd命T壬か11tψ向山山川3パμ川州州川川(什h川州州Tηω州州2)訓川w]仇(什h叫rl
(3与同1)) 

である。

3.1 Hartree近似

左辺最後の交換項を無視する近似を Hartree近似とよぶ。 Hartree近似での上記方程式の解は、

ψk(r) = 0-1/2eik.r (3-2) 

であることは容易に確かめられる。つまり H訂tree近似では、電子ガスの問題は自由電子問題と変わりないことに

なる。従って電子ガスの全エネルギーは純粋に運動エネルギーの総和である。それを 1電子あたりに換算すると、

3 ñ2k~ 
εT-1 -.  -_---
5 2m 

(3-3) 

となる。フェルミ波数 kFは
20 4π 。
一一一一品=N(2π)3 3 .v1" 

により決定される。 1電子あたりの平均半径 roを

(3同4)

Q =47・3
により定義すると (3戸4)より、

k，.， = -.!: F=一一一，
αro 

α三(会)=om (3-5) 

q
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となり、 l電子あたりの全エネルギーは、
3九2

εH=而京高5
となる。ここ電子ガスので、多体問題で、頻繁に現れる無次元パラメータ rsを

rs = rO/αH = (me2/n?)ro 

(3-6) 

(3-7) 

のように導入する。要するに Bohr半径αH = O.529Aを単位とした、 1電子あたりの平均半径である。実際の金

属の電子密度は 2< rs < 5の程度である。この rsを用いると

3 me4 1 
εH = 10τ'2 a2r; 

一三一 (Rydberg) 

(3-8) 

5α2r~ 

2.21 
(Ryd) 一一 r 2 s 

と書ける。 1この値は正であり、電子ガスをH制限近似で解いても金属の凝集を説明できないことになる。良く

見てみると、凝集を与え得る正電荷と電子とのクーロン引力は、正電荷同士、電子同士のクーロン斥力と打ち消

しあっているのである。

3.2 Hartree-Fock近似

それでは近似を一歩進めて、 Hartree回Fock近似を考えよう。平面波 eik.rの形が解になるかどうかを見てみよ
う。この場合、 (3戸1)で左辺の第2項と第3項は打ち消しあうので、結局Hartree-Fock方程式は

~2tï2 r r ~2 1 

サ仇(T1)-51ldT2計 (r2)仇(η)I内(rl)=机 (rl) (3-9) 

である。最後の交換項に(3-2)を代入して計算してみよう。すると(与9)の左辺第2項は

一去江εj川刈"[レJdか的Tη2£e♂i(仇k丸ιμ.-kj鳥旬jρ川)
一2ε:斗3訓刈"G(伏ki- kj) ψ'i(rl) 

となる。ここで、
r. _"，"_..e2 1 4πe2 

G(k) = ~ I dre-I".;.rー=凶一・一一一J _.- r J→o n 152 + k2 
はクーロン相互作用ポテンシャルのフーリエ変換である。この形からわかるように、電子ガスに対する H町も問。Fock

方程式は(3-2)の平面波を固有関数としてもち、その固有値は

ま2，.2
εi=す -LG(ki-kj) (3-10) 

である。右辺第2項は初等積分であり、計算を実行すると、

完2ρ 日 (k'i -k~. 1k，;.+k;1 ¥ 
白=--'ー~ I :.:!ー210史1".-'ーιニ1+ 2k，;. I 
・ 2m 2π¥ ki --0  I kF -ki I・ ι/

(3-11) 

が得られる。

11 Hartree = 2 Rydberg = (me4) /ポ
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ん/kFの関数として、第2項の第 1項に対する比を図示したものが図(3-1)である。
さて Hart陀令Fock近似での(1電子あたりの)全エネルギーを計算してみよう。(日)、(2-8)を見比べる

1電子当りの全エネルギーの (3戸6)に対する補正は (εexと書こう)、

(3-12) 一一会εI:G(ki-kj) 
と、

である。クーロン相E作用ポテンシャルのフーリエ変換は、

G(ki -kj) = ~ f dr乙仇-kj}.r= __  4πe
2 

J _. r - - n(ki -kj)2 
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なので、実質的には

1=んFdklんくkFdkt瓦p
を計算すればよい。

(3・13)の計算

μ=α渇O、s= k2/klとすると
1 1 1 

Ikl -k212 k~ 1 + S2 -2sμ 
sく 1ならば、展開式

1 + ん = 区怪SL山ω叩叫L匂h切切P九ω刷叫L均ωベωω4)l2 ? 叩 ) 
が成り立つo ここで PL(μ)はルジャンドル多項式である。従って、

となる。ここで

を用いると、

を得る。結局

IztfんJ時叫芸(会)山吉九(μ)凡(μ)

i:PLかか則ωf…μ』、引.，、叩.， ー

= 吋1JJイdk2写早(2おr山詰1=
伽87['2ヰE忌(2弘L+lん叫=山仰手宅ζ忍(法詰I一ホ)

4πe2 _ 3e2 
I':EX=一一一ーーー-1=ーー一一一一

(2π)6n - 4παro 

(3-14)をRydberg単位で書きなおすと、

3 x 2 0.916 
εez=-zz; (Ryd)=一つ (Ryd)

となる。結局 H町t胞かFock近似での 1電子当りの全エネルギー εHFは、

2.21 0.916 
句 F=εH+εex=--:2一一一 (Ryd) 

r; rs 

(3-13) 

(3戸14)

(3-15) 

(3-16) 

となる。この第2項の存在により、 rsの大きいところでは、全エネルギーは負に成り得る。すなわち凝集し得る。

電子が fermionであることを無視した Hartree近似に比べたら大きな進歩である。しかしながら、この負の効果

は (rsに依存するわけだが)まだ小さすぎる。これは反平行スピンをもった電子対に対して、対を離れさせるよ

うな効果が Hartree-Fock近似では入らないことに起因している。
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持1.0・
<~ () RI_ 
s -・ w

t0.6 

同
望者 U 斗

似 0.21-

。
2 3 4 

x = kF f12 
5 

図3-2:電子ガスにおける交換正孔(Exch回 gehole )の分布。(3-17)でn/2を除いた 1-9{jl(X)/X}2が示してある。

さてここで、前節で学んだ交換正孔 (2・13)の具体的な形を、電子ガスの場合に求めてみよう。波動関数仇σ(r)

はHatree-Fock近似の範囲では平面波(3-2)である。従って、 1電子密度分布は一様であり、

れσ(r)= n/2 

ただし nは電子ガス系の電子密度であり、スピン偏極はしていないとした。

乞ψ怜:L以hσ~(rl什(rl町刷1
k(kくkF)

和を

k戸ε→ 8~31ムムんくd匂k匂F
(kくkF)

と積分で置きかえ、計算を実行すると

r jl (kFT12) 12 
性 (r1.r2)=ーか |-T一一一|

-:. r.;F''12 
(3戸17)

となる。ここで iI(x)は球ベッセル関数であり、

jl(X)三 x-2[sinx-x cωx] 

であるo x<< 1ではこれは iI(x)rv x/3となる。

この交換正孔が前節で導いた一般的な関係式を満たすことを確かめよう。また、図示してみよう。

Hartree-Fock近似は決して万能な近似法ではない。例えば、 (3戸11)で導いた準粒子エネルギー引から状態

密度

D(ε) = ~ン(ê 一向)

を求めることを考えてみよう。和を積分に直し、また準粒子エネルギーが等方的であることに注意すると、被積分

関数として dkddεtという形が現われることは容易にわかる。この値は(3-11)より、 εがフェルミ・エネルギー

に等しい時に (ε=εF)ゼ、ロになってしまう。何も相互作用を考えない自由な電子ガスの場合は(あるいは相互

作用をHartree近似で考えた範囲では)、

D(ε)αd 

月

i
門

d
-

F
h
u
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であり、金属の最も簡単な模型であると云えないことはなかったが、相互作用をHartreかFock近似のレベルで考

えると、金属の特徴であるフェルミ面での状態密度がなくなってしまう。これを改善するためには、 Hartree-Fock 

近似よりも進んだ近似を行わなければいけないことを示唆している。

3.3 相関効果 ( Correlation Effect ) 

一般に Hartre令Fock近似で取り入れられていない効果のことを相関効果(correlation effect )とよぶ。あ

るいは正確な全エネルギーと Hartree-R侃k近似による全エネルギ、ーの差を相関エネルギー(correlation energy 

)ともいう。

む =εexact一εHF (3-18) 

(3-16)のεHFの表式から推測されるように、 rsが小さい(すなわち電子密度が大きい)電子ガスでは運動エネ

ルギーが最も大きな要素である。次に交換エネルギー、そしてさらに相関エネルギーが出てくる。その意味で、む

が小さい領域で、相関エネルギーを求めることは、 rsの大きい領域で求めるよりも簡単である。相関効果を考慮し

た最も良く知られた近似にRandomPh脱 Approximation( RP A:乱雑位相近似)がある。ここではそれを少し

詳しくみてみよう。

そのために誘電関数を用いた全エネルギーの解析を紹介しよう。まず電子同士の相互作用ハミルトニアンは

1ぷ e2
一一."int ー ーノ'一ー一ーーーーーーー一

一 2tz |Ti一円 l
_2 N A_ 

= 量55t必日)長
=Zzz(PKρ-k -N ) (3-19) 
先手0

と書ける。ここで Qは系の体積、 Pkは電子の密度揺らぎの演算子p(r)をFourier変換したものである。密度揺

らぎの演算子とは電子密度n(r)==乞id(r-ri)からその平均値noを差し引いたものである。

また Fourier変換は一般に

ρ(r)三 n(r)-no 

A(り=二去εf∞ιJ叫 (k. r -wt)] A(ん)
-MH  k d一∞

伽 i:ψrexp[-i(k.r -wt)] A(r， t) 
と定義しておこう。そうすれば密度揺らぎ演算子の Fourier変換は

Pk= J州 rけ T=p-h-N6ko
と求まる。 (3戸19)の導出では、

伶 )=izezkT

あるいは

A ( T ) = i汗E低抑p[同t泌k吋
Ak = J drexp[-ik. r] A(r) 
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などの式を用いた。また相互作用の k=Oの部分、すなわち空間的に一様な部分は、電子ガスの場合、電子・イ

オン、及びイオン・イオンの相互作用と打ち消しあっているので、 (3戸19)から除いてある。

さてここで誘電関数 f(k，ω)を導入しよう。これは外部からの電磁気的な力に対する系の応答を表している。

外部から波数 k、振動数ωの電磁場が加わったときの、その波数、振動数に対応する系の応答である。外部電荷

pt(r， t)を持ち込んだときに誘起される電荷を -epind(r，t)としよう。マックスウェル方程式とポアソン方程式に
より

D(k，ω f(k，ω)E(k，ω) 

ik・D(k，ω=(-e)4πpt(k，ω) 

ik .E(k，ω (-e)4π{pt(k，ω) + Pind(k，ω)} 

である。電磁場の方向と波数ベクトル kの方向が平行な場合は、これを解いて

ind(k，ω) 1.  4πe2 
一一一 =1+一一一 =1+一一χ(k，ω(3-27)f(k，ω) -. pt(k，ω-.  k2 

を得る(縦誘電関数 longitudinaldielectric functionという)。ここで誘電応答関数 χ(k，ω)を定義した。誘起
電荷 Pindがわかれば誘電関数が計算される。

外部から電荷 (-e)pt(r，t)を持ち込んだときの摂動ハミルトニアンは

(3-24) 

(3・25)

(3-26) 

ゃ rJ_e2pt(r，t). 4πe2ゃ P-kr∞ dw _ IJ_ . .L-iwt =γ I dr一一一=一一γr-:?I'o; I ::'Pt(k，w)e-iwt (3-28) 
ケjln-TlQ17 K2人∞ 2π

である。ここで.Yt"に関して l次の摂動論を適用するo .yt' + .Yt"で表される外場中の多電子系の基底状態を(t)
は、外場がないときの固有状態

rW)=EPW) n = 0，1，2，・

を用いて、

的)=乞αn(t)けE~O)tlþ~O)

と展開される。 Schrodinger方程式に代入して αn(t)に関して‘!Yt"の1次まで考慮すると、結局

的 )=e-tEFt，(h1アけEPtft dt1け(E~O)-E~O))tlHtl( .Yt" )nO \þ~0) +… 
U • inケ f∞

=叫~)(t)+ ¥t(内t)…(与29)

を得る。ここで邑!Yt"に関する行列要素は

(r)no=<WIry!?iO)>=2515ヰhにあ(k，w)e-iwt
(p-k )nO = <時)1 P-k 1 吋~) > 

である。 6は正の微小量であり、これにより因果律の成り立つことが保証される。

電子ガスの場合、

<叫~) 1 P-k 1 \þ~0) >= 0 
に注意し、若干気合をいれて計算すると

< ¥T(t) 1ρ(州)1曽(t)> = <叫~)(t) Ip(り)1が(t)> +(complほ C佃~ugate)

誌に伽Edh-iω'{-告らt(kω)写1( P-k )nO 12 

[wnO _lW _ io + WnO + 1W + iO] }問ωnO一ω-io ωnO+ω+io I J 

G
d
 

ヴ
t
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u
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を得る。従って(3-21)、(3-22)の定義より

品←一生会pt(k，ω)2::1 (P_k)nO12L.. __~'_;Á+'-' _-L~.-L ;J 
nOk ケ lωnOーω-i8ωnO+ω+i8 J 

となる。これを(与27)に代入して、結局

2 r-"¥ . ， ... r 1 1 
一一=1一一τ乞 |(P-k)no 12| | 
ε(k，w) …ヶ Lwnoーω-i8ωnO+ω+必j

(3-31) 

(3-32) 

となる。これは外場のない時の固有状態が正しく求められ、その聞の行列要素 1( Pk )nO 12が求まれば、(外場

に対して 1次の範囲での)正しい誘電関数の表式である。相互作用している電子系に外部電荷を導入すると、そ

の電子系は外部電荷の効果をスクリーニングしようとする。誘電関数はそのスクリーニングの度合いを表してい

る。電子系が基底状態にいたままでは、外部電荷をスクリーニングすることはできない。励起状態に(仮想)遷

移する(あるいは励起状態を混ぜる)ことにより、スクリーニングを達成する。 (3戸32)に (P-k)nOが表れるの

はそのためである。

もうひとつ重要な定理を学ぼう。誘電関数が求まれば外場のない時の電子系の全エネルギーも正確に求まる。

外場のない時の電子系のハミルトニアン‘続=‘絹+‘7'4ntは

渇= ずポ一一
乞包r2仇m 
N e2 1 r-"¥ 2πe2 

4=EZFZI=5Z7(PU-k-N) 
子j • . 

k手O

である 0 .Yt'=局 +.Ytintの基底状態 WO ( さきほどは叫
0)と書いた)のエネルギー Eoは

Eo =< Wo 1.Yt' Iwo > 

である。これを相互作用の強さ e2で微分すると、

θE。
θe2 

8Wn θr 純白

<万戸 1.Yt'Iwo > +くれ1';;:;Iwo > + <宮o1.Yt' 1ポ>
_ .8.Yt' 

= E08~2 く Wo Iwo > +くを013F!?o>=EE<hlmnt!?o>

を得る。これを積分すれば

品= 球)」+Lfe2 < h州|凶m紘んn叫川ntIwoパ吊|仰陶曽Wo> deμe♂2 件

となる。ここで EjO)は相E作用がないときは =0)の基底状態のエネルギーである。これを Feynm岨の定

理ということもある。 Hintの具体的な形を用いると、

く叫曽h州0川|協m
kヲ#正o n kヲ#正0

~ 'r"" r∞dw_ 1 'r"" 2πe2N 
= ーーーーー・H ・-ーーーー一ーー ・ ーーーーーーーー

ーむん 2π-f(k，ω) ぶ仰
となる。これを (3戸33)に代入すれば、相互作用している電子系の全エネルギー

Eo = EaO) -n f九e21 ャ f~~Im~ーヤ竺12E ($34) 
U

ん e2ι;ん 2π f(k，ω) ぶ k2
が得られる。誘電関数が厳密に求められれば、この式から全エネルギーも厳密に求められる。

-680一



「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

図3-3:Hartr時 F凹ま近似における電子・正孔対の励起。

実際に誘電関数を求めるときには相互作用している電子系の基底状態をo、励起状態 Wnを求め、行列要素

( P-k )nOがわからなければならない。 Hartree-Fock近似では、フェルミ波数 kFよりも小さい波数の 1電子状

態(フェルミ球)がすべて占有されているのが基底状態である。励起状態としては図3戸3に示すように、フェル

ミ球内部の状態pが励起され(従って正孔がつくられ)、フェルミ球外部の状態p+kに遷移したものを考える

(電子・正孔対の励起)。このような Hartr時 Fock近似では

(ρ-k )nO 

五ωnO

np(l-np+k) 

εp+k一εp
五2p2

(εp=EZ) 

(3-35) 

(3戸36)

である。 2これを (3戸34)に代入して計算する。励起状態 nについての和と波数 kについての和は、いまの場合、

フェルミ球の中の波数pについての和となり k+pはフェルミ球の外である、という条件がつく。計算を実行する

と(3-34)の第z項と第3項は(3-14)に等しくなることがわかる。つまり HartreかFock近似におけるスクリー
ニングとは、ひとつの電子・正孔対を作るということに対応している。

さて本題の相関効果である。相関効果を取り入れるということは、 HartreEトFock近似における電子・正孔対

を考えた誘電関数の計算を l歩進めることである。ひとつのアプローチは、スクリーニングに電子・正孔対の励起

が大事だとしたら、 1個の電子・正孔対の励起だけではなく、 2個、 3個、・・・、無限個の電子・正孔対の励起の可

能性を考えることである。 1個の電子・正孔対の励起を図3戸4のように図示してみよう(こうした図をファイマ

ン・ダイアグラムという)03 そうすると無限個の電子・正孔対を考えるということは、図3-5のような励起の可

2 (3-35)、(凶)の計算には第2量子化を行った方が便利かもしれない。波数 pをもっ電子の生成演算子、消滅演算子をそれぞれat、
apと書けば、第2-1'託子化での電子の密度眠らぎの演算子は、

p{r) 

となる。 Hartr静 F叫 E近似においては

2ε:4やαp，~Iトd計T〆川，
PP' 

占2乞:ンε♂川4
pq p 

10> Hαt I Vacuum > 
k;k<kF 

|電子・正孔対> L aL .. .~_la~-Ll- at+l … I Vacuum > k
1 
~k2 --"p-l ~p+k~P+ 

である。
3フアイマン・ダイアグラムは無限次までの摂動展開を系統的かつ容易に行えるようにする工夫である。図のそれぞれの項が仮想的な遷移
のそれぞれを表している。詳しい計算法は

高野:多体問題 (陪風館)

Abrik，回ov 他(松原他訳):統計物理学における場の量子論の方法(東京図書)

Fett世 andWalecka: Quantum Th回 ryof Many-Particle Systems ( McGraw-Hill ) 
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図3-4:Hartr骨 Fock近似における電子・正孔対の励起のファイマン・ダイアグラム。点線は2個の裸の電子の相E作用を表
し、実線は電子(正孔)の励起を表す。 1個の閉曲線で 1個の電子・正孔対の励起を表す。閉曲線を 1個はさむことにより、そ
のプロセスによるスクリーニングを勘定したことに相当する。

••• + ζ〉

にコ
+ !
d
 

+ 

-・ー・・・・・・・・・・・

••••••••••••• 

図与5:RPA近似における電子・正孔対の複数励起のファイマン・ダイアグラム。

能性を考えるということである。式に書いてみるとどうなるだろうか。 H町 tree-Fock近似におけるスクリーニン

グを考慮した2個の電子の聞の有効相互作用 9HF(k，w)は Hartree-Fock近似での誘電関数 f.HF(k，w)を用いて

90(k) 
F(k，ω)=一一一一 =90(k) + {-4παo(k，ω)}90(k) 

f.HF(k，ω) 

である。ここで 90はスクリーニングを考慮しない裸の2電子間の相互作用の Fourier変換である。また αo(k，ω)

は単一の電子一正孔対励起による分極率である。従ってRPAによる有効相互作用は図3-5のように無限次まで

足し合わせるのだから、

ω(k) 
f.RPA(k，ω) 

90(k，ω) + {-4παo(k，ω)}90(k) + {-4παo(k，ω)}290(k) +・一
{1 + 4truo(k，ω)}-190(k) 

9RPA(k，ω) 

(3-37) 

(与38)

となる。一方このようにして得られた高次の項の取り込みにより、誘電関数は

1+4παo(k，ω) 

2 r-'¥ . ， ." r 1 1 
ーーすデ I(pーた)nO12 I . ~~ + ， ~. ， : i: I 
山 rケ κ|ωnOーω-i8ωnO+ω+必j

ε(k，ω) 

一

となる。ここでの行列要素は(3-35)で与えられる。計算を実行すると、有名なRPAでの誘電関数の表式

(3-39) 和)=1+ (副主[2q+ f (q -~) + f (q + ~)] 

f(z) = (1-~) ln (当)山一

q

k 
q=一-
kF' 

を得る。ここで

n，中
口
OFO
 

などを参照。
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E!EF = k!kF (k!kF + 2) 

E!EF = k!kF (k!kF -2) 

o 3 k ! kF 

図与6:RPA近似における電子ガスでの励起モーに関する分散関係。横軸の波数の励起モーに対応する励起エネルギーがプ
ロットしである。灰色に塗った部分は、電子・正孔対の励起モードで許されるエネルギー・波数の領域。左の実線はプラズマ
振動モードの分散関係。

である。これより RPAにおける全エネルギーを計算することができる。結果は多体問題の教科書を参照された

い。一言でいえば対数的な相関エネルギー項

εcorr cx ln rs 

が出現する。また長波長 (krvO)かつ Rω >>Ep+k-Epの場合には

A_~2_ ，-，2 471"ρ (，J 
ERPA(k，ω)=1一二弓こ=1 --p (3-40) 

mWM ω 

と近似できる。すなわち長波長の誘電応答として、 ω=ωpの振動モードが存在することがわかる。これは電子

密度の疎密波を表しており、プラズマ振動とよばれる。図3-6に電子ガスにおける励起モードを示しておく。

一般のrsで相関エネルギーを求めることは非常に難しい問題であり、はっきりした計算の処方案があるわけ

ではない。しかし計算物理学の手法により、実際上は答えが見つかっている。それは量子モンテカルロ法という計

算で、多体の波動関数を数値的に求めていく手法である。こうした計算は電子ガスの問題に対してはすでに実行

されている。だが実際、の物質に対してはいくつかの困難があり、いまだはっきりした結果は得られていない。詳し

くは後で学ぼう。ともかく、電子ガスという比較的に簡単なハミルトニアンでは、そうした方法により rsの関数

として基底状態エネルギーが求まっている。図3四7にその計算結果を示す。

4 密度汎関数法

今までみてきたように、 Hartree-Fock近似では、反平行なスピンの向きをもった電子の間の相関は充分に取

り入れられていなかった。それを正確に取り入れることを相関効果を取り入れるというが、それは一般的には困

難である。ただし、電子ガスの問題では、量子モンテカルロ法によって数値的に相関エネルギーの計算が成され

ていることをみた。それでは一般的なハミルトニアン、多数の原子核と電子から成る集合体に対して、相関エネ

ルギーを求め、物理量を計算する処方筆はないだろうか。ひとつの有力なアプローチが密度汎関数法である。

4.1 基礎

与えられた系(物質)において、電子に及ぼす原子核からのポテンシャルを前節のように U剖と書こう。

Vext(r)三乞VI(r-R1) 
R1 
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図3-7:口の関数としての電子ガスの基底状態エネルギー。スピンが偏極しているフェルミ液体、スピンが偏極していないフェ
ルミ液体、ウィグナー結晶、ポーズ液体、の lつの相についての全エネルギーが計算してある。エネルギーの単位は Rydberg。
量子モンテカルロ法による計算結果 (D.M. Ceperley and B. J. Alder， Physical Review Letters 45， 566 (1980))の一部を
図示してある。

rs 
80 40 。

系の基底状態に縮退がないとすると、 Vextが与えられれば基底状態は一義的に定まる。従ってそのときにー電子

密度 n(r)も一義的に定まる。逆に、基底状態のー電子密度 n(r)を与えるような外部ポテンシャルり闘が一義的

に決まるならば(つまり原子核の種類と配置が異なるのに、一電子密度が同一であるようなことが起こらないと

すると)、系の基底状態はー電子密度によって一義的に決まることになる。密度汎関数法は HohenbergとKohn

によって定式化されたが(P. Hohenberg姐 dW. Kohn: Phys. Rev. 136 (1964) B864 )、そこではこの“与えら

れた n(r)に対して U闘が一意的に存在すること"が示された。

n(r)告知→ Hamilto凶m→¥TGs(ground制 ewavefunction)白 n(r)

しかしそこでは、咋えられた η(r)に対して、そもそも対応する加が存在すること(このことをv-repr館山bility

( v・表示可能性)という)>>は仮定された。

n(r)→ v.位 t

この仮定はもっともらしくは思えるが証明はできない(あるいは反証は可能かもしれない)。そこでこれよりもっ

と緩やかな制約が考えられた。それは“一電子密度は反対称波動関数ψRから

v -repr回entability: 

η(r) = N J I♂(Xlt X2，. . . ，xn)12々向 (4-1) 

により得られる"というものである。これを N-repr田entability( N・表示可能性)という(M. Levy: Proc. N叫1.

Acad. SCi. (USA) 76 (1979) 6062 )。

Z 三 (r，~)

ψn→ η(r) 

もし量子力学を信じるとしたら、これはもっともらしい制約である。この N-表示可能性は v-表示可能性よりはゆ

るやかな制約である。すなわち v・表示可能であるならば、 n(r)を基底状態のー電子密度とするような外部ポテン

シャル U田 tが存在し、するとその系の基底状態の波動関数が求まり、従って n(r)は(4-1)で求められ、 N-表示

可能性が満たされている。
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ところでー電子密度 η(r)を与える波動関数は一義的に定まるとは限らない。例えば簡単なー電子問題を考え

たとき、 eik.r[n( r )]1/2はkの値によらず、一電子密度 n(r)を与える。そこでー電子密度 n(r)を与える反対称

波動関数の内で、電子系の運動エネルギー Tと電子間相互作用 1午の和の期待値を最小にするものをψLnとか
こっ。

P[n] =<ψ~inl T+ Veelψztn> (4-2) 

この値 Fは、 n(r)を定めれば決まる値であり、その意味で n(r)の汎関数である。また Fの値は外部ポテンシヤ

ルには依存しない量である。外部ポテンシャルに依存しない演算子を、波動関数の空間の中のある関数で平均し

たものである。その意味で(4-2)は特定の系(物質)に依らない n(r)の汎関数である。さてこの P[n]を用いて

密度汎関数法の基本定理は次の二つに表現できる。

1.基底状態エネルギー汎関数についての変分原理 N司表示可能性を満足する n(r)に対して、そのエネルギー

汎関数 E[n]jを

E司[川η叶]=J加(川
で定義すると、系の基底状態のエネルギー EGSはE[n]の下限となっている。

2.基底状態のー電子密度表示可能性: 基底状態のエネルギー EGSは基底状態のー電子密度nGSの汎関数と

して、

ゐS= J Vext(r)nGs(r)dr (4-4) 

と与えられる。

さて証明をしてみよう。まず第一の証明。

基底状態のエネルギーは基底状態の波動関数ゆGSを用いて、

EGs=<ψGsl V +T + VeelψGS> 

と書ける。ここで V= l:i Vext(ri) である。一方、く ψ~in \Vltþ~in >を丁寧に計算すれば

<仏\Vltþ~in>= J Vext(r)n(r 
が示せる。従って(4-3)は、

E[n]=< ψ~inl V +T + VeelψLn> 

とかける。上記の式を見比べると、 EGSとE[n]は同ーのハミルトニアンの期待値である。基底状態の定義その

ものより、 EGSは E[n]の下限である。

続いて第2の証明。基底状態のー電子密度 nGs(r)を与える反対称波動関数のうち、 T+九eの期待値を最小

にする波動関数をψ二宮としよう。それと ψGSは一致するとは限らない。第一の定理より、

<ψGsl V +T+ Veel ψGS> 三 <ψユ:ì~1 V +T + Veelψユ?5>

が成り立つ。ψGSとψrzは同一の nGs(r)を与えるので、
<ψGsl VI '1/-ω>=<ψ認訂 VIψ託5>

従って上の不等式は、

<ψGsl T+ VeelψGS> 壬 <ψ認'~I T + Veelψユな>

である。ところがこの式の右辺は F[nGs]であり、定義(4-2)より不等号の向きは逆でなければならない。言い

換えると等号が成り立たなければならない。

くψGslT+ VeelψGS> = <句読IT+ VeelψZな>

F
h
d
 
oo 

p
h
v
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従って

Ecs=< ψcsl V +T十九|ψcs> = <付ψ侃仰読訓IV+T+叫尚叫九凡引eI 侃 >戸=J加叫吋(伽T

でで、ある。

以上で証明が終わった。なんだか狐につままれたような印象があるかもしれないが、実は非常に重要なこと

を云っている。つまりー電子密度 n(r)のユニバーサルな関数 F[n]の存在が示されて、それによって基底状態の

全エネルギーが判る、ということである。多体のシュレディンガ一方程式を解いて多体の波動関数を手にいれな

くても、単にー電子密度n(r)が判りさえしたら、基底状態の全エネルギーが求まるのである。

4.2 Kohn・Shamの理論

上の一般定理だけでは実は何も計算できない。枠組みが与えられただけである。具体的な計算の処方実は次のよ

うに与えられる(W. Kohn and L. J. Sham: Phys. Rev. 140 (1965) A1l33 )。まず F[n]を次のように分解する。

2 r r n(r)n(ザ)J_  J_' 
F[n] = Ts[n] + '"'n 1 1 ':¥一一一drdr'+ Exc[n] (4-5) 

J J I rーザ|

ここで右辺第1項はー電子密度がn(r)であるような、電子間相互作用がない仮想的な系の基底状態での運動エネ
ルギーである。第2項は電子間のクーロン相互作用、第三項は交換・相関エネルギーであり、第二項以外の多体効

果を全て含むものである。この電子閣の相互作用がない、しかもー電子密度が本物の相互作用しあっている多体

の系と同一であるような、そういう仮想的な系の存在を導入したのが、 KohnとShamの理論の骨子である。

この仮想系の導入(仮定)によって、多体問題は次のような有効ー電子問題に置きかえられる。すなわちこ

の仮想系は、ある有効ー電子ポテンシャル v(r)のもとで次のような方程式(Kohn-Sh細方程式とよぶ)を満

たすとする。

[-bh小 εsψi(r) 

乞|仇(r)12

(4-6) 

(4-7) 

ただしここで、 tについての和は、スピンの自由度も考慮して、白の小さい順に電子数の分だけ行うものとする。

すると運動エネルギー Ts[n]はその定義からして

九ド]=UW(T)(長マ2)州
なので

Ts[n] =乞Ci-J V州
となる。これを用いると、相互作用がある、考えている系の全エネルギーは

E[← 午苧苧εむi-イ一ゾ十/介μU刈巾仰州(什例仰T吋巾州)n洲η叫(r)吋+イf叫吋T吋)
となる。さてさきほど導入した正体のわからない v(r)を定める指針は変分原理である。すなわち、全エネルギー

が正しい基底状態のー電子密度ncs(r)に対して最小値を取る、という変分方程式(Etuer方程式)を導くべき
である。以下ncs(r)を η(r)と略記しよう。(4-6)より、

午h
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が示せる。これを用いると(4-8)についての変分は

犯叫叫[いn]=イ=!OVρか6伽v(例T吋巾州川)n川附川η吋叶刷仰(什例州T吋刷)dか川吋Tトイ十一ゾ十令引fρμμ川川6伽州州州川川η吋叶州州(什例仲州T吋巾刷)片川υ叫巾刷仰刊(什例附T吋刷削)μ凶d伽T一イ十十fρμ6伽v(例T吋巾仰川)如川附η吋叶刷(什例附T吋) f __ 1_¥ ，_2 η(r〆め') oEXc[いn]1
t ~ex. ，. I ' ~ } 1 r 一Tザ州'1' o η (r) J 

となる。 4電子数不変の条件

! dn(r)dr = 0 
のもとで、上記の E[n]についての変分がゼロになる条件は、 Tによらない一定値の任意性を除いて

2 ( n(r') -1-'， oExc[n] 
り(r)= vext(r) + e~ I一一ーか'+一一一一

である。ここで

} 1 r -r'I~. ， on(r) 

dExc[n] 
c(r) ==一一一dn(r) 

(4-9) 

(4-10) 

のことを交換相関ポテンシャルとよぶ。もし Excの形が判ったら、それを汎関数微分することによって得られる

ものである。上の(4-6)、(4-7)、(4-9)はセルフ・コンシスタントに解かれるべき非線型の方程式であり、これ

をKohn-Sham方程式と呼ばれている。

ここまでの導出には近似は一切含まれていない。したがって Excの形さえわかれば、正確なー電子密度、全

エネルギーが求まるはずである。ただし、多体系と同ーの n(r)を持つ有効ー電子系の存在は、何ら保証されたも

のではないことに注意しよう。

4.3 Kohn・Sham方程式の固有値の意味

Hart陀e-Fock方程式では、その固有値 Q はKoopmansの定理により、状態 4のイオン化エネルギーと関連付

けられた。それに対して、(4-6)でのむはどのような意味をもっているだろうか。それをみるために、各状態の

占有数hを考えよう。このhはOまたは 1の数であるが、これを O:S:;fi :S:; 1に拡張する。そうして、

4n(r)の汎関数 A[n]の汎間数微分

n(r) = Lhl仇(r)12

OA 
ァ (r)
on 

は次のように定義される。すなわち n(けが n(r)+ on(r)に変化したとき、 Aのfi立が A+oAに変化したとする。このとき

となっているような関数

I _ . .. OA _ .. 
oA = I on(r')耳 (r')dr'

OA 
ァ (r)
on 

のことを Aのn(r)に閲する汎関数微分という。 A[n]が

で与えられているとすると、

なので、

である。

A[n] = J a(n) 

oA=伽 on]-A[n]= ! {a(n+on) -a仰 r=!笥r))on 
OA θα(n(r)) 
ァ (r)=ーτー-on on 
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で与えられるー電子密度を考え、このー電子密度の汎関数としての全エネルギー E[n]を考える。それは(4-3)、

(4-5)で与えられ、そこでの運動エネルギーは

むln(T)，hl=pfψ;(r)(るゆか)命
である。そうすると簡単な計算から、

θE 
白 =8fi 

が導かれる。 5従って形式的には状態 tのイオン化エネルギーは、

(4-11) 

EN-llh=O -ENlh=l = -I白(f)df (4-12) 
JO 

とかける。もしも Q のf依存性が無視できれば、(4-12)はHartree-Fock近似で学んだ K∞pm組 sの定理に一
致する。状態tの軌道が、系全体にわたって広がっているならば、町の占有数依存性は、 1/(系のサイズ)の

程度の量であり、系のサイズが大きくなれば無視できる。しかし何らかの原因で状態 tの状態が局在しているな

らば(例えば原子・分子、あるいは欠陥によって誘起された固体中の状態)、白の占有数依存性は無視できない。

(4-12)の右辺を一白(0.5)で近似するのが、 Slaterによる遷移状態の考え方であり、局在状態に関連した励起エネ

ルギーの計算に時々使われる。

実際上は、(4-12)でむの占有数依存性は小さいとして、 εtが1電子励起エネルギーを近似的に表現している、

とすることがしばしばある。密度汎関数法で得られたむをエネルギー帯とみなす考え方である。大雑把な構造と

しては、密度汎関数法が与えるむと実験的に測定されたエネルギー帯とは一致する。しかし詳しく見ていくと、

定量的には両者は一致していない。最も顕著な例は、半導体の禁制帯幅(エネルギー・ギャップ)の問題である。

密度汎関数法が与えるエネルギー・ギャップは実験値の半分かそれ以下の程度の値を与える。実際の計算では、交

換・相関エネルギーに近似を用いるので、その近似の問題もあるが、原理的には Kohn-Sham方程式の固有値は

1電子励起エネルギーとは対応していないことに注意すべきであろう。このことについては、 GW近似のセクショ

ンでまた議論しよう。

5定義より
庁r. n，2V2 
ーニ=く向|一一一一|ψ>
θん

また、 θπ(r)/θ'!i= 1山(r)12に注意すれば、

表[/吋川r] f吋川)12

会[~//1与野村，] //活気|州W
が示される。交換相関項は

JLEMIni 
θh 

となる。結局

r L dn(r) oExa[nJ -一(Exa[n+ OnJ -Exa[n]) = .l!m _ I dr一一一一一一-.，-0企Ii，-~~，.- • -'-J Ai:='o J ムIi on(r) 

/1向山a(r)dr
θE[nJ r _1.*1_¥1 n2V2 ，_. 1_¥， r n(r') 一一 ψ;(r)[ー一一 +vext(r)+I一一ーか'+μxa(r)J山(r)drJ "'" 2m . -_.，.，. J Ir-r'l 
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4.4 局所密度近似 (Local Density Approximation: LDA) 

Kohn品卸方程式によって多電子問題が 1電子問題に書き直されたが、 Exc[n]およびその n(r)についての

汎関数微分μxc(r)= dExc[η]/dn(r)がわからないかぎり、これ以上は先に進めない。しかし Exc[n]がわかる
ということは、一般的に多電子問題が解けたということに等しく、それは容易なことではない。比較的によく知

られた系からの類推によって Exc[n]の形を推定(近似)することが必要である。比較的良く知られた系の代表

は、前セクションで調べた一様な電子密度をもっ電子ガスの系である。

一般的にはどんな物質をもってきても、電子密度は空間的に変動している。しかしその変動が緩やかであるなら、

局所的にはその点での電子密度 n(r)をもった一様電子ガスとみなせないだろうか。つまり各点 Tで、微小な体積

の電子ガス(密度 n(r))があり、それの集合体として、実際の空間的に変動している電子密度をもっ系があると

考えるのである。そうすると、各点 Tの“微小電子ガス円に対しては、その交換相関エネルギーは εxc(n(r))dr

で書け、全体の交換相関エネルギーは

Exc[n] = J eXC州 (4-13) 

となる。ここで εxc(no)は密度 noをもっ一様電子ガスの交換相関エネルギーである。これより、交換相関ポテ

ンシャルは定義により、
dexc(n) 

μxc(r) =εxc(n(r)) + n(r)一一一一 (4-14) 
dn 

と与えられる。 εxcの具体的な形は解析的には求まらないが、前セクションで紹介した量子モンテカルロ法計算
( D. M. Ceperley and B. J. Alder: PRL 45 (1980) 566)により、数値的には求まっている。その計算値を内挿し
た表式が実際の局所密度近似計算では用いられている(内挿の例として、 J.P. Perdew and A. Zunger: PRB 23 

(1981) 5倒的。

相関(correlation )効果も含めたεxcの具体的な形は簡単ではないが、交換効果だけを考えた場合の交換エネ
ルギーεxは前セクションの計算で求まっている。(3-14)より、

3e2 
εy=  
4παro 

密度 noとroとの聞の関係を思い起こせば、

εx(η0) =一芸附]1/3
である。従って局所密度近似で、の交換エネルギーは、

23(3π2)1/3 [1__1_¥¥4/ 
Ex[n] =-e寸「/(n(T))4/3dT (4-15) 

と書ける。また交換ポテンシャルは、

μx(r) =εx(n(r)) + n(r)生誕El=-e2(3π2)1/3(n(T))1/3 (416) 
dn π 

となる。(4-16)の形は、密度汎関数法が確立する以前に、 J.C. Slaterによって提唱された交換ポテンシャルと

形が似ている。 Slaterによる取り扱いでは、 H町tree-Fock近似における軌道状態に依存した交換ポテンシャルを、

適当な重みをつけて平均し、具体的な表式の導出では、軌道を平面波で置き換えて計算している。結果として

μ似陥Xaα作 ÷ d列ぺ(て??2勺叩)戸ヘ1
が得られた。これは密度汎関数法の局所密度近似から得られた値の (3/2)倍になっている。また Slaterは経

験的パラメーターαを導入し、 α=rv2/3の適当な値を用いて、電子相関効果を取り入れようとした。このアプ
ローチは Xα 法とよばれている。

G
d
 

n
6
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4.5 局所スピン密度近似 (LocalSpin Density Approximation: LSDA ) 

これまでの議論では電子スピンの自由度を考えてこなかった。しかし Hartree-Fock近似での交換ポテンシャ

ルはスピンの向きによって異なっていた。それからも類推されるように、密度汎関数法での交換相関エネルギー

Exc[n]は、上向きスピンの 1電子密度町(r)と下向きスピンの 1電子密度町(r)の両方に依存するはずである。

実際、電子ガスの系での交換相関エネルギーは、上向きスピンの 1電子密度町、下向きスピンの 1電子密度川

の和である全1電子密度町+町だけでなく、スピン分極の大きさ川 -n!にも依存していた(図与7参照)。

従ってスピン自由度を考えた局所密度近似(局所スピン密度近似)での交換相関エネルギーは、

h恥州c[ゆ伽州[い[nT町州Tバ(吋川川，川川川n川川巾刷iバρ州(什例T吋)トf ε匂eXC附 ，川川川け刷η町刈巾州iバρ州(什例T吋)州)
とかける。ここで、 εxc(n↑(r)，n!(r))は前述の電子ガスに対する最も正確な交換相関エネルギーの表式を用いる。
全エネルギーの nT(r)とn!(r)に対する Euler方程式を導くと、 Kohn-Sham方程式(4-6)、(4-7)のスピン自

由度も考慮した場合の結果として、

[云九σパJ刷イ(什例刊T吋イ)]いl
η~川σ.，.(什例T吋) = ~玄=1 1/Jiψ仇tバT吋)12

(4-19) 

(4-20) 
zσ 

が得られ、ここでの有効ポテンシャルは

2 r n(r') 
v.，.(r) = vext(r) + e~ I一一一dr'+恥 (r)

J 1 r-r'l 
(4-21) 

である。ここで

n
一
町
一
句
C
E
 

X

一
E
一

F
A
U
--一一T

 
C
 

σ
X
 

(4-22) 

となることが示される。

得られた表式は、 Hart陀令F∞k近似における、スピンに依存した Hart肥e-Fock方程式と一見似ているが、電子
相関効果も εxcを通じて入っているところが似て非なるものである。

4.6 交換相関正孔

さてここで近似に依らない一般的な総和則を導いておこう。それは Hartr時 Fock近似で導いた交換正孔に関す

る結果が、相関効果を取り入れたときにどうなるか、という問題である。厳密な表式として(煩雑さを避けるた

め、スピンの自由度を忘れよう。一般化は容易である)、交換相関エネルギーは、

2 r r n(r)nxc{r， r') 
Exc[n(r)] =:. I I .." :'~A'-' ~"I" I drdr' (4-23) 

J J 1 rーザ|
と書けることが示される。ここで nxc{r，r')は次のように定義される。今、電子間相互作用を入倍にスケール

し、同時に外部ポテンシャル U口 t(r)も入に依存している(円(r))ような系を考え、この外部ポテンシャルの

調整によって、もともとのハミルトニアンカ、ら導かれる 1電子密度 n(r)が不変であるとしよう。このような系に

対して、電子密度の相闘を考えると、この仮想的な系での2体分布関数 gλ(r)を用いて、

n(r)n(r')g入(r，r')=<ぬ(r)ぬ(〆)>λ -d"(r-r')n(r) 

と書ける。ここで、 <・・・ >λ は演算子の入ハミルトニアンの基底状態での期待値を意味する。この gλ を用い

て、(4-23)のnxc(r，r')は、

nxc{r， r') = n(r){g(r， r') -1} 

g(r，r') =か9λ(r

-690一



「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

と与えられる。

(4-23)の導出

ハミルトニアン
一一 、_2_一一 唱

H(入)三 T+ ) ve"，t(r.) + . .: )ー寸
~-~_.，.，. 2 ム~1 r. _r;12 

を考えよう。本当のハミルトニアンは H(入=1)であり、そこでの1電子密度は n(r)であるとしよう。今何か余分な一体のポテンシャル(し
かし n(r)に依存するポテンシャル)

V[n，λ] 

を H(入)に加え、結果として生じたハミルトニアン

H(λ) == H(入)+V[n，>.] 
の基底状態での l電子密度が、今解きたいハミルトニアン H(入=1)の1電子密度と等しいとしよう。ここで次のようなエネルギーを定義
するの

E(入)=く守(入)1H(入)1'l1(入)>
ここで'l1(入)は H(入)の主主底状態である。これを入で微分すると、

dE(λ d I 
一一 = ー I'l1*(入)H(入)叩)dx
d入 dλI

dH(入)
<叩)1一一|叩)>+ー<叩)1'l1 (λ)> 

d入

応終行第2lPは定数 (nl俗化されている)の微分なのでゼロ。従って

ここで

dE(入 1ro /¥¥. _ .T"'" dV[η，λ] 
一一一=一品川(入)+<'1'(入)1一一一一1'l1 (入)>
d入入 d入

Ein心)三く安(入)1竺〉ー 1τ|を(入)>
2 Lィ1r， -r;1・

である。これを λで積分すると、

fλ dV[n，入']I ~Td ，，" .... (λ 
E(入)= E(O) + 10 d入'<古川つ7lW)>+人町民nt仰

となる。 V[n，>.']はl電子のポテンシャルなので、

である。従って

となる。

に注意すれば、

を符る。(4-5)と見比べて、

を得る。さて密度演算子は

dV[n， >.]， .T.t" _ r L dV[n， >'] 
く'l1(λ)1っγ1'l1 (λ) >= I drつ了n(r)

fhYl  '<申(入')1ーヨヌァー1It(入')> 

町附刷恥0的)=To叫九叫叫[い伸η

町印削入均)=百叫叫州い川η]+ ! drVext川

f dx fd44(T) 
一!drV[n，>.=脚)

r"， 1 ro /，'， e2 { ( n(r)n(r'守) 
ExC[n] = I d入'っE，nt(入')一一 II一一一一ん >.'-....，--' 2 J -' Irーザ|

合(r)三乞o(r一円)
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であり、

n(r) =< 'l1(入)1n(r)1宙(λ)>三く命令)>λ
が一般的な表式である。 ζこで密度の相関関数くぬ(r)命令')>λ を用いた次の表式を計算してみよう。

11d入十f介介計dr'~ 乍ぢ引;い>λλ 1

1 

dイ入ヅf針f介計，己可(伊乞く←いTοω訓紳s列伶(令r'-r川+去玄くいρ以訓仲i)8(r'列伶8(r'φ(r'〆ιr'-ri一寸刊F町i)
\4予~ / 

1
1

川内
1

二〉刈匂d臥ベ帰合λ〈伝恰十(包好炉E??い<什州仰叩州曽町叩削州(似川州入均刷)1向 引叩削ゆ…川λ功わ川吋)り川吋>刈イ+イfイψψ十d計M
ム………
F〆k…吋，、V刈川<什州叫曽引叩(仏入)lPひトト(什トい…Fト…一→T

11吠凸九ωωn叫川州tバω(仏州入
ここで平均値からのずれを3表長す密度筒算子を

で導入する。 (4-24)と上記の密度の相関関数に対する表式をくらべると、結局、

2引fυf尚 11かρd>"心入…
11ゆ n叫叫州州山tバρω仰(οω仙入功桝)H+2打f命f介針〆，0ぺ6何「℃(ぺ乍;下;ごコf均引叶r丸河rr(什肘F吋)一e; J d十'性幹-e

2

2 J合介，0(;;fr)
ExC[叶 (4-25)

を得る。通常、 2体分布関数 gλ は、

<冗(r)π(r')>λ-8(r -r')n(r) <命令)合(r')>λ-n(r)n(r') -8(r -r')n(r) 
n(r)n(r')gλ(r， r') -n(r)n(r') 

n(r)n(r')[gλ(r，r')ー1]

で定義されるので、

Exc[n] = e; J J drdr' n(rにでγ) (4-26) 

と書くと、 nxcは、

川〆)= n(r') (11 dλgλ(r，r')ー1 (4-27) 

となる。

この nxc{r，r')のことを交換相関正孔(位chang<令correlationhole )とよぶ。重要なことは交換正孔のときと
同様に次の総和良IJを満たしていることである。

J nxc{r， r')dr' = -1 例

証明は、 2体分布関数を上記の導出で、行ったように、密度演算子の相関関数で書き直し、積分を実際に実行すれば

容易である【宿題】。交換正孔の時と同様に、電子は自分自身のまわりから電子を排除する(正孔をひきつける)

が、その総和は丁度自分自身と同じ量である。

現実の系で2体分布関数を正確に求めることは難しいので、なんらかの近似を導入することになる。局所密度近

似での nxc{r，r')は、点 Tでの n(r)の値に対応する密度の一様電子ガスを考え、その電子ガスの系での2体分

布関数9h(1r -r'l; n(r))を用いて、

n会:gA(r，r')= n(r){{9h(1 r -r'l;n(r)) -1} (4-29) 

としている。総耳目則は2体分布関数の一般的な性質から導かれるので、この局所密度近似での交換相関正孔も、 9h

が正確に求まってさえいたら、総和則

Jn銘:4(げ)dr'=-1 

ヮ“
n
H
U
 

F
O
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図4-1: 全エネルギーを基底関数としての平面
波の数でプロットした図。縦軸は Si結晶の単位胞
当りのエネルギーを Rydberg単位で表し、横軸は
平面波の数をその最大波数の平面波のエネルギー
仰が)j(2m)で表したもの。基底関数系を完備に近
づけるにつれて、全エネルギーが一定値に収束し
ていく o A. Oshiyama and M. Saito: Journal of 
Ph戸icalSociety of Japan， 56， 2104 (1987)。

図4-2: Si 結晶の全エネルギーを格子定数の関
数として計算した図。縦軸は単位胞当りのエネル
ギーを Rydberg単位で表し、横軸は立方結晶の格
子定数をポーア半径(0.529 A)単位で表したも
の。 (a)、(b)はそれぞれ、平面波基底のカットオフ
をエネルギー単位で、 17.5rydberg、21.2Rydberg 
とした結果。 A.Oshiyama and M. Saito: Journal 
of Physical Society of Jap担， 56， 2104 (1987)。

は満たされる。しかし厳密な表式(4-27)に比べれば、点ザでの電子密度に比例すべき量が、点、 rでの電子密度

に比例していることなど、顕著な遣いがある。

局所密度近似によって得られる、実際の物質の構造的性質(格子定数、圧縮率など)は実験値と非常に良い一

致を示す。実験値との相違は、格子定数において 1%以下、圧縮率において数%の程度である。以下、いくつかの

計算例を見てみよう。

まず構造がわか.っている物質の格子定数(原子間距離)を求めることは現在では極めて容易に行える。計算

機の中で格子定数を変化させながら全エネルギーを計算すれば、その最小の点を与える格子定数が理論的格子定

数である(図4-1及び4-2)。

またいくつかの可能な構造について、原子間距離を変えながら全エネルギーを計算すれば、安定な相を計算す

ることもできる。実験的には高圧を印加することにより構造相転移を誘起できる。図 4ー3はSi原子からなる結品

に対していくつかの可能な構造を考え、その全エネルギーを体積に対してプロットしたものである。この計算結

果と、熱力学的関係式

=一戸)θV 
より構造相転移が生じる臨界圧力(2相のエンタルビーが等しくなる圧力)を求めることができ、そのときの体

積を求めることができる。この Si結晶の場合、 LDA計算によれば、ダイヤモンド構造から配位数の多い 3ス
ズ構造に相転移する圧力は、 99kbarと計算されている。実験値は 125kbarである。誤差は比較的大きく 20

%である。一方構造相転移が生じる圧力での2相の体積は 1%程度の誤差で実験値と一致している(表4-1)。

4.7 一般化(スピン)密度勾配近似

局所密度近似は確かに実験と定量的に一致する結果を与えるが、しかしそれが良い近似であるためには、単純

に考えれば、

|ム出Eil
kF(r) nσ(r) 

円。
G
d
 
po 
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図4-3: ダイヤモンド構造、六方ダイヤモンド構造、 βスズ構造、六方最密充填構造、面心立法構造のそれぞれに対して Si
のエネルギーを計算したもの。横軸は規格化した体積。 (M.T. Yin and M. L. Cohen， Physical Review Letters， 45， 1004 
(19加)J。

表4-1:ダイヤモンド構造 Siとβスズ構造 Siの圧力誘起相転移点での各相の体積と臨界圧力。ダイヤモンド相での体積vtd

、βスズ相での体積巧
β、臨界圧力 R。体積は圧力Oの時の体積でノーマライズしである。

LDA計算値

実験値

誤差

Lid げ 九

0.928 0.718 99 s 

0.918 0.710 125 

1.1 % 1.1 %・ 20% 

-694一
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表4-2:典型的半導体である SiとGaAsの格子定数αと体積弾性率(Bulk Modulus ) Bに対するLDA計算値とGGA

計算値。

LDA GGA Expt 

Si 

α(A) 5.38 5.47 5.43 

B (kbar) 999 972 960 -994 

GaAs 

α(A) 5.63 5.79 5.68 

B (kbar) 754 656 756 

が成り立つ必要があるように思える。ここで kF(r)はn(r)から逆算される位置 Tでの局所的なフェルミ波数で、
ある。この条件式は決して緩やかなものではなく、成立していないこともままある。それではなぜ局所密度近似

が実際の物質に対して良い結果を与えるのだろう。

それを考えるためには、局所密度近似を超えて 1電子密度の空間変化

¥7nσ(r) 

の相関エネルギーへの影響を考える必要があるだろう。詳しい議論は原著論文(J. P. Perdewet al: Phys. Rev. 

B46， 6671 (1992)とそこでの文献)、あるいは解説書(藤原毅夫:国体電子構造、朝倉書庖、 (1999)p61 )に譲る
が、話の筋道は以下のとおりである。交換相関エネルギーに対する正しい表式(4-23)から出発して、長波長の密

度揺らぎを考慮した結果の式として、

r n A.  ，.. 1 r _ ，_  _ _-.aどL 7 
Exc[n(r)] = E~gA[n(r)] +一一 Idr{¥7 kF( r)}2 [2e一時子ーム]16π21 

を得る。ここでたTFはThomaふFermi波数々F三、!4kF/(π句)である。また導出の過程から、局所密度近似の
適用範囲として、上の条件式より緩い

| 1 町叫川σ(T(r什(r)1': 
一一rド

4

、<<1 
6たF(r)ησ(什r)

、

が得られる。この左辺の値は多くの系において 0.1の程度である。

もうひとつ重要なことは、やみくもに Exc をn(T(r)、¥7n(T(r)で展開したとしても、それは決して局所密度
近似の改善とはならない。そうした展開では、前節で示した交換相関正孔の総和則(4-28)を満たさなくなってし

まう。総和則を満たすように、空間変化マn(T(r)の効果を取り入れた電子相関エネルギーの表式がいくつか得ら
れている。これを一般化(スピン)密度勾配近似(Generalized Gradient Apprほimation:GGA)という。

典型的な半導体の構造定数を表4-2に示す。この場合には LDA近似ですでに実験値と良い一致をみせているの

で、 GGA近似でそれが改善されるということはないようである。しかし LDA近似とGGA近似で定性的な違

いを示す例もある。

一般化密度勾配近似は原理的に局所密度近似よりも進んだ近似である。しかし上の例でみたように、近似を

行っても局所密度近似に比べて顕著な改善は見られない物理量もあるし、一方、例えば、原子振動スペクトル、遷

移金属の磁気状態、原子移動の活性化エネルギーなどでは、局所密度近似と一般化密度勾配近似で、は結果が遣って

くる。
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5 時間依存密度汎関数法

密度汎関数法は、実際の物質の構造的性質、及び電子的性質を計算するひとつの処方護を与えている。実際、

局所密度近似、一般化密度勾配近似は、物質の構造的性質あるいは電子的性質を驚くほどよく記述することがわ

かっている。しかし、ここまでの枠組みは、あくまで熱平衡状態ないしは定常状態の記述である。時聞に依存した

現象(例えば時聞に依存した外場に対する応答)を記述するのに、密度汎関数法は使えないだろうか?これに対

するひとつのアプローチが、時間依存密度汎関数法(Time Dependent Density Functional Theory )である。 6

Kohn-Sham方程式(4-6)、(4-7)、(4-9)は時間に依存しない Schrodinger方程式のような形をしている。

従って非常にナイーブには、電子は原子核等からのポテンシャル U回 (r)に加えるに、時聞に依存する外場ポテン

シャルを感じるとし、それを Vext(r，t)と表して、時間に依存した Schrodinger方程式からの類推で、以下のよう

な時聞に依存した Kohn品 m 方程式を考えることが可能かもしれない。

12川 )J_' 犯 'xc[n]ζ~(r，t)+e f-dT+一一l仇(r，t) =ゆ (r，t) 1 r-r'I-' 
， 
dn(r，t) 

n(r， t) =乞|ψi(r，t)1
2 

(&-1) 

(&-2) 

実際初期 (80年代)の計算では、(&-1)、 (&-2)が成立することを仮定して計算が行われていた。しかし、元々の

Kohn-Sham方程式は、全エネルギーがー電子密度の汎関数で一意的に書けるという正確な定理、そして正しいー

電子密度はその全エネルギーの極小を与えるという変分原理、に基づいて導出されたものである。 (5・1)、(ふ2)

も、もし成り立つのならば、同様に厳密に量子力学によって証明されなければならない。

本セクションでは、その証明と、応答係数計算への応用を紹介する。

5.1 外部ポテンシャルとー電子密度の対応

証明すべきことは、時間変化している系の物理量、あるいは波動関数がその系の時聞に依存するー電子密度

の汎関数となっているのかどうか、ということである。時間依存している多体系のハミルトニアンは、

.;tt' = T + V + Vee 

ここで、

T=-ztv? 
e2ヤ

"'

1 
一一 . 
Vee 7 ー一一一一一一一ー

2お1ri一円|

であり、多体系は、原子核等からのポテンシャル及び時間に依存した外場ポテンシャルのもとにある。それをまと

めて、

V = L Vext(ri， t) 
と書いた。系の波動関数をは多体の Schrodinger方程式

i1i三宮(t)= .;tt''l1(t) (&-4) 
θt 

を解いて得られる。一電子密度 n(r，t)は時間に依存しない場合と同様に、波動関数を用いて、

(&-3) 

伽 )=N/1引い，'"，xn;t)仰 X2...d机 Z三什 (&-5) 

6E. Runge and E. K. U. Gross， Physical Review Letter宮， 52， 997 (1984); E. K. U. Gross， J. F. Dobson and M. Petersilka， in 
Density Functional Theory edited by R. F. Na1ewajski， Springer Series Topics in Current Chemistry ( Springer， Heiderbe恥 19部
) p81. 
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と与えられる。

さて時間依存密度汎関数法における基本定理は次のように言い表される。

定理: 外部ポテンシャルり位t(r， t) と V~xt(r ，t)のもとで運動している2つの多体系を考える。ある

時刻 toでは2つの系は同一の波動関数を0=を(to)で、記述される状態にあったとする。その後の系の

時間変化を考える。それぞれの系のー電子密度を、 n(r，t)及びが(r，t)とすると、もしも2つの外部

ポテンシャルが空間的に異なるならば、すなわち時聞にしか依存しない関数 c(t)を用いて

り剖(r，t)手りい(r，t) + c(t) (5-6) 

であるならば、

n(r， t)手が(r，t) (5-7) 

である。

この対偶を考えれば、一電子密度が等しいならば、外部ポテンシャルは等しいことになる。言い換えれば、時間

に依存する外部ポテンシャルとー電子密度は 1対uこ対応している。
さて証明だが、まず外部ポテンシャルはThylor展開できるとしても一般性は失わないだろう:

Ve滋(r，t) =乏志向(r)(tーザ (5-8) 

らt川=針~(r)(t-tol 

すると上の定理は、ある整数 kが存在してそれに対して

Vk(r) -v~(r) =手(vext(r，川対(r，t))lt=to =1= const叫

(5-9) 

(5-10) 

が成り立つような 2つのポテンシャル Vext 、 V~xt に対して証明すればよい。

証明の第1歩として、上の外部ポテンシャルの異なる 2つの系に対して、電流密度が異なる事を示そう。電流

密度演算子は、
~ N 

3(r) =主主(Vr，o(r -ri) + o(r -ri)Vr
‘

(5-11) 

であるから、 2つの系での電流密度はそれぞれの系での多体の波動関数を 'l1(t)、'l1'(t)として、

j(r， t) = < 'l1(t) Ij(r) I曽(t)> 

j'(r， t) = < 'l1'(t) l3(r) I 'l1'(t) > 

で与えられる。 7一般的に演算子。の期待値の時間変化に対して

まく曽川 (5-12) 

7電涜演算子が 1休の演算子であることに気をつければ、実際

N 

j(F，t)=2ε/仕向 dri-ldri+l 州[It.(rl.....ri-l.r，ra+l 叩 )V同 (rl，....ri一川叩・rN)
一宮(rl，・・・.ri-l. r. ri+l…rN) Vrlt.(rl.... ，ri-l，r.ra+l.. .rN)] 

と見慣れた形になる。

円

in
叫

U
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(5-13) <的)lj(T)!?(t)>=-i<的)I [3(r)， $(t) ] I的)> 

< ¥T'(t) 13(r) I ¥T'(t) >=ーと < ¥T'(t) I [3(r)， $'(t) ] I ¥T'(t) > 
九

θ
一説

θ
一白

が成り立つので、

11j(T，t) 
θt 

jlj'(T，t) 
8t 

(5-14) 一

となる。?と Vは時刻 toで、は等しかったので、

(日5)¥T(to) = ¥T'(to) =れ

-i<曽oI r.J(r)， $(句)-$' (to) ] I '110 

-no(r)マ(vω(r，to) -v~(r， to)) 

一

これより、交換関係を計算することにより、

会(j川 -f川 It=to
(5-16) 一

を得る。ここで初期ー電子密度を

(5-17) 

と書いた。

条件式(5-10)が k= 0'こ対して成り立つならば、(ら16)の最右辺はゼロにはならない。従って時刻 toよ

りほんの僅かでも後の時刻において、 j(r，t)とj'(r，t)は異なることになる。もしも条件式(5-10)がゼロでない

ある kに対してはじめて満たされる場合には、上記の交換関係の計算を (k+ 1)回行うことにより、

no(r) = n(r， to) 

(5-18) = -no(r)Vωk(r) # 0 (会)k、
(5-19) 

が成り立つ事が示される。 8ここで

叫 (r)三(会)k (vext(r 

である。これより t= toより僅かでも後の時刻では、 2つの系の電流密度は異なることになる。すなわち(5-16)、

(5・18)より、いずれの場合にも外部ポテンシャルが異なれば

(5-20) 

が証明できた。

さて次はー電子密度である。外部ポテンシャルが異なればー電子密度も異なることを証明したい。それには

連続方程式を使う。

j(r， t)手j'(r，t) 

(5-21) 互い(r，t)ーが(r，t))=-V・(j(r，t) -j'(r， t)) 
at 

この両辺を時間について (k+ 1)回微分すると、

(ら22)(会)k刊川ーが(r， t))lt~t"=マ川町(r
を得る。この式の右辺はゼロにならないことが示されれば、 n(r，t)とが(r，t)は異なることが証明できたことに

なる。右辺がゼロにならないことを背理法(reductio ad absurdum )で証明してみよう。まず

V. (no(r)Vωk(r)) == 0 

B証明せよ。 k=1，2の場合に証明できれば後は容易に一般の場合に示せるはず。
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と仮定する。次に積分

f仇 o附叫(r)F
= -/州市川町仙fdS 0 (no(r)叫(和dr))

を考える。右辺を得るのに Greenの定理を用いた。右辺第1項は仮定によりゼロである。第2項の表面積分も、

物理的に意味のある外部ポテンシャルに対してはゼ、ロとしてよいだろう (ωk(r)が少なくとも l/rでゼロになれ
ばよい)。左辺の積分は負になることはないから、結局

no(r)[Vωk(rW言。
である。今2つの外部ポテンシャルに対して

ωk(r)手0

となっているのだから、これは矛盾である。以上で証明が終わった。

すなわち、時間に依存した2種類の異なる外部ポテンシャルのもとでの2つの多体系では、その時間に依存し

たー電子密度は異なることが示された。対偶を考えれば、ー電子密度と外部ポテンシャルは 1対1に対応している

ことが示されたことになる。言い換えれば、一電子密度が決まればそれに対応する外部ポテンシャルがユニーク

(一意的)に決まり、従ってハミルトニアンさらには多体の波動関数も位相因子を除いて一意的に決まることにな

る。すなわちー電子密度の汎関数である:

を=並[n](t)

波動関数が決まれば任意の物理量はそれによって計算で、きるわけだから、任意の物理量はー電子密度が決まれば

決まることになる、すなわちー電子密度の汎関数である:

O[n](t) =<金[n](t)I O(t) Iをい](t)> 

5.2 最小作用の原理と時間依存 Koh任 Sham方程式

さて次に導きたいのは時聞に依存したKohn・Sham方程式(ふ1)である。実はこれは最小作用の原理から導

かれることを以下に示そう。

次のような作用 (action)を考える。

(t1θ  
pf = I dtくを(t)I抗:L-.Ye(t) I W(t) > ι23) t。 θt

この作用は、ある初期値(5-15)をもっ様々な波動関数?に応じて、いろいろな値をとるが、 Schrodinger方程

式(5-4)は、この作用が最小値(停留値)を取るような波動関数が満たすべき方程式として導出される。前節で

示したように波動関数はー電子密度 n(r，t)と1対lの対応があり、従って n(r，t)の汎関数なので、この作用は
ー電子密度の汎関数と捉えることもできる:

(t1 o. _.  "， • .0  d 
d[n] = I dt < 曽[n](t)I in :L -.Ye(t) I w[n](t) > ら24)t。 δt

この作用は、 Schrodinger方程式を満たす?のところで停留値を取るのだから、その波動関数に対応した、すな

わち求めたいー電子密度 n(r，t)のところで停留値を取ることになる。すなわち正しいー電子密度は、この作用に

対する Euler方程式
od[n] 
on(r， t) -V (5-25) 

を解くことによって求められる。
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上の作用をいくつかの部分に分けよう。まず外部ポテンシャルに関係した部分は、

γη仰刑い同η] 三 l〈fかρ::〉〉z〉)d出t< 叫仰刷刑仰n叶d榊](怜(れ川t
tの) 〈fルρ1V〉d占tヅf川，t)vext(r，t) 

となる。作用 d[n]からこの外部ポテンシャルの項を取り除いた部分、

(tl _ _. •. . . ._ d 
A[n]三 Idt < 引n](t)1 in :-< -T -Vee 1江'[n](t)> t。 θt

(5-26) 

(ι27) 

は、原子核からのポテンシャル、与えた外場などには依存しない。一電子密度n(r，t)を与える波動関数が決まれ

ば一意的に決まる。その意味でこれは n(r，t)のユニヴ、アーサルな汎関数である。

次のステップに進むために、ここでひとつの仮想的な系を考える。この系では電子はある有効的なポテンシャ

ル Veff(r，t)の中を運動しており、互いに相互作用をしていないように見える。しかしそのー電子密度は、いま考

えている相互作用しあっている本物の系のー電子密度 n(r，t)と等しいとするのである。この手続きは、(時聞に

依存しない)密度汎関数法での Kohn-Shamの理論と全く同じである。このような仮想的な系が存在することを

証明することはできない。あくまでひとつの仮定である。あるいは数学的に云えば、 n(r，t)で構成される関数空
間全体の内、ある限られた空間で、作用を最小にする n(r，t)を探し出すことに相当している。

この仮想的な系では、ー電子軌道。(r，t)状態に各電子は収容され、このー電子軌道は有効的な方程式

!l I 士2 ， 
・Rニ内(r，t)= (-~.__ V2 +りeff[n](r，t) } (TJ(r， t) ら28)θtrJ¥-'-J ¥ 2m - . -""L.-J¥-'-J J rJ 

を解くことによって得られる。この仮想系は本当のー電子密度n(r，t)に対応して考えたものなので、有効ポテン

シャル Veff(r，t)は n(r，t)の汎関数である。この仮想、系全体の波動関数はー電子軌道から作られるスレータ一行

列式

φ(日 2，-..，rNjt)三ホ|仰，t) 
である。従ってこの仮想系でのー電子密度先(r，t)は

冗叶伽削(什帆仰川T民吋川，t)の= Nザ/1同r川附Itn判川n吋市(いZ…，X川川Xn川ω川n川μ川;メ刈tのw々ぬωld向d
= 2玄=1の似(r州川，t刈tの)12 ら29) 
3 

となる。このπ(r，t)が、本当のー電子密度 n(r，t)と等しいとするのである。注意すべきは、多体の波動関数雪
そのものがひとつのスレータ一行列式 φの形に書けることを仮定してはいないことである。

さてこの仮想系の運動エネルギーに関係した作用の部分はスレータ一行列式 φを用いて計算できて、

l〈fルρ::〉〉E〉〉d占t< 到刷州η叶4榊](怜(t川t
~ {戸tl _ {_ ， (克2¥
) : I dt I drCTj(r， t) (-~'__ V~ 1 ctj(r， t) (5-31) ケt日 ，---T]'-'-'¥ 2m- JTJ 

となる。ここで記号 Asを以下のように導入しよう。

利nl=fdtく φ[n](t)1 in 
この作用は簡単に計算できて

{tl _. r-'¥ ( _ ， rθ n? _，，1 
As[n] = I dt): I d的事(r，t) I iñτ+~町内(r，t) んケ， --.，..] ¥ -， -， 1-. -dt . 2m -1"" J 

-700-
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となる。

(ι24)、(5-26)、(5-27)、(ら32)より、

[t1 J.L [ J___'_ .L'__ '_.L' 1 [t1 J.L [ _'-_ [ -，_，n(r， t) n'(r， t) d制=A's[n] -I dt I drn(r，t)vext(r，t)一一 Idt I dr I dr' ..，;~， .._~-.' -/ -d'xc[n] ら34)
to _V J --.V，_ ，-/-"....，，-'VJ 2 Jto _V J --J -- I rーザ|

と書ける。ここでぬcは交換相関作用ともいうべき寄与で、

[t1 _" [ '- [u  n(r， t)η'(r， t) 
ぬc[n]= A's[n] -Æ'[nト~ I dt I dr I 人 J --J -- I rーザ| (5-お)

となる。(ら28)、(5-33)より、

A's[n] = 1:1 J川 ，t)Veff[n]
と書けるので、上の作用 d'[n]は、

ゆ灯台n(r，t)Veff[n](r， t) -1:1 dt J仇川副(r，t) 
~ 1~1 dt J dr !川，t)n'(r， t) 一局w[n]
n _V  J --J -- I r -r' I 

である。 π(r，t)→ n(r， t) + dn(r， t)なる変分を取ると、

[t1 [ LL'_  .L' r__ LH_.L' ，_ .L' [-，-， n'(r，t) dd'xc[nl1 
dd'[n] = I I drdn(r， t) IVeff[n](r， t)一%対(r，t) -I dr' I .~一一一一一一一一ー|J

to 
J ---'"¥" '"J l-.，lll'VJ'-'VJ -e....，，-，VJ J --I r-r' I dn(r，t) J 

である。これが停留値(極小値)をとるという条件 (E叫er方程式)は、従って

[ -'-， n'(r， t) . d.o'xc[n] 
Veff[n](r， t) = Vext(吋)+ I dr一一一一+一一一 (日7)J --I r-r' I I dn(r，t) 

である。すなわち、本当のー電子密度と等しいー電子密度をもっ仮想的なー電子系があるならば、そのー電子系

は(5-37)で与えられる有効ポテンシャルの中を独立に運動しているものと考えられ、各々のKohn-Sham刺草は

(5-28)を解くことによって得られる。有効ポテンシャルに表われるー電子密度は(5-29)によって与えられる。

この一連の連立方程式群が、時間依存密度汎関数法における Koh岳 Sham方程式である。交換相関相互作用から

(ら36)

の寄与については、時間に依存しない密度汎関数法における

dExc[n] 
c[n](r) =一一一

dn(r) 

の代わりに
d.o'xc[n] 

c[n](r， t) =一一一
dn(r， t) 

(ふ38)

が登場している。

この有効的なー電子の系での電流密度は、

N 

j(r， t) =会主(勾(吋 (ら39)

で与えられる。この電流密度と、相互作用しあっている本当の系の電流密度とは等しいだろうか。本当の系では

波動関数は φではなく?で与えられ、電流密度は (5・11)の対角成分によって与えられる。両者が等しいことは

証明を要する。詳細は省略するが、二つの波動関数は時刻 toで一致していたこと、及び連続の方程式から、ふた

つの電流密度は等しいことが証明される。
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5.3 外場に対する線型応答

時間依存密度汎関数法の応用の代表例は、多体系の応答係数の計算であろう。線形応答から非線形応答ま

でいくつかの計算例があるが、ここでは線形光学応答を決めている誘電関数あるいは誘電応答関数(あるいは

density-density r'田ponsefunctionともいう)の計算を紹介しよう。

次のような外部ポテンシャルの中にある多体系を考える。

vo(r) t三to
'ext(吋)= < ， vo(r) +町(r，t) t > to (ι40) 

すなわち、 ts; toでは外場はかかっておらず、 vo(r)は原子核からのポテンシャルであり、系は非摂動状態にある。
t = toで時間に依存した外場ポテンシャル円(r，t)が加わり、系はそれに対して応答する。 t三toでのー電子密度

no(r)は通常のKohn-Sham方程式、

l ，M)  十 2+切(r)+ J dr一一+μxc[n州内)ーけ (r) (5-41) Ir_r'I'I-"ALil"UJ¥"J'I'J¥" - ....J'I'J 

no(r) =乞I<tj(r)12 (5-42) 
3 

を解くことによって与えられる。 t> toでのー電子密度は、 no(r)あるいは対応する波動関数 Woを初期条件と

して一意的に定まるので、 vext(r，t)の汎関数とみなせる:

n(r， t) = n[vext](r， t) 

またー電子密度と外部ポテンシャルは 1対1の対応があるので、逆に U舗は n(r，t)の汎関数である。

U剖 (r，t) = vext[n](r， t) 

(5-43) 

(ら44)

さて外場内が摂動と考えられる場合には、 n(r，t)を Vlに関して展開することは意味があるだろう。その 1次、

2次の項を町、 n2と書こうo

n(r， t) -no(r) = nl(r， t) + n2(r， t) +・・・ (5-45) 

密度応答関数 (density-densityr四p∞sefunc“on)は与えた外場と誘起された密度の比として、
町 (r，t)= J d十r'x(r，t， r'， t') vl(r， t) 間)

のように定義される。 9汎関数微分で書けぽ、

Sn[v田 t](r，t) I 
χ(T，t，TF，t')=|(54η  

OV四t(r'，t') Ivo 

である。この密度応答関数は誘電関数と (3戸27)のような関係がある。誘電関数のフーリエ成分の極は、考えてい

る系のエネルギースペクトルを与える。すなわち外場に対して系がどのように応答するかは、この誘電関数ある

いは密度応答関数の振る舞いで決まる。実際、誘電関数の実部は系の反射率、虚部は吸収率を与える。

それではこの密度応答関数を計算する処方室を与えよう。まず時間依存のKohn-Sham方程式で記述される

ような有効ー電子系を考える。そこでの有効ポテンシャル(ら37)は n(r，t)の汎関数であるが、逆lこη(r，t)は

Veffの汎関数でもある。

veff(r， t) = veff[n](r， t) 
n(r， t) = n[veff](r， t) 

9 (3-27)で我々は、誘電応答関数(本節でいう密度応答関数)を

ワ o、
竺Z-x(h，ω)=乙一一一
a 向(r，ω)

のように導入した。この定義と本節の定義は同等である。実空間で畳み込みになっている場合は、フーリエ空間では積になることに注意。
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対応する密度応答関数 χsを
on[Veff]{r， t)1 

χs(T t T'J')-|  
- OVeff(r'，t') Iverr司 O

と定義する。標準的な計算(例えば、キッテル:国体の量子論)により、一電子系の応答関数は計算できて、その

フーリエ変換は

(ら48)

""'内(r)侃(r)釘(r')仇(〆)
χs(r，r'，ω) = ) :Ukーん) J fz J ωー (εj一句)+io 

(ら49)

となる。ここで fはFermi分布関数である。登場してくる Kohn-Sham固有値、軌道は Kohn-Sham方程式を解
くことによって得られる。

求めたい応答関数(5-47)は汎関数微分を書き直すことにより、

{ -'--( '- on(r， tの)oりeπ(x，r)1 
χ(什r，t，r〆孔，ヘγ，

} --} _. dVeffπ(仇2眠，γ，r)μOV剖(什r'，t'γ')凡|いno

となる。上式右辺の二つ目の汎関数微分は(ふ37)より、

Ue仔(r，t) 1 i:f_ _''':11 11¥. { -'-- ( .L(o(t-r) . oμxc(r， t)¥6n(x， t) I =o(r-r')o(t-t')+ I dx I dr(一一一+v~.~~~. ~;' ) OVext(r'， t') InO -v¥" "JV\~ ~，. } ~-} ¥1 r -x 1 . on(x， r) ) OV，倒 (rγ)

と計算される。(5-47)、(ら48)、(ふ50)、(5-51)より、結局

χ 川 '，t') = 治以ω(什仰T川t〆印州，t'削F

x (t桁い)一一+叩は胤刷c[伽州州[何川向叫州](…Ix一x'汁| 

(日0)

(ι51) 

(ら52)

という χに対する DysOll型の方程式を得る。ここではcは交換相関相互作用からの寄与で

oμxc[n]{r， t)1 
はc[no]{r，t， rγ)=|  

δη(r'， t') InO 
(ふ53)

と定義される。(5-52)あるいは(ら46)により、相互作用している多体系の線形応答が完全に記述される。しか

し勿論、 μxc[n](r，t)、及びはc[n](r，t， r'， t')に対する何らかの近似が必要である。

交換相関相互作用に関して最も良く使われる近似は、断熱局所密度近似 (AdiabaticLocal Density Approxi-

matioll; ALDA )である。これは時間に依存しない密度汎関数法における局所密度近似と同じ表式を用いるもの

である:

d'xc[n(r， t)] = Exc[n(r， t)] (5-54) 

時間依存密度汎関数法において、交換相関相互作用に関して系統的に調べた例はまだあまりないようである。

6 密度汎関数法の困難とそれを超えた計算手法

密度汎関数法の局所密度近似、一般化密度勾配近似は、物質の構造的性質を驚くほどよく記述することがわかっ

ている。しかし、それはこれらの計算手法が万能であることを意味してはいない。ひとつの良く知られた例は、励

起エネルギーの計算における局所密度近似、一般化密度勾配近似の破綻である。そもそも密度汎関数法は基底状

態に対する理論なので、例えば光学的に励起された状態のエネルギースペクトルを与える保証はない。しかしひ

とつのナイーブな考え方は、 Kohn-Sham方程式の固有状態tを準粒子の固有状態と考え、例えば N電子からな

る半導体のエネルギー・ギャップはそれらの固有値の差、 eN+l一 εNで与えられるとするものである。実際こう

した考え方によって、半導体、絶縁体のエネルギー・ギャップを局所密度近似によって見積もってみると、実験値

より常に 50%程度過小評価されることがわかっている。
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もうひとつの例は電子相関効果である。電子同士の相互作用の効果が重要であるような系では、密度汎関数

法は必ずしも成功していない。良く知られた例は、銅酸化物でできた高温超伝導体である。高温超伝導体は大体

が、母体となる磁性体に価数の異なる原子をドープし、それによって電子あるいは正孔を系に導入することによっ

て、金属さらには超伝導体となっている。最初の例は、 Muller-Bednortzのノーベル賞受賞で有名な、 La2-xSrx 

CU04である。この超伝導体の母体物質である La2Cu04は実験的には反強磁性の絶縁体であることが知られてい

る。しかし、密度汎関数法の局所スピン密度近似では、常磁性の金属となることが示される。 10これは、一般化

スピン密度勾配近似を行っても変わらない。密度汎関数法の現在行われている近似法では正しい答えが得られて

いないということになる。

本セクションではこの2点に話題を絞り、前者の問題でのGW近似、後者の問題での量子モンテカルロ法、を

紹介しよう。

6.1 密度汎関数法における交換相関ポテンシャルの不連続性

そもそも密度汎関数法は基底状態の理論とはいえ、以下のようにエネルギー・ギ、ヤツプを計算することができ

る。すなわち N電子系の基底状態の全エネルギーをE{N}とかくと、エネルギー・ギ、ヤツプは

εgαp = (E{N + 1} -E{N}) + (E{N -1} -E{N}) (制)

とかける。これはいわば2つの同一な系を用意し、片方の系から電子を 1個奪って、もう片方の系に電子を 1個付

け加えるのに要するエネルギーであり、 2つの同一な系をまとめてみれば、 1電子の励起に対応している。(4-12)

を思い出せば、これは

εgαp = I ε~t~ (J)df - I ε~(J)df (6-2) 
JO JO 

である。ここで、 E~(J) の上付き添字は、 M 電子系についての Kohn-Sham 方程式を解いて得られた N 番目の

電子状態であることを表している。厳密な密度汎関数法によれば、 Kohn-Sh担方程式の最高占有状態の固有値は

占有数 f~こは依らないことが示される( c.・o.Al皿.bladhand U. von Barth: Phys. Rev. B31， 3231 (1985) )。
従ってその場合上式は

N+1 _ ~N 
εg叩 =εN.f-i-cN (ふ3)

と書ける。通常局所密度近似によって見積もられているエネルギーギ‘ヤツプは、

εLDA '" ~N ー _N
gap ー ιN+1-"N 

である。あるいはLDAより近似を上げて、密度汎関数法の枠内で最も正確な値を得ることも可能かもしれない。

それを εおTと書こう:
cI?_F...T ~ c~ 11 - c~ gαP2εN+1ーεN

すると(6-3)で与えられる真のギ、ヤツプは

εgαp=ε認A+(εおT ー εZA)+(ε知一ε~+1) (6-4) 

右辺第3項は、一般的にはゼロではない。 Nがいくら大きくなってもこの項は有限に残ることが知られている。

¥ 全エネルギーを占有数について微分したものが Kohn-Sham方程式の固有値であり(4-11参照)、また全エネル

ギーの電子密度に関する汎関数微分が交換相関ポテンシャルであった。従ってこのことは、占有数の関数として

の交換相関ポテンシャルに飛びがあることを示している。従って、局所密度近似(あるいは一般化密度勾配近似)

10例えぽ、

1.“Mechanisms of High 百mperatureSuper∞nductivity"吋it吋 byH. Kamimura and A. Oshiyama ( Springer-Verlag， 1988 ) 
2. K. Shiraishi et al.， Soild State Communications 66， 269 (1988). 
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「第51回物性若手夏の学校 (2006年度)J

によるエネルギー・ギャップの評価にはふたつの問題がある。ひとつは(6-4)において、近似の度合いを上げて、

ムεについて正確な値を得ること、そしてもうひとつは、交換相関ポテンシャルの飛びの大きさを計算することで

ある。現状ではふたつの補正のどちらが重要であるかについての系統的な研究は、筆者の知る限り、存在しない。

6.2 GW近似

エネルギー・ギャップあるいはもっと一般的に励起エネルギーを求めるもっと一般的な処方護がある。それはグ

リーン関数を用いるものである。相互作用している N電子系での 1電子励起スペクトル(準粒子1個が関与する

励起過程のエネルギースペクトル)を求めたいときには、 1電子グリーン関数を計算しその極を求めれば良い。温

度0での1電子グリーン関数は、 N電子系の基底状態を IN>、電子の場の演算子を ψ(x，t)としてい三(r，c))、

G(x，t，x'，t') = -i < NIT[ψ(x， t)ψt (x'， t')lIN > (6-5) 

と定義される。ここで T[]は T積を表す( 詳しくは、1.アプリコソフ他:統計物理学における場の量子論の方

法(東京図書， 1962)， 2.高野文彦:多体問題(培風館)，などを参照)。グリーン関数の時間部分についてフー

リエ変換したものを G(x，x';ω)と書くと、それに対する運動方程式は、 fをハミルトニアン (2・1)中の l電子演
算子、 υH(r)をハートリー・ポテンシャルとすると、

レ一パ伶刷T吋)一り切叫H川(州xx山Z

と書ける。ここで 2は自己エネルギー(self energy )とよばれる非局所的かつエネルギー(振動数)に依存する

複素演算子である。相互作用の効果をこの自己エネルギーに押し込めた形となっている。今 N電子系のひとつの

準粒子 (qu出i-particle)状態iの波動関数を仰(r)、その固有エネルギーを白とすると(前節までの局所密度近
似などによる Kohn品 am方程式の固有状態は正しい準粒子状態へのひとつの近似で、あった)、同様の運動方程式、

[町一昨)-vH(r川)-/仙川向)約作0 附

が得られる。この際、グリーン関数は、

や約(r)ば(r')
G(x，x';ω) =): 
ケ一向-iO+sgn(εF -ei) 

(6-7) 

となる。ここで自己エネルギーの虚数部分を無視したため(準粒子が準粒子間の相互作用によって別の準粒子状

態に変化することを考えなかったため、あるいは系の基底状態は正しく現在の準粒子状態で記述できるとしたた

め)、グリーン関数の極は実軸上に存在することになる。

自己エネルギーおよびグリーン関数については、次のようにして正確な表式を導くことができる。まず動的に

遮蔽されたクーロン相互作用 W(XltbX2t2)を次のように定義する。

Wο仏仰川，2刈2勾)=訂U吋仰(ο仏1，口，2勾)+/ρμd列抑机削削(伊似仰州3乳M川州山，4刈ル4の伽州)片)V(吋(附附W附 =/ρμ叫仰(但ω仲3め伽糾)片り
ここで W(υ1，2勾)などの数字は、座標、時刻をまとめて書いたものであり、 (1)= (Xl， td、d(3，4)= dX3dt3dx4dt4 

などである。また v(1，2)=♂Ilrl-r21 である。ここで導入された関数 Pは分極関数とよばれており、また誘
電関数 Eはこの関係式によって定義されていると思っても良い。 W は従って動的に遮蔽されたクーロン相互作用

と考えることができ、その遮蔽の様子は誘電関数によって記述される。分極関数は、グリーン関数を用いて、

P(1，2) =-十(3，4)山阿山町3，4;2) 側

戸町
UハU
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図6-1: 式(6-8)、(6-9)、(6-10、(6-10)、(6-12)に対応するファインマン図形。

と書け、また自己エネルギーは、

山)= i J d(3， 4)G(1， 3)r(3， 2; 4 (6-10) 

で与えられる。ここで 1+= (Xl. tl + 0+)である。上の二つの式に現れた Fはパーテクス(vertex)関数とよば
れるものであり、自己エネルギーを用いて、

r J(  A .，. ~ 1'7¥ dL:(l， 2) 
r(l， 2; 3) = d(1， 2)d(1， 3) + I d(4， 5， 6， 7)一一一一G(4，6)G(7， 5)r(6， 7; 3) J -， -，~，~， '/ dG(4， 5) (6-11) 

と書ける。またグリーン関数は、相E作用が存在しないとき(自己エネルギー部分を考えないとき)のグリーン

関数 Goを用いて、ダイソン (Dyson)方程式

G = Go + GoL:G (6-12) 

によって与えられる。上の(6-8)、(6-9)、(6-10)、(ふ11)、(6-12)は自己無撞着(self consistent )に解かれる

べき方程式群であり、正確に正しい表式である。これを図で表したものをファインマン (Feynm組)図形という

(図6-1)。

さて上の方程式群は正しい表式とはいえ、それを正確に解くことは通常はできない。なんらかの近似を導入し

なければならない。そのひとつとしてGW近似とよばれるものがある(L. Hedin姐 dS. Lundqvist: Solid State 

Phys. 23， 1 (1969) )。それは、分極関数、自己エネルギーの表式において、パーテクス関数を 1としてしまう
((6-11)で右辺第2項を無視する)ものである。その結果として上の方程式群は、

W(I，2) 一

P(I，2) 

り(1，2) + J d(3， 4) 吋1，3)P川附P門P(3σ附3
イd仰州(伊仇仰附3乳M糾，4刈4)G(I，めG(4， 1+) 

-706-
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表6-1:種々の物質のエネルギー・ギャップの実験値と計算値(eV )0 a) Zhu and Lo凶e:Ph戸・ Rβv.B43， 14142 (1991). 

b) Godby， SchIuter and Sham: Phys. Rev. B37， 10159 (1988). 
LDA GW  実験値

C (diamond) 3.90b) 5.33b) 5.48 

Si 0.54α) 1.38a)， 1.24b) 1.17 
LiCl 6.07α) 9.21日) 9.40 

AlAS 1.25α)， 1.37b) 2.06α)，2.18b) 2.23 
GaAs 0.37a)， 0.67b) 1.29a)， 1.58b) 1.52 
InAS -0.39α) 0.40a) 0.41 

InSb -0.51 a) 0.18α) 0.23 

山 =ヅ十fρd附 G 附 W μ 
となる。【 対応するフアインマン図形を描いてみよう。J】 自己エネルギ一カが，)Gと阿wの積の形lにこなつているの
でで、、 GW近似の名前がついている。

ここで注意すべきことがある。ひとつはバーテクス関数に対する補正である。上の(ふ13)で得られた自己エネル

ギーを(6-11)のバーテクス関数に対する表式に代入しなおせば第2項は決してゼロではない。パーテクス関数は

1ではないのである。その意味でGW近似では、自己無撞着に解くべき方程式群が自己無撞着に解かれていない。

バーテクス補正の必要がある。しかしバーテクス関数に対して進んだ近似を採用すれば、それはまた自己エネル

ギーを変化させるので、自己無撞着な解を得ることは容易ではない。

GW近似を用いて実際の物質のエネルギー・ギャップを計算した例を表に示す。

LDA近似での実験値との不一致は劇的に改善される。またエネルギー・ギ、ヤツプだけで、なく、バンド幅など

についてもGW近似はLDA近似よりも実験値に近い結果を与える。しかし、 GW近似には上で述べたパーテク

ス補正に加えて、もうひとつの問題もある。現在のGW近似計算では、 LDA近似あるいはGGA近似で現れた

Kohn-Sham方程式の固有状態の波動関数と固有値を用いて、グリーン関数を計算し、それから分極関数、動的遮

蔽クーロン相互作用、自己エネルギーを計算する。その自己エネルギーを用いて、 Ko出品m 固有値に対する 1

次の摂動を行い、新たな固有値(準粒子エネルギー)を求めている。表の値はそうした計算の結果である。本来

的には、出てきた自己エネルギーを用いて、グリーン関数を再度計算し、分極関数、 W、自己エネルギー、

と計算を無撞着に進めるべきものである。そうした計算を進めると実験値との一致は悪くなるとの報告も最近な

された (Schone姐 dEgu日uz:Phys. Rev. Lett. 81， 1662 (1998); ibid.， 83， 241 (1999) )。これはやはり栂源的に
はパーテクス補正の問題と絡み合った問題で、あり、今後解決すべき大きな課題であろう。

以上は 1電子励起スペクトルを求める問題で、あったが、 2電子励起スペクトル(例えば励起子スペクトルなど)を

計算するには2電子グリーン関数に対する計算を行う必要がある。それは BethかSalpeter方程式を解くことに他

ならないが、実際の物質に対しての試みもいくつか報告されている。

6.3 量子モンテカル口法

さて第2の問題、電子相関の効果が重要であると思われる系についてのLDAとGGAの限界、についての

解決策は未だわかっていない。密度汎関数法の枠内で近似を上げれば正しい解に到達できるのかの見通しはない。

原理的には到達できるはずであるが、 efficientな近似が編み出せるかが問題である。密度汎関数法の今までのや
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り方は、近似的なハミルトニアンを導入して、それをともかくも厳密に正確に解く、というものであった。別のア

ブローチとしては、ハミルトニアンはともかくも正しい多体のハミルトニアンc1・2)

N 完2て7~ 1 !!-. e2 
ル -53t+25iEh

を考え、正確な多体の波動関数を何とかして計算しよう、というものがある。そのアプローチのひとつが、いわゆ

る量子モンテカルロ法である。この手法は、既に述べたように、電子ガスという比較的簡単な系については計算

が実行されている。しかし、実際の物質に対してはまだまだ信頼できる結果は得られていない。 11ここでは、そ

の方法の概略を述べ将来への布石としよう。

多電子系のハミルトニアンc1・2)で決まる Schrodinger方程式の解習がもしわかったとしても、物理量 d

を計算するためにはその物理量の期待値を、波動関数を用いて計算せねばならない。電子数が Nだとすると 3N

次元の自由度についての積分

<PI>= J d仇伽山古 (日)

を実行する必要がある。それは決して易しいことではない。?を解析的lこ求めることは不可能であるから、通常

は3N次元の変数の関数として数値的に(求められるものならば)求められる。その 3N次元の数値積分は通常

のやり方では実行不可能である。それを可能にしたのがモンテカルロ (MonteCarlo)法である。それは基本的に

(6-13)の連続量の積分を離散的な ns点での値の和で近似する試みである。

くPI>告とか"(Qi)pf 守(QJW; (6-14) 

ここで q}，q2，...，白N をまとめて Qと書いた。 Wiは各離散的な点での重みである。数値積分でよく登場するガ

ウス公式とかシンプソン公式とかもこの形をしている。しかし 3N次元でその公式を適用するのは実際的ではな

い。いわゆるモンテカルロ法では、離散的な点をある種の処方実に従って次々と選びだし、 (6戸14)に従って積分

値を推定する。引が十分大きいならば、推定値は正しい積分値に収束するであろう。しかし必ずそこにはゾ五;

に比例する分散が生じる。その分散を小さくする方法があるならば、少ない ns点でも正しい積分値に近づける

ことになる。しばしば使われるそうした処方護のひとつに Metrtopo1is法12がある。そこではまず吋mport油田

samp1inどという概念が導入される。 3N次元の位相空間の各点を平等にサンプル点として採用するわけではな

く、積分値に寄与する点を重点的にサンプリングしようという意味である。すなわち

く PI>~Jゆ(Q)IJ1*PlIJ1 (6-15) 

なる積分を考え、この積分を(6-14)のように離散化して値を推定するのである。そのときの‘'import組 cefunction" 

として使われるのが波動関数の絶対値の大きさである。

dμ(Q) = IIJ1(Q) 12dQ (6-16) 

すなわち求めたい積分値に寄与するのは、波動関数の絶対値の2乗が大きな値をもっ位相空間の点であるから、そ

こからサンプル点を取ってこようというものである。具体的にサンプル点を次々と選んでいくやり方にはいくつ

かの工夫がいる。離散的な和が漸近的に(6-15)に近づいていくやり方でなくてはいけない。詳しくは脚注の文献

を参照されたい。

11電子モンテカルロ法の中にも、波動関数の形を仮定してしまう変分モンテカルロ法というものがある。その方法で実際の物質を計算した
例は、例えぽ S.Fahy， X. W. Wang， and S. G. Louie， Ph戸i伺 1Review B42， 3503 ( 1990 )、とそこでの文献を参照されたい。また、波
動関数の形そのものを、時間的に依存した Schrodinger方程式を解いて求めていく手法 (Green閲数モンテカルロ法、あるいは拡散モンテ
カルロ法とよばれる。鼠近の計算例として、 L. Mitas， Computer Physi四Communications96， 107 (1996)。

12N. Metropolis et al.， Journal of Chemical Physics， 21， 1087 (19臼).あるいは教科書として、例えば、 Binder and Heermann， 
“Monte Carlo Simulations in S同tisticalPhysics ( Springer， Berlin， 19回).
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6.3.1 変分モンテカルロ法

いろいろな多次元空間積分をモンテカルロ法で計算するやり方は概観したが、それで、は肝心の波動関数その

ものはどのように求めたら良いのだろうか。一番簡単なやり方は、波動関数の形を仮定し、そこに適当なパラメー

タを導入し、全エネルギーが最小になるようにパラメータを定めるものである。最初に仮定した波動関数の形の

範囲では、 Schrodinger方程式の解に最も近いものが得られるはずである。 13このように波動関数を求めるやり

方を変分モンテカルロ法という。今最もよく使われる変分波動関数は次のような Jastrow型のものである。

WT( Q) = D( Q)わ(Q) (6-17) 

まず第1項の D(Q)はHartreかFock近似で登場した Slater行列式 (2・3)である。そこに登場する l電子軌道に

ついては、 Hartree-Fock近似で求めるなり、あるいは前セクションで登場した密度汎関数法の LDA近似なりG

GA近似なりの Kohn-Sham軌道を用いることができる。一般に 1電子軌道はスピンの向きに依存しているので、

Slater行列式 D(Q)はそれぞれの向きのスピン軌道で構成されたふたつの Slater行列式向、 d!の積で書ける。

D(Q) = dr(Q) d!(Q) 

Hartree-Fock近似を越えた相関効果を考慮するために、(6-17)では曽Jが Slater行列式に掛かっている。 WJ

は、

I~ 1 ~ ，， 1 
わ(Q)=ほ p1) ~χσ (ri) 一三 ):  uσσ，( Iri -rj 1) I (6-18) 

1 iσ(iσ)手(jσ')

という形で与えられる。第 1項の χは後で説明するとして、重要な相関項は hσ，で与えられる項である。この

Uσσ，(r)は概ね正の値をもち、しかも Tの関数として減少関数とする。そうすると 2つの電子が近傍に来る確率が

小さくなり、その結果mの第2項、電子相互作用のエネルギーは小さくなる。しかし運動エネルギーはその結
果として大きくなる可能性があるので、 U の形は変分的に決める必要がある。

通常用いられる uの形は
(1-e-r/F ) 

u(T)=A T (G19)  

のようなものである。 A、Fは変分パラメータである。基本的に A、Fを各スピン配置について、全エネルギー

を最小にするように定めるわけである。しかし U はある極限では決まった値を持つ必要がある。ひとつの極限は

カスプ条件とよばれるものである。すなわち2つの電子の距離が0に近づいたとき、クーロン・エネルギーは負

の無限大に発散する。全エネルギーが発散しない理由は、その場合運動エネルギーが正の無限大に発散するため

である。両者の発散の程度は一致しなければいけない。そのための条件がカスプ条件である。具体的には

du I _ J -~ for opp佃 itespin 
dr I r=O l -~ for parallel spin 

となる。従って上の A、Fの変分パラメータの内独立なものは 1つとなる。

最初の乞wχσ(ri)の項は実は Slater行列式の中に押し込めることができる。 Slater行列式に登場する 1電

子軌道科(r)の代わりに、九(r)位 p(χ。(r))とおけばいいだけである。しかしここではそれを変分パラメータと
して残しておく。というのは、 Slater行列式を密度汎関数法の Kohn-Sham軌道で構成した場合、それから計算

される l電子密度分布は正しい値に近いことが知られている。そこで χを uの導入によってずれた電子密度分布

を補正する変分自由度として残しておくことが、しばしば行われている。

6.3.2 グリーン関数(拡散)モンテカルロ法

変分モンテルロ計算では、物理的には意味付けはあるかもしれないが、厳密な意味では正当化されない波動

関数の形を仮定して、計算を行っている。もう少し厳密な取り扱いはできないだろうか。それがグリーン関数(拡

138ch品d泊ger方程式とは、全エネルギーを波動関数について変分した Euler方程式に他ならないことを思い出そう。
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散)モンテカルロ計算である。要は Schrodinger方程式を解けばよいのである:

θφ 
i1i -_ -=.JIt'φ 
θt 

しかしそれは、言うは易く行うは難し、である。しかしこの時聞を虚数の時聞にしてみたらどうだろうか。

r = it (6-20) 

そうすると Schrodinger方程式は 。φ
-nでー =.JIt'φ
or 

(ふ21)

あるいは積分して

φ(Q，r)=e一か月).w'φ(Q，O) (6-22) 

である。最初の虚時刻 0での波動関数として何らかの試行関数をTを考えよう。この試行関数はハミルトニアン

rの正しい固有関数 ¥Tkで展開されるはずである。

針 (Q)=乞C出
k 

従ってその時間発展は、

φ(Q，r) =乞Cke-何 k}/1i¥Tk(Q)

となる。ここで Ekは固有値方程式包}t'¥Tk= Ek¥Tkの固有値である。ここでこの虚時間での時開発展を十分な時

間だけ追いかけていく。そうすると高いエネルギー固有値を持つ状態は減衰していき、残るのは基底状態だけで

ある。

φ(Q ， t)~e一(rEo)/九君。(Q) (6-23) 

すなわち多電子系ハミルトニアン rの基底状態が求められることになる。
具体的な時間発展の式を導いておこう。波動関数自身の時間発展を追いかけてもいいが、実際上は確率密度

関数

f(Q，r)三 φ(Q，t)曽T(Q) (6-24) 

の時間発展を追いかける。エネルギーの原点、を Erefにずらし、 14。に対する虚時間での Schrodinger方程式を

用いると、

θf(Q， r) n......2 ~ n...... r ~ T.'Ifi'"¥¥ 1 • 1 f r.o .JIt'¥TT 1 づ~" J = DV2 f -DV. [f F(Q)] + ~ { Eref-可τIf (6-25) 

を得る。ここで

F(Q)三 Vln¥T手 (6-26) 

である。拡散方程式に似た形の方程式が得られた。これが拡散モンテカルロの名前の由来である。

しかしこの拡散方程式(ふ25)は古典的な拡散方程式とは異なる。路率密度関数は正値確定ではない。マイナ

スになることもあるし、フェルミオン系なので、どこかでノードを持つだろう。その場合に(ら25)を解いていく

ことは極めて困難である。現在では fixednode appr低出品ionと称して、最初の試行関数 ¥TTとノードの位置は

変わらないとして、計算を実行する近似が行われている。

14通常の計算では、時刻 0の試行関数 φ(Q，O)= ¥TT(Q)として前節の変分モンテカルロ計算で何られた波動関数を用いるの従ってその
悶有エネルギー ETを E問 fとしてエネルギーの原点をずらしておいた方が、数値計算上は便利である。

n
u
 

可

tム
ウ
'



「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

7 大規模計算に向けて

さて前節までに説明した密度汎関数法あるいはGW近似で実際の物質を扱う場合、計算規模はどうしても大き

くなる。通常の結晶ならば、単位格子に含まれる原子の数は高々 20~30個であり、関与する電子状態の数も

高がしれている(それでも充分大規模な計算ではあるが)。しかし物の境界である表面とか界面では、扱うべき原

子数は飛躍的に増大する(原理的に云えば、周期的境界条件が失われているので無限大個の原子を扱うことにな

というわけではない)。また生体物質、高分子などの原子構造、電子状態を調べようとすると、すぐに何百、何千

の原子を扱う必要がでてくる。大規模な計算を効率よく行う“技術"が必要となる。“技術"と云ったが、それは

凝縮物質の電子の振る舞い、イオンの運動の本質をうまく利用した計算手法のことである。本節ではそうした“技

術開のいくつかを説明する。

7.1 擬ポテンシャル

7.1.1 擬ポテンシャル(Pseudo-potential )の概念

Kohn-Sham方程式を解くことを考えよう。直接解こうとすると、それは3次元の微分方程式を解くことになる。

しかしそれを数値的に行うのは得策ではなく、通常は基底関数系 {χμ(r)}を導入し、波動関数仇(r)をその基底

関数で展開する。

ψi(r) =乞χμ(r)Ciμ (下1)
1ι 

この展開により、微分方程式は行列方程式に変形される。

LH，μμ，Ciμε包乞Sμμ，CiμF (下2)

μ
 

μ
 
μ
 

ここで Hμμ，はハミルトニアンの行列表示であり、 Sμμ，は重なり行列である。基底関数系としてはいくつかの取

り方があるが、重要なことは完全系を成していること、完全性老系統的に増強できることである。その意味で平

面波基底{位p(ik.r)}は最も素直な基底関数系と言える。

さてそれでは具体的に、平面波による波動関数の展開は、どの程度の数の平面波を必要とするかを考えてみよう。

例えばナトリウム金属を例にとると、体心立方格子を組んで、いて最近接原子閣の距離は大体 b=3.7Aである。そ

の一番下の 1s軌道は水素原子のポテンシャルが 11倍強くなったようなものなので、水素原子のボア半径 0.529

Aの大体 11分のl、α=0.05Aくらいと考えられる。この実空間で急峻な関数を平面波 {exp(i(k+ G). r)}で
展開するわけである(結晶の場合を考えているので逆格子ベクトル Gが登場した)。展開には、 2π/αぐらいの波

数の波が必要になる。一方、一番小さい逆格子ヴ、エクトルの大きさは 21rJbの程度なので、平面波展開に必要な G

の数は (bJα)3= 405，224個ということになる。莫大な数である。しかしちょっと考えてみると、ナトリウム原子

の 1s状態のエネルギーは水素類似と考えると、 112倍だけ深くなる、つまりー 121Ryd = -1645 eV。一方一番
外側の 3s状態のエネルギーはー2eVぐらいである。そして金属性なりの物性を担っているのは主にこのお状態

であろう。 1000倍くらい深いエネルギーを持ち、その波動関数の広がりが原子間距離の100分のl程度の 1s状

態がナトリウム金属の物性を左右するとは考えられない。そこで 3s状態だけを平面波で展開しようとするとお

軌道の広がりは最近接の原子間距離の半分の程度。ですから必要な平面波、逆格子ヴ、エクトルの数は 23= 8個程
度になるわけである。劇的な減少といえる。殆ど自由な電子のモデル(Ne泣 lyFree Electron model )というも

のが金属に対する悪くない近似だったことを思い起こせば、おそらくは、 1sなりの殻電子(core electron )の軌

道は忘れて、外側の軌道、価電子 (valenceelectron)の軌道だけを考えて、計算の効率を上げることは正しい方

策であるように思われる。その方針に従って考え出されたのが擬ポテンシャルの概念である。

擬ポテンシャルの概念自体は60年代からある。それが80年代、 90年代に洗練化され、 Car-Parrinello法とい

可
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う最近の計算手法(後述)と結合して大きな成功をおさめている。何らかの周期性のある(例えば結晶)の系で

の固有関数ψi{r)を平面波で展開することを考える。ここで量子数 tは結晶内波数 kとそれ以外の量子数であ
る:i = (k， n)。すると逆格子ベクトル Gを用いて、

九n{r)=乞句(i{k+ Gμ). r)Cnμ (下3)
μ 

と展開できる。ここで直交化された平面波 (OrthogonalizedPlane Wave; OPW )というものを考えてみよう。

その際にはさきほど出てきた殻電子 (coreelectron)の状態という概含がどうしても必要になる。つまり物性に関

与しない電子状態、原子核に近い軌道を持つ電子状態、というものを導入する必要がある。こういう暖昧な言い

方ではなくてもっときちっとした定義がないのか、というとそれはありません。殻電子という概念自体が暖昧だ

から。物性に関与しない、と云ったって少しは関与するはずで、す。だからもう少しきちっとした言い方をすると、

考えたい物質の考えたい物性について、必要なだけの正確さ(精度)で、ある物理量を計算するときに、考えな

くてもよい電子状態のことを殻電子の状態、というふうに云える。だから場合によって、研究のテーマによって

殻電子というものは違ってくる。

それはさておき、殻電子というものを何とか定義できたら、その結晶内での波動関数を bkc{r)と書こう。それは

通常原子核のそばに振幅をもつので、孤立原子の軌道 bc(r)の重ね合わせで書けるだろう。全体としてBlochの

条件を満たすような重ね合わせは、

bkc{r) = L eik.1bc{r -1) (下4)

ここで tは格子ベクトルである。これは、単位胞に原子が 1個ある場合の表式であるが復数個ある場合への拡張

は殆ど自明なので省略する。すると今考えたいもっとエネルギー的に上の状態(価電子状態)は、これと直交し

なければならない。そこで OPWとして

(k{r) = e伽-~ご bkc(r) < bkcleik.r > (下5)
c 

を考えることができる。

そして求めたい波動関数を (7・3)ではなく

ψkn(r) = L(k+GμCnμ (下6)
μ 

と展開するのである。この展開はきわめて速やかに収束する。あるいは上のナトリウム原子の軌道の広がりの議

論から考えて、速やかに収束するはずである。それをみるにはまず(下6)がある決まった係数 Cψ をもった正確

な解であるとしよう。それの対応物として、同じ係数をもった

φkn(r) = ~二町(i(k+ Gμ). r)Cnμ (7.・7)
μ 

を考える。すると Kohn品 am方程式、

Hψkn{r) =εknψkn (下8)

は

(H +¥勾)4>kn=εkn4>kn (7-9) 

となる。 15つまりもともとのシュレディンガ一方程式はなにか特別なポテンシャル九d (といってもオペレーター

だが)を付け加えたハミルトニアンでの固有値問題に変換された。そこでの波動関数φは平面波で展開され、速や

155干しくかくと、

ψkn =Okn -Lく恥IOkn> bkc 
c 

つ'臼
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かに収束する(はずである)。もともとのハミルトニアンに含まれていたポテンシャル Vとこの余計なポテンシヤ

ル九dを加えた V+l勾のことを擬ポテンシャル (pseudかpotential)、ゅのことを擬波動関数 (pseudowave 

function)という。この擬ポテンシャルは非局所的な演算子で、ある:

ぬ (r，r')三乞(εkn一ekJbkc{r)bIcc{〆) (7-・10)
c 

として

九d必内仏ωゆ句払ωknμ叫n{r什作T
のように作用する。もしも bkcが原子の殻軌道 bc(r)でよく記述されるなら、(下10)の C和は各軌道角運動量に

ついての和になる。したがって l勾は求めようとしている結晶内波動関数の対称性が異なれば、全く違ったポテ

ンシャルとなる。一般に九dは正であり【なぜか?直感的理由を述べよ。】、マイナスの Vとキャンセルして小さ

くなる。

実は注意しなければいけないのは、擬ポテンシャルはユニークでは無い、何でもありなのは、エネルギー固有値

(バンドエネルギー)を求めたい場合だけだということである。波動関数自身が必要な場合は注意を要する。九d

の取り方によって擬波動関数は変わってくる。いろいろな物理量を計算するときは波動関数が必要なわけで、そ

の場合は lノーをうまく取らねばならない。原子核の近くまで正しい波動関数を得ることは擬ポテンシャルのアプ

ローチでは無理だが、ある程度外側の振舞いは正しく求めたい。こうした要請に応えたのが、ノルム保存の擬ポ

テンシャルというものである。

7.1.2 ノルム保存擬ポテンシャル

擬波動関数を用いて計算した物理畳が、本物の波動関数を用いたものと同ーの結果を与えるにはどうしたらい

いだろうか。計算したい物理量が凝縮物質の物性であるならば、原子核ないしは殻電子の分布領域(内殻領域)の

外側、価電子の分布領域で本物の波動関数と擬波動関数が一致すればよいのではないだろうか。これがノルム保

存擬ポテンシャルの始まりとなった発想、で、ある。

今ひとつの原子を考え、その内殻領域の半径を Tcとしよう。内殻の外の領域 T> Tcで価電子状態の本当の波動

関数仇(r)に一致し、 T< Tcでは節を持たないような擬波動関数。ps{r)を与える擬ポテンシャルがあったとしよ
う。一般に節のない波動関数は最低エネルギー状態になるので、そのような擬ポテンシャルでは、価電子状態が最

低エネルギー状態として与えられることになる。殻電子状態は問題から除外されることになる。また殻電子状態に

比べてエネルギー固有値の浅い価電子状態が最低エネルギー状態となっているのならば、そのポテンシャルは本当

のポテンシャルに比べて浅くなっている、実空間での変化が緩やかになっていることが期待できる。平面波によ

る波動関数の展開、ポテンシャルの展開が容易に行われるはずである。一方、密度汎関数法における Kohn-Sham

方程式では、ポテンシャルは 1電子密度の汎関数として与えられ、そのl電子密度は解いた波動関数の2乗の和と

より、

Hψkn Hφkn -LHbkcくbkcl4>kn>

H4>kn -乞叫んくbkclφkn>

eknt/lkn ekn4> 
c 

である。従って九4として

(九州n)(市乞(ekn-ekc) < bkclφkn > bkc{r) 
c 

と定義すれば (7・9)は専かれる。
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講義ノート

して求められる。従って擬ポテンシャルを用いる時には、その擬ポテンシャルを用いて解かれた擬波動関数は、内

殻領域の外側で本物の波動関数と一致していることが、内殻領域の外側で正しいポテンシャルが与えられるため

の条件である。また Tく rcの領域でも擬波動関数のノルム(内殻での積分値)と本物の波動関数のノルムは一致

している必要がある。さもないと静電ポテンシャルが正しく与えられない(ガウスの定理)。以上、擬ポテンシャ

ルに対する条件をまとめると、

1.擬波動関数は r< rcで節をもたない。

2. r > rcではらs(r)=仇(r)。
3.ノルム保存が成り立っている:

I dr 1 <tps(r) 12 = I dr 1仇(r)12 
Jrく~ Jrくre

となる。 3つ目の条件がノルム保存擬ポテンシャルの名前の由来である。

(日2)

ノルム保存の条件(下12)にはもう少し別の意味もある。原子に対するシュレディンガ一方程式あるいは Kohn-

Sh姐方程式は変数分離できて、動径波動関数 Rl(r)に対する方程式

[-;;θ2 川五2I..J 一一一τ+一一一γ+叶)I rRI(巾 )=εrRI(ηε)
2mdr“制nr2 • -'"'1 

の形になる。両辺を εについて微分すると、

[-R2θ2 . 1(1 + 1)n2 .1  J 
ーっ+ーーヲー+ν(r)I rRI(r;ε) = rRI(r;ε)+εrRI(r;ε) 
2mdr2 自mr2 . -'" '1 

(日3)

(下14)

が得られる。ここで Rl(r;ε)=θRl(r;E)/θεである。(下14)に左から rRlをかけ、それから (7・13)に左から rR

をかけたものを引くことにより、

q 厄2rθ2δ2  J 
[仰rR品tバ市仇(か仇Tη刊; l' ."'，' ，θr2 . • -， " ， -I ' ."". ， -I dr2 . • -， " ， -I 1 

を得る。この式の両辺を 0から rcまで積分すると(第I項を2度部分積分)、

rrc 内 n2r _ ~.θ d. ~. .1 
I dr{rRl(rj ε)r~ =一一 I{rcRI(rcjε)}2 ::_ ::.lnRI(rjE) I 下16)ん 2mLθEdr~."'\"-/J向'c

を得る。右辺に表われる動径波動関数の対数微分は、散乱の位相シフトを決めている(量子力学の教科書参照)。

凝縮物質内での電子状態を求めることは、真空での固有状態(すなわち平面波状態)が原子との散乱によってど

のように変調されるかを求めることでもある。擬ポテンシャルに対する、前述の2と3の条件は、内殻領域から

の散乱が、本物のポテンシャルと擬ポテンシャルで、同一で、あることを保証している。また (7-16)からわかること

は、その散乱体としての性質が、エネルギー Eをもっ電子ばかりでなく、それからずれたエネルギーをもつ電子

に対しても、本物ポテンシャルと擬ポテンシャルで同一であることを示唆している。凝縮物質の中では、孤立原

子の場合と異なるエネルギー固有値をもつはずなので、この異なるエネルギー領域に対する、散乱問題の同等性

は重要である。

(下15)

さて以上は孤立原子に対する本物ポテンシャルと擬ポテンシャルの議論で、ある。凝縮物質の中では価電子状態は

孤立原子の場合とは大きく異なる。従って上の擬ポテンシャルをそのまま使うことはできない。しかし殻電子の

状態は孤立した原子でも凝縮物質でも変わらないと期待される(Frozen coreの近似)。そこで、孤立原子で、作っ

た擬ポテンシャルから、価電子部分の寄与を取り除いたイオンの擬ポテンシャルを作り、それを実際の凝縮物質で

の原子配置のように置き、価電子状態を新たに解けば、凝縮物質での(価)電子状態が求まるはずである。孤立

原子の擬ポテンシャルからイオンの擬ポテンシャルを作るには以下のようにすればよい。原子の擬ポテンシャル

』
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「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

をvitom(r)としよう。ここで前述したように擬ポテンシャルは各軌道 lに依存したものとなる。原子の擬波動関

数から得られた価電子密度を叫(r)として、

( .1-' nu(r') v;吋r)=りitom(r)-e2 I dr一一一一一μxc[nc(r)+ nu(r)] +μxc[nc(r)] 下17)J -. I r-r' I 

を用意すればこれがイオンの擬ポテンシャルとみなせる。ここで nc(r)は内殻電子の密度分布である。交換相関

ポテンシャル μxcは電子密度に対して非線形であるが、もし nu(r)とnc(r)が空間的に離れているならば、

μxc[nc(r) + nu(r)] ~μxc[nc(r)] +μxc[nu(r)] (7・18)

となり、 (7-17)のイオン擬ポテンシャルには内殻電子密度はいっさい顔を出さない。典型的な半導体などではそ

うした取り扱いで充分であるが、そうでない物質群もいくつかある。その場合には殻電子を効率よく扱う手法が

必要になる(部分内殻補正の方法)。

擬ポテンシャルが、内殻領域の外で正しい波動関数を与えるように課した条件が、前述のノルム保存の3つの条

件で、あった。この条件を課してもまだ擬ポテンシャルはユニーク(一意的)には決まらない。そのため、より効

率的な擬ポテンシャル、「柔らかポテンシャル」、「超柔らかポテンシャル」、などの開発が今でも行われている。

7.2 再帰的エネルギー極小化

さて適当な基底関数系 {χμ(r)}の導入により波動関数仇(r)を (7・1)のように展開

仇(r)=乞χμ(r)Ciμ
μ 

すると、 Kohn・Sham方程式は (7-2)のような行列方程式

玄HιμAμ 訂 ε白包んCα仏sりi
μ， 

になった(簡単のため重なり行列を 1とした:例えば平面波基底の場合)。通常この方程式を解くためには、行列

を計算し、行列式(永年方程式)を解いて、固有値と固有ベクトルを求める。しかし計算が大規模になると、行列

の次元 M は莫大なものとなる。数値計算を行うときに、行列要素の収納場所は M2に比例し、対角化のための

計算時間は通常 M3に比例する。系が大きくなると急激に計算が困難になる所以である。そこで問題(下2)を別

の視点から眺めよう。密度汎関数法によれば、与えられた外部ポテンシャル(原子核からのポテンシャルあるいは

イオン擬ポテンシャル)のもとでの電子系の基底状態のエネルギーは正しい基底状態の l電子密度に対して最小

値をとる。一方、 l電子密度は Kohn-Sham方程式の占有された軌道の波動関数から作られる。従って電子系の

全エネルギーは、 tを占有された Kohn-Sham方程式の固有状態として、(日)の {Ci/-L}の関数と考えることが

できる。それを E[{Ciμ}]と書くことにすると、 Kohn品 m 方程式を解く、あるいは行列方程式(臼)を解く、

ということは、 E[{Ciμ}]を最小にする {Ciμ}を求めるという最適化問題を解くということと同じである。行列方

程式(下2)は実際そうした最適化問題を変分原理で解く際の Euler方程式に他ならない。すなわち、規格化条件

L::Ct/-LCiμ=1 
μ 

のもとでE[{αμ}]を最小にするには、入を Lagrangeの未定乗数として、

万全~{ E[{Ci/-L}] -吃 Ci*/-L'Ci/-L' ) = 0 
.，.. ¥ μ  

Fhυ 
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である。ここで、

f 6E 州 r) { 
T一一一-一一一=I drXI1(r)H仇(r)
6ψ;(r) θCt

l1 
J μ 

=乞Hμμ，Ciμ'
，
 
μ
 

を用いれば、上記の Euler方程式は

nu μ
 α
 
μ
 
μ
 

P
A
U
 

1
A
 μ

 

H
 Z〆

となり、 (7.・2)の行列方程式と同等である。入は Kohn-Sham方程式の固有値となっている。

さて最適化問題を解く手法にはいくつかある(例えば、 Pr部，teukolsky， Vetterli略 Fl佃 nery:Numerical Recipie， 
Cambridge， 1992を参照)。ここではその内の再帰的手法を紹介しよう。まず解 {Cil1}として {CPI1}を仮定して
みる。すると

TL三乞(H，μμ'一入dlJlJ')CPIJ' 
は当然ゼロではない。そこで適当な定数 sO老用いて、

c.L = a.， -sOr? .. ぃ， = l/"..， -s-r， .. 
という新たな解の候補を作ることができる。この手続きを繰り返していけば、より正確な {Ciμ}に到達可能であ

る。上のEuler方程式の表式からわかるように、実はrfμは、 {Ciμ}を一般化座標と考えたとき、その空間の中で
の全エネルギー E[{Ciμ}]の曲面の {Ciμ}方向の勾配になっている。従って上記の手続きは、一般的な最小値問

題を、最急降下法 (St田p田tD田ent法)で解いていることになる。

再帰的最小化の手法は最急降下法が最良の方法ではない。特にエネルギー曲面が狭い谷の形状を持っているとき

には、最急降下法はしばしば無力である。そうした場合の方法として、共役勾配法(Conjugate Gradient )法が

知られている。これはエネルギー曲面を下り降りるときに、最急降下法のように最大の傾斜方向に降りるのでは

なく、何回かの方向探査の内に、極小に到達で、きるような方向(共役な方向)に降りる、というものである。詳細

は参考文献に譲るが、凝縮物質での電子状態計算では、概して良い結果を与えている。

エネルギー曲面が複雑で、いくつもの極小点がある場合には、そのうちの最小点に行き着くのは容易ではない。勾

配だけを考えていると、最小で、はない極小点に捕らえられてしまう可能性が高くなる。それを避けるために考え

出されたのが仮想焼き鈍し法 (Sim叫atedAnnealing)法である。これは一般化座標に仮想的な運動エネルギーを

与え、その運動エネルギーから定義されるような仮想的な温度のもとで、エネルギー E[{Ciμ}]の変化を追ってい

き、適当なところで温度を下げて最小点に到達しようというものである。(仮想)温度を挙げて、最小ではない極

小点に捕らえられるのを防いでいる。この方法を凝縮物質の電子状態計算に初めて応用したのは、R.C町と M.

Parrinelloである (C位組dParrinello: Phys. Rev. Lett.， 55， 2471 (1985) )。彼らは Kohn-Sham方程式を解く

ために次のような Lagr組 ge姐を導入した。

L=η界|ら12-E[{Ciμ同(写仇一ゐ)入1) (日9)

ここで Ciμ=dCil1/dtは仮想的な係数の速度であり、 ηは仮想的なその質重である。この L姥rang'回 nから運動

方程式を導くことができる。
d dL θL 

dtθοふ θCふ
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(下20)

より、

りeiμ=-LHμμ，Ciμ，+乞cρji
μ j  

を得る。もし {Ciμ}の仮想的運動が止まれば(下20)の左辺は 0となり、

(下21)LH，μAμ'-LC山 i=O

が得られる。これは Kohn品細方程式を行列表示したものにほかならない。(入りが対角化されていないが、こ

れは E[{Ciμ}]が電子密度のみの汎関数であり、 Kohn-Sham方程式の固有状態聞のユニタリ一変換に対して不変
だからである)。具体的には、(下20)の時間変化を追っていき、適当なところで仮想運動エネルギーを減少させ

て、最小点に到達させるわけである。

以上簡単に再帰的手法を紹介したが、どの方法がベストかはエネルギー曲面に依るわけで一概には言えない。い

くつかの方法を試してみるのが実際的であろう。

イオンに働く力の計算と Car-Parrinello法

前節では、主に与えられた原子核配置(イオン配置)での Kohn品細方程式を解く問題を論じた。それでは原

子核配置(イオン配置)そのものを理論的に決定するのはどうしたらいいだろう。それは原理的には極めてはっき

りした問題である。全エネルギーは l電子密度の抗関数であったが、原子核(イオン)の位置 {Xu}の関数でもあ

る。ここで Uは原子核の種類、座標の成分、をまとめて表している。全エネルギーがこれらの関数であることを

7.3 

E=E[{仇;Xu}]

と明示しようo問題は {Xu}の関数として全エネルギーを最小化(極小fヒ)するということである。 {Xu}を与え

れば、それに対応した Kohn-Sham方程式を解き、{仇}について Eを最小化できる。いくつもの {Xu}の組に

対してそうした計算を繰り返し、 {Xu}、{仇}の双方に対して全エネルギーを最小化(極小化)すれば、それが

理論的に求めた安定(準安定)構造である。しかし通常考えるべき原子核(イオン)の個数は決して少なくはな

く、従って原子核(イオン)に働く力を計算し、それに従って安定(準安定)構造を探査する方が効率的である。

(下22)

原子核(の座標成分)に働く力は、上の全エネルギーを Xuで微分すればよい。

[θE 1 ， '" r J- ( dE d仇(r)， dE dψi(r) 1 J:: E[{山;Xu}]= I一一I+ ): I dr ~一一一一一一+一一一一一一}lθXuJψhtzJ ISψi(r) dXu . dψ;(r) dXu J 

と計算される。第 1項は Ko匂ohn岳.品a担皿方程式のハミルトニアンの Xんu 依存性に起因する項でで、あり仏、 H臨刷1晶制e11m組n岳. 

F民e戸 m組力とよばれてUしい、る。第2項以降は、 Kohn品 m 方程式を解くことによって、間接的に入ってくる ψzの

Xu依存性である。あるいは基底関数系が Xuに依存していると、そこからも依存性が生じてくる。さて

dE 

d"g(r) 
Hψi(r) 

(下23)

が成り立っているので、上の力は

r oE 1 ゃ(_ _1. I TT I d仇(r)~， d仇(γ)I rr I _1. ~ 1 コ::E[{仇;Xu}]= IττI + ) ~ ~く仇 IHI 一一>+く寸亨ー I H l1/Ji > ~ αXu I OXu Iψ ・・ムァ4・edl dXu αXu ' ，.. J 

と書ける。もしも仇が Hの正確な固有状態であるならば、

dψi(r) dψi(r) 
仇 IH I-~支τ>+ くす玉丁 IHI 仇>=勺五<仇 |ψi >=0 
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なので、 Helmann-Feynman力だけが残る。しかし通常は仇はある基底関数系 {χμ}を用いて、

仇(r)=乞xμ{r)Ciμ
μ 

と展開されている。従って満たされている関係式は

ではなく、式 (7・2)、すなわち

である。仇が規格化されている条件

HIψi>=ι|ψi> 

乞HμAμεi~二 Sμμ， Ciμ'
μ'μμ'  

<仇 |ψi>=乞らむμ，αμ'
μμ' 

に注意して式を変形すると、

dψt(T)dψi{r) 
<仇 IHI一一一>+<一一一 IHIψi>ーε一一 <ψiIψi > dX

u 
.， I -... dX

u 
1.... I 'l-'t.， '-t dX

u 

= 乞ctlJ.，Ciμ(くまflH一山>+ < XIJ.' I H一白|設>} 仰 4)
μμ ‘ 

を得る。この寄与を Pulay補正とよぶこともある。この Pulay補正が消える条件は、

1.基底関数系が Xuに依らない。

2.基底関数系が完全系を作っている。

のいずれかが満たされれば良い。例えば平面波基底は原子核(イオン)位置に依存していないので、 Pulay補正

は消える。いずれにしても、 Pulay補正が残るにせよ消えるにせよ、原子核(イオン)に働く力は上の表式によっ

て計算することが可能である。

さてこの力を用いて、安定(準安定)構造を決定するには通常は次のようなステップをふむ。

1.原子核(イオン)の座標 {Xu}を与え、そこでの Kohn品 am方程式を解いて、{仇}について Eを最小化

する。

2.得られた {ψi}を用いて原子核に働く力を計算する。

3.その力に従って、最急降下法、共役勾配法などの再帰的最小化の技法により、新たな原子核の座標 {Xu}を

得る。

4.以上の計算を、原子核に働く力が0になるまで繰り返し、安定(準安定)構造に到達する。

実際多くの安定(準安定)構造は上のような手続きにより、効率的に求めることができる。この方法は、原子核の

配置を与えて、そこで電子状態を計算し、それから次の原子核配置を考えるという意味で、電子系はいつも原子

核系に追随している。断熱ポテンシャル面上を治って、安定(準安定)構造を探査していることになる。

前節で登場した C訂・P町rinello法では、エネルギー極小の探査は断熱ポテンシャル面上に沿って行う必要はない、

と考える。 (7.・19)で導入した Lagrangeanに原子核系(イオン系)の自由度も考慮した以下のような Lagr姐 gean

を考える。

L=午pd4μペ写Mul丸山
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対応する運動方程式は、

ηeiμ = -L:，Hμμ，Ciμ，+乞C川 ji
μ
 

(下26)

(7-27) MuXu 一丸E[{CiμjXu}]

という連立方程式になる。 C訂・ Parrinello法ではこの連立方程式を {Xu}と{仇}はあたかも独立な変数と考え

て、時間発展を追跡していく。適当なところでクエンチ(原子核および電子系の運動エネルギーを減少)させれ

ば、全エネルギ、一最小(極小)点に到達できる。このような取り扱いでは、 {Xu}に対して全エネルギーが波動

関数の汎関数として最小化されていない。原子核系と電子系を同時に変化させ、全エネルギーの極小点を探査し

ている。いわば断熱ポテンシャル面から離れて、原子核座標と波動関数の係数の関数としての全エネルギーの最

小点を探していることになる。

8 有限温度の第一原理計算

さて以上の議論には温度というものは入ってきていない。 Car-Parrinello法で仮想的な運動エネルギーと仮想

的な温度が導入されたが、普通の意味での温度ではない。有限温度での凝縮物質の振る舞いを調べるのにはどう

したらいいだろう。

8.1 分子動力学 (MolecularDynamics)法

最も素直なやり方は分子動力学法であろう。実際凝縮系を構成している要素(粒子)聞に適当な力を仮定し、そ

の力を及ぼしあっている古典力学系の運動の時開発展を追いかけ、物理量の平均値を手にいれる、というやり方は

昔から行われてきた。そこでの構成要素は“分子"とおもわれていたわけで、分子動力学法の名前の所以である。

これを密度汎関数法と結合させるとどうなるだろうか。それは (7-26)、(7-27)で、仮想的な波動関数の係数の運

動を封じ込めたものとなる。

o = -LHμμ，Ciμ，+乞Cjμ入Jt (8戸1)
μ j  

MuXu ーマuE[{C明 jXu}] (8-2) 

つまり原子核に働く力を、密度汎関数法で電子系を量子論的に解くことにより求め、その力に従って原子核の運

動を追跡していくのである。温度は簡単には等分配則を仮定し、原子核の運動エネルギーの平均値として定義す

る。系がカノニカル集合になるためには、 Lagrange姐に適当な項(サーモスタット)を付け加える必要がある。

能勢のサーモスタットが有名であるが詳細は文献を参照されたい (s.N凶 e:Mol. Phys. 52，255 (1984); J. Phys. 
Chem. 81， 511 (1984) )。

(8-1)、(8-2)を解いていけばいいのだが、実際上はなかなか難しい。微分方程式を解くための時間ステップは

フェムト秒以下に取る必要がある(系のエネルギースペクトラムから決まる時間スケールよりも短く取る必要が

ある)。一方原子核の運動あるいは振動はピコ秒の程度である。時間ステップを少なくとも 103-104回追う必要
がある。密度汎関数法により (8-1)を解くのはそんなに簡単なことではないので、全体として恐ろしく時間がか

かってしまう。また原子核が活性化エネルギーを超えて運動するような場合には、その活性化エネルギーを超える

確率は通常極めて低い。分子動力学法でそうした事象を追うのは、かなり難しい。
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図8-1:熱力学積分法で計算されたSiの自由エネルギー。電子間相E作用については密度汎関数法のLDAを採用している。
[ O. Sugino and R. Car， Physical Review Letters 74， 1823 (1995) ]. 

8.2 熱力学積分法

相補的なアプローチとして熱力学積分法がある(O. Sugino and R. Car: Phys. Rev. Lett. 74， 1823 (1995) )。
これは二つの熱平衡系(系 0と系 1)の聞の自由エネルギーの差はエンタルピーの平均で表されることを利用し

たものである。二つの系のハミルトニアンを HoとH1としよう。ここで仮想的な中間のハミルトニアン

H(入)=入H1+ (1一入)Ho (8-3) 

を導入する。 入=0が H。に対応し、入 =1がH1である。ここで自由エネルギーの入についての微分を考え
る。温度T、圧力 Pを一定とすると Gibbsの自由エネルギー G(入)が分配関数の対数から求められ、

( 。)芸)=-kdhlDp(-π}]
T，P UA L- l fi:B 

L(H1-Ho)切{-静)
一 乞ほp{-静)

(ふ4)

が得られる。これはハミルトニアンの差の熱平均値

< H1-Ho >λ 

である。入について積分して、二つの系の自由エネルギーの差として、

G1-GO = 11 d入<H1一品> (8-5) 

が得られる。今ターゲットにしたい実際の物質のハミルトニアンを H1としよう。それのモデルとして(例えば
Einstein模型)のハミルトニアン Hoを考え、その自由エネルギー G。が求まっていれば、 (G。が計算可能なモデ

ルを作ることは普通は容易である)、上の(ふ5)より実際の物質の自由エネルギーが求められる。
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「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

表8戸1:熱力学積分法で求めた Siの固体・液体転移点での熱力学的諸量

計算 実験

融点 (K) 1.35 X 103 1.685 X 103 

固体のエントロビー 6.9 kB 7.4 kB 

液体のエントロビー 9.9 kB 11.0 kB， 10.7 kB 
液体のエンタルビー (eV/ atom) Hs ( 0 K ) + 0.33 Hs ( 0 K ) + 0.41 
潜熱(eV / ato皿) 0.35 0.532， 0.47 

団体の比熱 ( e V / K . atom ) 3.0 X 10-4 3.03 X 10-4 

液体の比熱 ( e V / K . atom ) 2.7 X 10-4 3.03 X 10-4 

固体の体積 ( (a.u. )3 / atom ) 1.350 X 102 1.380 X 102 

融解時の体積変化 10% 11.9 %， 9.5 % 
国体の熱膨張率 (K-1) 0.3 X 10-5 0.44 X 10-5 

液体の熱膨張率 (K-1) 4.8 X 10-5 5.2 X 10-5 

融点の圧力係数 (K / GPa) -50 -38 

具体的に(8-5)を計算するときにはいくつかの工夫が必要になる。入を固定して、そこでのハミルトニアン

H(A)を用いて、分子動力学法でエンタルビーの熱力学的平均を求め、それをいくつかの異なる入で計算して、右

辺を得る方法が正統的であろう。あるいは入に仮想的な時間依存性を持たせ、分子動力学法を入を変化させなが

ら行う方法 (potentialswitch 法)も行われている。今までそれほど多くの計算例はないが、シリコンの融点な

どが精度よく計算される(図8-1及び表ら1)。

また拡散の活'性化エネルギーと活性化エントロビーの計算例も報告されている。その場合には拡散のスター

ト位置と鞍点位置での自由エネルギーの差を計算する必要がある。拡散経路 U に沿って力を積分することにより

それは求められる:

ムF= 11 < (dEjδu) >uT du 

9 フオノン

セクション lで、物質中の原子核と電子の運動を断熱近似によって分離した。以後、前セクションまでは、原

子核の配置を止めた時に、相互作用しあっている電子系がどのような基底状態を取るのか、また外場に対してど

のようにレスポンスするのかを調べてきた。電子系がどのような状態にあるかに依存して、原子核には力が働く

(断熱ポテンシャル面)。その力を計算して、安定な原子核配置あるいは有限温度でのダイナミクスを議論するこ

とも行った。しかしそれらは、あくまで電子系から世界を見た話しである。原子核系から見た場合、電子系は通常

目まぐるしく時間的に変動し、原子核はいわばその媒質中をゆっくりと運動している。これが原子振動あるいは

結晶であれば格子振動(フォノン)である。この格子振動に対しても量子力学の第一原理に立脚した手法で、物

事を調べるわけにはいかないだろうか。答えはイエスである。本セクションでは、密度汎関数法に基づいた格子

振動、特に結晶におけるフォノンの理論を紹介しよう。

9.1 格子力学

基底状態の原子の集団は、その全エネルギーが最低になるような原子核の配置と、それに付随した電子状態

にある。低い励起状態は、この基底状態から原子核が僅かに動いて、(おそらくは)振動している状態である。原

q
L
 

門

i



講義ノート

子核の座標をシンボリックに Rと書くと、その原子核の運動はc1・10)で与えられる:

とえぉ2V:
{一):'~.:O +U(R) + EdR)}三(R)= Wk2(R) 
4・J 2M" 
白=1

(9-1) 

で記述される。ここで三は原子核の波動関数、 U(R)が原子核同士のポテンシャル、 EdR)が Rが与えられた

時の、電子状態kの全エネルギーで、あった。前セクションまでで、密度汎関数法などを用いて、一生懸命計算し

ようとしていたのは、この多電子系の全エネルギー Ek{R)であった。

さて厳密には原子核も量子力学的対象であるから、(9-1)を解いて波動関数を求めなければならないが、物質

科学における現象では、原子核は古典的対象としても通常は問題ない(ひとつひとつの原子核は定まった場所に

いて運動している)。基底状態では、各原子核 Iは平衡位置 RT)に位置している。結晶の場合、この RjO)は格

子の並進ベクトル tと単位胞中の位置ベクトル%によって指定される:

R}O) =1+Ts (仏2)

励起状態(あるいは有限温度)では、原子核はこの平衡位置からずれて運動する。そのずれを叱tと書こう:

R[ = 1 + T s + U sl = R}O) + U sl (仏3)

このずれにより全エネルギーは増加する。その増加分はずれが小さいならばTaylor展開で見積もることができる

であろう。原子核の配置の関数としての全エネルギーを gと書こう。これは(9-1)での Ek{R)+ U(R)のこと
である。すると、

~イ |θ&1 1 ~ イイ， 1 δ2& c=CO+) uJr 1 _--" 1 +~ ). uJruJ.，， 1 _ 1 +・・・~u~ll θuj 
r 1_ .-2 Lγ ~lu:，l' I auj ，auj:" I 

5lj L "~sIJ 0 sS'，ll'，jj' L """'sl"""'s'l' J 0 

(9-4) 

となる。ここで、〈tは Uslのデカルト座標成分であり、微分の添字の 0は平衡位置での値を表す。平衡位置か

らのずれが小さい場合は、上の2次の展開で充分であろう(調和近似)。運動エネルギーは、

~1 
陶 et山 eru=52山 sl12 件

であるカか、ら、古典的な運動方程式として、

M.üJ γ|θ2~I 人~U"'. =ー> I U-. 
~ s，ム.J δdθuJ".， 1 s'l. 

s'l'j' L""'sl""'s'I'J。
(9-6) 

を得る。

これは莫大な数の次元の連立方程式である。しかしあきらめずに右辺の係数を考えてみよう。

ati3' - 1δ2c I 
V slis'l'一 |θuJθJ|

L """'sl"'""s'l' J。
(仏7)

とかけば gはテンソルであるから、(9-6)は

Msusl =-L勾is'l'Us'l' (与8)

といくぶんすっきりとは書ける。この行列gはl'番目の単位胞中の S'番目の原子が Us'l'だけ変位したことに

よって生じた、 t番目の単位胞の s番目の原子に働く力を表している。しかしまだまだ大次元(単位胞の数 Nに

単位胞中の原子の数 nをかけて3倍した次元)の連立方程式であることに変わりはない。
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「第51因物性若手夏の学校 (2006年度)J

ここで格子の並進対称性を使おう。 gは原子に働く力を表しているが、その力は結晶中の絶対的な位置 tと

l'の両方に依存しているわけではない。物理的に考えて、その相対的な位置ベクトル h== l'-lにだけ依存する

はずである。

gえl:s'l'= Cfssl(h) (9-9) 

従って運動方程式(仏8)は、

Msusl = -~二丸I(h)us1l+h (仏10)

s'h 

となる。我々はこの運動方程式を満たす時間的に変化する変位の組 {usl(t)}を求めたいのである。(9-10)の形

をみると、これは tを別の並進ベクトル 1"に変えても不変である。まったく同じ運動方程式を解くことになる。

これはポテンシャル・エネルギーの形が、結晶の並進ベクトルに対して不変であることに起因している。ここで

我々はブロッホの定理を思い出す。電子に対するシュレディンガ一方程式を考え、そのポテンシャル・エネルギー

が結晶の並進対称性を持つときには、電子の波動関数はブロッホの定理を満たした。そのときの証明にはシュレ

ディンガ一方程式の具体的な形は使っていない。どのような波動方程式であれ、ポテンシャル・エネルギーが結

晶の並進対称性をもっているときには、その波動は一般的にブロッホ関数の形をもつべきであることが証明され

ていた。従って今考えている格子の波もブロッホの条件を満たさなければならない。すなわち

usl(t) = e
iq九so(t) (9-11) 

を満たすような波動ベクトル qが存在する。あらゆる単位胞の中で、格子位置 sにある原子は全て同じ方向に変

位する。ただその位相だけが単位胞毎に変化するのである。ここでoは原点として選ばれた単位胞をあらわす並
進ベクトル(格子ベクトル)である。

(与11)を(仏10)に代入すれば

M《 oetqt=-2ご払I(h)us，oeiq.heiq・t (9-12) 

s'h 

ここで原点の選び方は任意であり、 Usoの添字には意味がない。むしろある(仏11)を満たす波動ベクトル qに

対する解という意味がある。そこで

Uso = Usq (9-13) 

と置こう。すると運動方程式は

MsUsq=-Lι'(q)Us'q (9-14) 
， s 

とかける。ここで gのフーリエ変換

ダ~Sl(q)==乞鈍s，(h)eiq.h 仏15)

h 

を導入した。(9-14)はもともとの方程式に比べると著しく次元が少なくなっている。 3n次元である。もちろん

それはトリックである。その代わりに許される全ての qに対して、(9-14)を解かなければならない。いくつの q

があり得るか? それは電子のエネルギー帯 εkでkがどのような値をとり得たかと全く同じ議論である。すな

わち qは第一ブリルアン・ゾーンの中の値をとり、その取り得る個数は単位胞の個数 Nに等しい。その意味で

解くべき方程式の個数は同じである。しかしながら、電子のエネルギー帯のところで学んだように、全ての kに

対して ekを計算する必要はない。なぜなら εkは滑らかな関数であり、いくつかの主だった点で計算したあと、

それを内挿することによって十分信頼で、きる εkが得られるのである。今の格子の波でも全く同じことが言える。

その意味で(9-6)を系の並進対称性を用いて(仏14)の形に書き直したことは、大きな前進である。

ここから先は通常の手続きである。(9-14)において Usqが時間依存性 eivtを持つとすると次のような 3n

次元の方程式を得るo

乞{紛:(q)ーν2Mん ldjj，}U~:q = 0 (9-16) 
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これは固有値方程式であり、行列式をゼロとおいてその解が得られる。この固有値方程式を各 qに対して解くこ

とにより、格子波の全ての解が得られる。

上の固有値方程式を解く事は、(9-16)の行列を対角化することに他ならない。その対角化を行うことにより、

振動数Vaqが得られ、 Usqの線型結合として対応する固有ベクトル Uαqが得られる。言い換えると格子波の 3n

次元の方程式は 3n個の独立な単振動の方程式に分解できるのである。格子振動に対する最も単純な模型であるア

インシュタイン模型では、各原子はポテンシャルの井戸の中を単振動しながら運動している、と考えられた。上記

の固有値方程式はその一般化とも考えられる。今までの議論は古典的な波動の議論である。量子論によればすべて

のオブジェクトは波であると同時に粒子でもある。この格子波を粒子的描像でみたものが、フォノン(phonon) 

である。あるモード (αq)の格子波が立つということは、フォノンの言葉でいえば、波数q振動数 Vaq (あるい

はエネルギー hVaq)のフォノンを励起されたといえる。振動子を量子化したわけだから、この量子、フォノン

はボゾンである。

9.2 密度汎関数法によるフオノン計算

前節の定式化より、(9-7)で与えられる fdJ; あるいはそのフーリエ変換(9-15)を何らかの方法で求めら
sl:s'l' 

れれば、フォノンの振動数が計算できることになる。“何らかの方法"として有用なのが密度汎関数法である。

9.2.1 凍ったフオノン近似

r，gi!， ..，は要するに全エネルギーの原子核の座標についての2階微分である。 1陪微分は原子核に働く力であ
sl:s'l 

り、それは基底状態の原子核配置を決定するのに使われた。 2陪微分も(精度良く数値的に求めるためのテクニッ

クはあるが)原理的に計算可能な量である。原子核を適当にずらして全エネルギーの変化分を計算し、それから

2次微分を求め、行列式(9-16)を解いてフォノンの振動数を求めることが可能である。これを“凍ったフォノン

(仕偲enphonon)の近似"という。しかしこれには限界がある。(9-11)からもわかるように、ある波数 qを有す

るあるフォノンモードは、結晶全体に亘る波であり、その波の波数に従って、各単位胞中の各原子核が決まった

動きをし、その動きに対するエネルギー変化が欲しい2階微分、行列である。例えば q=Oのフォノンに対して

は、結晶中の原子核全体がある決まった変位をするときの2次微分を計算すればよい。プリルアン域の端の場合

は、隣り合う単位胞での動きを逆向きにすれば対応できるであろう。しかし、ブリルアン域全体にわたったフォノ

ンの振動数 ν(q)をこの frozenphononの方法で求めることは不可能である(莫大な数の単位胞を持ってきて、

それぞれの中の原子核を適当に動かす必要がある)。

9.2.2 密度汎関数摂動理論

Frozen phonon近似を越えて、任意の波数のフォノンの振動数を求めるのに適当な方法が密度汎関数摂動理

論 (DensityF¥mctional Perturbation Theory)である16。各原子核の位置{R]}が決まれば、電子系に対するハ
ミルトニアンは定まる:

.yt' = T + V + Vee 
ここで、
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16S. Baroni， S. de Giroo<∞li阻 dA. Dal Corso， Re市 W of Modem Physics， 73， 515 (2∞1). 
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であり、原子核からのポテンシャルは、

v=乞Vext(ri)

である。系の波動関数をは多体の Schrodinger方程式

r霊， = E'l1 

を解いて得られる。原子核同士の相互作用も含めた全系のエネルギー gは

2~ Z，Z， 
cf=E+U(R)=E+一、 '-J

2白IR[ -RJ I 

である。

各原子核の座標は、電子系のハミルトニアンに対しては、ある種の外部パラメータとみなせる。実際の外場

のパラメータなどと同様の働きである。一般的にハミルトニアンが外部パラメータ入に依っている場合(従って

固有値、固有関数も入に依存している場合)、

〈δれ I~ I 'l1A ) 一一 1~I 'l1 À )+ θ入 I--" I -" / 

いλ|坐¥'l1λ〉θ入

が成り立つ。これは曽λが正確に多体の Schrるdinger方程式の解の場合にしか成り立たない。近似的な解の場合

には、 Pulay補正が重要であることは前セクションですでに学んだ。

入として原子核の座標R[を考えると、

(9-17) 

いlm13?〉いλ|努|川+一
δEλ 

θ入

か一等一等=ー同132lu〉一課 (9-18) 

ハミルトニアンrのうち、原子核の座標に陽に依存しているのは外部ポテンシャル Vの部分だけである。従って

トいR12き|叫一容=-J dr nR(r)響 -EZ (9-19) 

となる。ここで v!!(r)は原子核配置 Rにおける電子の感じるポテンシャルであり、 nR(r)はその際の多体系の

ー電子密度である。さらにこの表式をもういちど微分すると

(9-20) 

(9-21) 

(εi+ムed(仇(r)十ム仇(r))(9-23) 

(仏24)

(9-22) 

δ2cf(R) θF[. (L anR(r) av!!(r) I (δ2v!!(r) θ2U(R) 一一一一=一一一=I dr一五一一望ー+I dr nR(r)一一一+一一一-θR[aRJ θRJ J -- aRJ θR[ 'J θR[θRJ θR[θRJ 

を得る。これからわかることは、全エネルギーの2階微分を得るためには、基底状態のー電子エネルギーととも

に、その原子核の配置の変化に対する 1次の応答、 (θηR(r)fθRJ)が必要になる。

この 1次の応答(微分)を計算するためにはどうするか? ここで Kohn-Sham方程式を用い、原子核の配

置の変化に対する摂動論を用いる。基底状態での Kohn品 m 軌道を仇(r)、原子核配置が変化した状態でのそ
れを仇(r)+ s仇(r)と書こう。するとそれぞれでのKohn-Sham方程式は、

[ー ，n(r') r..1I_，1 去マ2十知伸Jdr一一+切μ似川XIr一r'I ' r'.Av L"J'-I J 

ザ)=乞ICTi(r)12 

[-;~ ¥72 + Vext(r) + sVext(r) + J dr'仲ムn(r')ーか2+加 (r)+ムVext(r)+ J dr I r-r' I 
+似C[n+ムn](r)] (仇(r)+ム仇(r))

い)+ sn(r) =乞|仇(r)+的 (r)12

ε仇(r)

一
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となる。(9-24)、(9-22)より、ムの2乗のオーダーを無視すると、

ムn(r)=乞[o;(r)的 (r)+φi('・)so;(r)] (仏25)

を得る。また(9-21)、(与23)より、再びムの2乗のオーダーの項を無視して、

( HSCF -ei )ム仇(r)=ー(ムぬCFームむ)仇(r) (9-26) 

を得る。ここで

2f，n(T') 
HSCF 三一';-¥72+ v，倒 (r)+ I dr一一一一+μxc[n](r)J _. I r -r' I 

r L'ムn(r')
ムlもCF 三 sv剖 (r)+ I dr一一一一+μxc[n+ムn](r)一μxc[n](r)J --I r-r' I 

r J_'ムη(〆 8μxc[n]1_，1 
は (r)+ I dr一一一一+一一一(r)1 ム叶)J --I r -r' l' 8n(r) ，-'In=n(r) 

(9-27) 

(9-28) 

である。(9-26)はSternheimer方程式として知られている。(9-25)と(仏26)は田町:..consisitentに解くべき連立

方程式である。これにより密度汎関数法の枠内で正しいムn(r)が求まり、それから 1次の応答、 (θnR(r)/θRJ)

も計算できる。
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