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アイ ンシュタイ ン方程式のペ ックルン ト変換

筑波大物理 表 賓

相対論的な重力場の方程式 (Einstein方程式)は次式で与えられる

RA"一書gPリR-kT〝レo

ここでRPy,RQま計量テンソル‰レ(ds2-9pレdxPdxソ )の2階微分までを含む曲率テンソルo

TPyは物質のエネルギー ･運動量テンソルであり,又応(-聖 G-2.07×10-48S/gem)はア
C

インシュタイン定数と呼ばれる｡ この式を孤立した物体がその外部に作る重力場に適用 した

ときに得られる解 (外部解)を厳密に求める方法の一つについて報告する｡

外部解を求めるためには,いろいろな対称性 (例 ;球対称解-Schwarzshildの解)が要請

されてきたが,ここではいままで使われた要請をその特別な場合として含むところの定常か
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アインシュタイン方程式のペ ックルン ト変換

つ軸対称性を要求する｡このとき計量は

ds2-f-ite2γ(dp2+dz2)+p2dP2ト f(cdt-a,dP)2,

となるoここでJ,a,,再まpとZの関数である｡ アインシュタイン方程式からf,a'の連立

非線型方程式 と再こついての線型方程式が得 られる｡従って厳密解 を求める問題はf,a'の連

立方程式を解 くことに帰着 し,その方程式は次の非線型方程式 (Ernst方程式)にまとめられ

る｡

∂.∂2E-一志(∂lE･∂2E)･謹 言 *∂LE∂2E,
但しxl-p-iz,x2-P+iz｡ここでEはErnstpotentialと呼ばれる複素関数であり次式

で定義される

E-f+i少,

但し∂lα-苧帰 ,∂2α-一声∂2少｡
アインシュタイン方程式は,その方程式を不変に保ついろいろな変換を持っていることが

知 られている｡そのうち次の2つの変換が重要である｡

1. Ehlers変換

//- ノ予

(1-丹 )2+γ2f2
¢′-
神 ーPγ(f2+少2)

(1一律 )2十㌢2f 2

但 しα,P,再ま任意の実定数｡この変換はEを使って

PE
E′- iTT7TE+ iα,

と書ける｡

2･ Killingベク トルの回転による変換

f′-aft(1+b仙)2-b2f }, W′-ま

但 La,A,Cは実定数.

+iα,

2

山 +bw'-チ
2

(1+ba))2-b2-i
J2
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後者の変換はEの変換 としては表わせないことに注意する必要がある｡ しかしながら,こ

れらの変換はErnst方程式のペックルント変換 という観点から,統一的に議論されること,

更にこれらを特別なケースとして含む一般化された変換が存在することが示される｡

Ernst方程式のペ ックルント変換は次の式で与えられるものと仮定する｡

alE/-alalE+a2,

82E'-bla 2E+b2.

ここでa乙,bi(i-1,2)はE,E*,E′,E'*,xL,x2の関数であり,その具体的な形は次の2つ
の要請から決められる｡

1･ E′は積分可能条件をみたす (∂t∂2E′-∂2∂lE′)｡

2.E′はErnst方程式の解である｡

この要請のとき,EはErnst方程式の解であることは仮定されている｡この要請から,4種

類のペックルント変換が存在することがわかる｡

i)B.T.I

･LE,-子∂lE,∂2E′-f'∂2Eo
積分 してE′-cE+a,但 しC,dは積分実定数.

ii)B.T.刀

alE
′_ f′2+01+～呼 市

J 2
∂lE, ∂2E'-

f,2+01+何

J 2

但 しβ1-J了｡次の式で定義 される補助関数 (pseudopotential)¢1

･161-等 l(@lalE.∂1E*,, ∂261-旦計 ¢182E･82E*),

をっかって,上の変換は

･lE′-f'@lalE, ∂2E,-fQla2E
とかける｡これは積分できて

¢1=
1-irE*

1+irE E′-莞 +iα o

この結果,B.T.ⅠはEhlersの変換を行 うことがわかる｡
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iii)B.T.Ⅱ

alE/-
202+1+布 二首

J 2β2

202+1-何 丁

)∠】 J 2β2

但 し02-与 ff,｡補助関数 ¢2
β

82E,-1'

alE

82E

f'1+ノ両
4p o2

f′卜 誼 百石

･1･/J IJJ

･1¢2-一 里宕 (62alE･alE*,･か ¢2-1)(62･1),

･262--虹 ユ (∂2E･6282E*)+吉 (¢211)(62･1),27

を使って

･lE′ - i'6281E･去 (卜 62,, ∂2E,-1'i a2E･莞 怒 ,

と表わせる｡この変換はEの関数としては積分できないが,f,a,の関数として

¢2=
1+A(W+i)

1+A(W一貫)

f'-aft｡1'bw)2-珍),W′- 三
2. , 了 (1'bwトチ

2

'1'bw)2-b2f

十 C

となる｡すなわちB.T.ⅡはKillingベクトルの回転によって起る変換を行 う｡

iv)B.T.Ⅳ

･1E′-ま く(1-{2)(032･1,･2{203･ (ll ( 2 , ( 0 3 - 1)
1+C2

行 2号 o3'1 )∂.E
β3

+
f'(1-(2)

A).,,rj:;
(β3- 1+

1+(2
032' 2ti203+ll,

82E'-
2fO3C2

((1イ 2)(032+1)+203+(1イ 2)(03+1)
i+(2

032+2壬±幸 o3'1)∂2E

f'(1イ 2)

4pO3(2
(β3+1+

1+{2IHI/Eq

032+2丁 子 03 + l l,
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但 し 03- tff',(2-
ig-∬2

βノノ′ iβ+∬1
｡任意定数 βはErnst方程式が持つ Z軸の原点のとり方の

任意性に対応する.この変換に対しては2種類の補助関数¢3と73を導入することが可能で,

各々次の方程式で定義される｡

8163--吉(棉+{¢3)∂lE･({･¢3)∂1E*),
･2¢3-読 (¢3({･¢3)∂2E-(1+{¢3)∂2E*),

8163-を (33(1･{73)∂1E-(33+ " l E *1-孟(73-1)(73･1),

8263-着 ト (1+{73)∂1E･73(33･{)alE* ト 志 (33-1)(33･1)｡

6,,33を使ってB･T･Ⅳは

f'63(1+(63)
f ¢3+l

f'¢3(I+¢3)
f 1+(63

f'3,(1十(53)
∂1E/--ユニ
f F3+(

′■ll■′
f' 1+(¢3

∂2E/---∠丁
fg3(33+()

63(11{2)

I:,:.+I

¢3(1-(2)

･1E･妄 (1+{33),

∂ZE+｣ 二 (1+lg3),
2pd3(

と表わされる｡上式を1/βの巾で展開して,その第-項のみを残 したとき,¢3を使った表式

はB.T.Ⅱに,3,を使った表式はB.T.Ⅱに一致する｡

以上のことからB.T.Ⅳは,すでに知られていたEhlers変換とKillingベクトルの回転によ

る変換をその特別なケースとして含む,より一般化された変換であることがわかる｡更にこ

のペックルント変換から逆散乱法のLaxpairが導かれることも知られている｡ ソリトンの物

理で有効であった方法が,アインシュタインの方程式の厳密解を求める際にも有効な方法で

あることが示されたわけである｡
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