
On　the　MordelLWeil　group80f　quasi－elliptic　surfac㈱

　　　剰｛汰学理学部・伊藤　浩行（ξlmOYUKパ警））

o．序

　本稿では標数2及び3に特有の準楕円曲面のM◎品盛Wea群について、楕円曲面のことを念頭に起きな

がら調べてみた結果1⇔いて述べる。後者に関しては塩田氏のMordell－Weil格子という素晴らしい理論が

あり、それを横目で見ながら、準楕円曲面の場合に楕円曲面での現象とどのくらい違いがあるかを考えて

みる。特に標数が2と3の為、具体的計算が可能でありM。rdell－Wen群とN6ro駐一Severi群の構造、　Artin

三嚢wr｛磁等が実際に計算ができる。更に、§3でふれるように楕円曲面のM頑祉We三1群とは決定的に違

う点も幾っかあることに注目していただきたい。

1．MordelLWei1群の定義

　睦標数正の代数的閉体とし、標数をρで表す。∫：X→Cをセクション0を持つ準楕円曲面とする（従っ

て標数pは2又は3）。

　記号の準備

Xη：∫の生成ファイバー

孔。：Xηの唯一っの特異点

君：＝x戸｛鳥｝

κ＝左（o）：曲線oの函数体

丑：＝｛c∈Ol∫－1（のは可約特異ファイバー｝

　　　　　　れロ　ハ
∫w1＝θ．ρ＋Σμ，，‘θ卵　既約分解

　　　　　　‘隷1
　　θ。が◎セクションと交わる唯一つの成分

　　7π．：∫－1（∋の既約成分の個数

Nぷ（X）：XのN6ron－Severi群

7’：垣v温格子、即ち、0切断、一般ファイバーF、そして0切断と交わらないファイバーの

既約成分で生成された醗τo盈一§eveぎi群の部分格子。

X＝X（Ox）と略記する。
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このときE（κ）をEのκ一有理点全体として、これに次の同型によって引き起こされる群構造を入れる。（cf．

13｜）

（1・1）　　　　　　　E（κ）＝P‘・幻κ（κ）

定義．上で定義した群構造のもとで、E（κ）を準楕円曲線の1ばor♂εひW副群と呼ぶ。

　ここで、上の群構造はX（又はXη）を後で述べるWeiemra8s　formで書いたとき、それを標数0の体上

の楕円曲線の群構造をm。dρで考えたものと同じである。

　以下、0を有理曲線と仮定する、即ち、0…ぎP1。これは、　Xが単有理であることと同値である（c£14】）。

定義一定理1．1．E（κ）の群演算は、　p倍すると0になる。従ってE（κ）は書o面on群である。特に、　Xが単

有理の仮定のもとでE（κ）は有限生成、従って、E（κ）竺（Z／ρZ）Φ’の形となる。このとき、このrをXの

’or鋤n－rαぱと呼ぶ。

証明の概略：E（κ）∈Pがρ倍して0になることは、P‘c｝，ノκが6。のフォームであることより従う。（フォー

ムに関しては｛31を参照のこと。）E（κ）の有限生成性にっいては、楕円曲面の場合と同様に次の同型によ

り1V3（X）の有限生成性に帰着させる。

（1．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　E（κ）＝ハr5（X）！丁

同型写像はX上の因子Dに対して（1．1）の同型のもとでD・Xη一（D・Xη）0を対応させることにより得ら

れ、逆は、P∈E（κ）に対し対応するXの因子（P）のm。dTを対応させて得られる。尚、この逆写像は次

の写像から導かれる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ：E（κ）→1V5（X）⑤Q

　　　　－）一ρ）一（（P－・）・・）F一逗（句，…一）・ご（（£1∴））

ここで、（P・0）は因子（P）と（0）の交点数（（P＞（0））を表し▲はサイズ（m．－1）の交点行列（（θ．，・θ．、））‘，」＞1

である。（この写像に関しては【6】を参照のこと。）この写像から定義されるE（κ）上のN6r・皿一Tate　height

を用いてE（κ）o＝｛0｝が示される。（今の場合、E（κ）がtorsion群なのでN6ron－Tate　heightが自明であ

ることに注意する。）■

　また楕円曲面の」V5（X）の構造定理の準楕円曲面版も得られる。

定理1．2．単有理準楕円曲面の1v5（x）の生成元と関係式は次の通りである：

　　　　　　　　　（0），呪θ．，、（・∈R，1≦‘≦m．－1），D、＝㈹一（0）（1≦‘≦・），

一一・の・
忍陶…一吋：…ll））＠一

ここで，月，…君はE（κ）のFp上のベクトル空間としての生成元である。

　この定理、又は（1．2）より次の塩田一Tateの公式を得る。
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系1．3．ρでXのP∫card数を表すとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ＃2＋Σ（抱．－1》

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9εR

　更に、同型（L2）の応用と．して次の式は大変有用である。

（1．3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　detハrぷ（κ）・IE（κ）12叉c　det　2【㌧

2．“庵ieごs紅as8モデル

　この§では、後で準楕円曲面のMordell－Wdl群を計算する出発点となるWeierstr槌s標準形について述

べ、それを用いてファイバータイプを決定する。

定理2．Lfリヌ：→σを麺0をもっ相対的極小な単有理準楕円曲面とする。このとき、Xはアフィン空

間A3内で次の式で定義される超曲面に双有理となる。

（・1）｛1：：1：聯＋ψ（‘）・綴當烈ド（‘）¢κ2酬）『：霊

　ζ旬逆に、κを2次元代数函数体で、多揚，‡で生成され、上の式但1）の関係式を満たしているとする。κ

が有理的でないとき、Hをκの極小モデルとし、整数m、及び、多項式ム（りε姻を次で定義する。

　　　　　　　　　　　　　・（り・｛㍑（‘脚（㍗：：；き

　　　　　　　　　　　　　一｛盤讃d螂｛働｝；：1露

　更に次を仮定する。

　↓ア）標数が2のとき、ψ（りは次数が4の倍数の項を含まず、ψ（りは次数が偶数の項を含まない。標数が

3のとき、ψωは次数が3の倍数の項を含まない。

　ζイ）αをム（の＝0の任意の根としたとき、

　　　　　　　　　　　　　M伍｛uα（ψ）－4，ηα（ψ）－6｝＜0，＝2の時　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　　　　ψα（ψ（‘）一勺ウ（α））＜6　　　　　P＝3の時

とずる。このとき、

　のm＝§ならば£は去上有理的、κが有理的でなければ極小モデル亙が存在して

　b）m字1ならば∬は偬特異）K3曲面、

　c）m＞1ならばHは小平次元κ＝1の曲面で、p。（H）＝Pg（H）＝m，　d∫m〃1（H，　OH）＝0，鳥（H）＝

r（π8一か1）十1，ア∈疋o

注意上の仮定ζア♪、fイ）は技術的な仮定で、適当な変数変換によりこの様に出来る。ζイ戊は方程式の

m面m⑳仇yの条件である。

証明について：
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　前半（i）は、楕円型1ぐ一フォームの分類による。（c£13D後半は、PlxP1の分岐二重被覆を7πにっいて

場合分けをして計算する。（砿ρ＝2の時は｛21、p＝3の時は倒）ただし、　p＝2の時は注意が必要。

9

　証明の系として、上で定義した多項式△（りからr（o，£－12⑳略）の元ムをつくることができ、これに対

応する因子（ム）の次数にっいて

（2．2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くieg（∠1）ニ12x－4

を得る・

　さて、準楕円ファイプレーション∫：X→0の可約特異ファイバーのタイプの分類のために、今、0を

局所的とする。即ち、C窪Specま1閲。このときXiま次の局所W託ぷra33形式で書｛ナる；

ρ）　　　｛；：：1：‡1ζ戸＋飾＋ゾ‘A；：霊

ここで、θ，m，kは奇数又は0、霧は3と互いに素、α，β，γ，6は先｛鰯の可逆元で、8，　m又は夫が0のときiま

それぞれに対応する係数を0とする。また、ρ＝2の時は

　　　　　　　　　　　　　　β≠0又は7≠0　　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　　　　　8＝1又は1くm≦3又は1≦‘く5，

ρ＝3の時は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1くπ≦5

とできる。（2．3）を用いてファイバーを分類するが、今の場合は

・（り・｛1罵呼碑）÷（る坪；：濃

であるご

命題2，2．各pに対して特異ファイバーは次の通り：

　（りρ＝2の時　　（1）m≧ま≠o又はmぱ§　　　（2）是＞m≠§又｛註＝奪

typ松　ψ‘（△（‘））　先　　5　　‘ype　ψ‘（△（り）　πL　8

刀　　　　　　　0　　1　》0　　　∬τ　　　　　　1　　1　》0

郡　　43≧§　11」「硲　 73≠1
1『1．

　　　8　5≠1　　∫；π8＿4　　2m＞3　1

刀A＿6　2た一2　》≧5　　1
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（∫りP＝3の時

‘ype　u‘（△（‘））π

∬1　　　　　　0　1

∫γ　　　　　2　2

∫γ゜　　　　　6　4

∬°　　　　　8　5

ここでu‘はu‘（り＝1となる正規付値とする。

　この命題をグローバルな場合に適用して、（2．2）より次を得る。

命題2．3．タイプTに対してレ（T）でタイプTのファイバーの個数を表すとき、次が成り立っ。

（・刈12・一・・｛瓢㌶ぽlll；1；）＋醐）ψ（π㍗）惣2

一方、ファイバーの交点行列の計算より

　　　　　　　　　　　洗…｛：蒜ぽ四声‘ml：1；篇

であり、しかも上の命題よりこれらのべきの部分は偶数であることが分かるので、§1で用いた同型（1．2）よ

り、1det　lv5（X）1はρの偶数べきρ2σ゜（z∋σo）と書けることがわかる．従って、このべきの部分を見て次を

得る。

命題2．4．

（・・）　句…｛瓢蹴5m）＋卿；：霊

注意．上のσoはXが超特異κ3曲面の時、Art∫n∫皿冊rfantと呼ばれ超特異κ3曲面のモジュライを考える

際重要な役割を果たす。

　§1で注意したようにE（κ）上N6ron－Tate　heigMは目明なので、次の関係を得る．

命題2．5．P∈E（κ）に対して、

　　　　　　・（P・・）・・Xく｛霊鍛1；）＋Σ迦（’卿1：霊

　この式は実際に有理点を計算する際に役に立ち、また、切断とファイバーの交わり方に関する項を付け

て等式にすることができ、切断とファイバーのコンフィグレーションを決める際に役に立っ。
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3．E（κ）及び1V5（X）の分類

　Xが特に有理曲面、K3曲面の場合について考える。出発点はWeierst理s形式（2．1）で、道具は§2の命

題達、特に式（2．4）、（2．5）、（2．6）である。（勿論、具体的な計算が大変多い。）

　（1）X力靖理曲面の時

　このとき各不変量は、X＝1、ρ＝10、σo＝0であり、　Wej¢r8tr品8形式は

（鋤　　　｛糞ll‡：1：蕊蕊ζ戸÷力讃参3‘3按ま；こ1隠

（2・4）、’（2．5）‘ま

　　　　　　　　8＝昧＝o（鷲÷4）〃（犠）÷8〃（∫1つ÷ダ（1∫ハ＋7y《1∫つ　　P＝2の時　　　　　　　｛

　　　　　　　　4＝〃（1γ）十3レ（∬γ⑨）十4〃（∬∬．）　　　　　　　　　　p＝3の時

　　　　　　　　　　一｛i｛瀦ζ㍑；∫∫1）＋卿）｝㌶震

となる。っまり、torsio肘㎝kはファイバーのタイプの組み合わせで決まるので、ファイバーのタイプを決

定すればよい。（これは、（3．1）より得られる△（りの根の重複度を込めた組み合わせを決定することである。）

定理3．1．準楕円有理曲面は次の表のいずれかに同型であり、その‘oぴ∫oロ・raηk、有理点は表の通りである。

表1

（i）P＝2の時

The　type　of　　　　The　8tandard五）rm．　　　γ　　　　　　nonzem　8ections

redudble　6bles．

篠）11参　　　　　♂＝♂十‘5　　　　　　　　　　0

b）∫‡　　　　　　　　　y2＝ぼ3十‘2¢十‘5　　　　　　　　　　　1　　（‘2十f，オ3）

c）∫∬，∬∫∬ψ　♂＝苫3＋‡3虚　　　　1（0，0）

d）two題゜8　　♂＝灘3十492謬÷‡3　　　　　　2　（偏，の　　wi琉駕3十路÷1＝o

　　　　　　　withα∈た’

e）巧，tw・∬∬∫’・♂＝¢3＋（ま3十‘）¢　　　2（0，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ま÷1，92÷1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘2十f，‘3十り

f）な，ら・・∬∬∫’・蜜2＝♂＋（‡3＋・’2＋リエ　　3（0，0）

　　　　　　　wi口・∈克’　　　　　（・〉ち・1（‡2＋‡））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α一｝（‘2＋・‘＋1），ゴ1（‘3＋（叶1）‘2＋（・＋1）‘＋1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ガ1‘2十鷲ま，ゼξ（《3＋白㌔2刊2‡））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・‘＋ゾ㍉・｝（‘2＋・｝ガ1‘＋・－2））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　with2＋十＋1＝0
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9）dght　H1’・y2＝♂＋（13＋・‘2＋bり・＋‘34（・い〉（‘2＋b｝‘））

　　　　　　　withαdand　6∈斥゜　　　　（ゼ1‘2＋u重＋bu－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガ苔（‘3＋（6＋c・2）〉‡2＋（b2＋・b・2）‘＋b｝））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　with3＋α叶1＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・－1‘2＋吻一｝（‘3＋・｝・‡2＋6｝・2‡））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠＋bu－1，ジ｝（u2‘2＋α｝b｝砿＋b｝））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　witい4＋α♂＋ψ＋b＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘2／（‘’＋6），幽4＋‘3＋・｝b‘2）／（‘＋‘〉）3）

（ii）P＝3の時

The　type　of　　　　The　standard　fbrm．　r　　　　　　nonzero　sections

reducible　6ble3．

a）∬∫°　　　　　夕2＝エ3十‘　　　　　　　0

b）∫yJγ’　y2＝苫3＋‘2　　　1（0，土‘）

・）f。・・1γ’・　y2＝♂＋‘4＋’2　　2（一ち±（重2＋‘））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘，±（‡2－‘））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（‘2，土（‘3－1））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1，±（‘2－1））

注意．↓aのを個々について計算することによって、切断同志が交わるのは、p＝2の∂の場合だけであるこ

とが分かる．

　この表をもとに、それぞれの場合にっいて切断とファイバーの構成を図に書くことができ、また、その

中の9本の（・1）・曲線をブローダウンしてP2からの構成を見ることができる。（cq1｜，【2D

　（2）xがκ3曲面の時

　Xは、単有理を仮定しているので超特異1ζ3曲面となる．従ってArtin不変量σoはρ＝2の時1≦σo≦9、

p＝3の時1〈σo≦5となり、X＝2、ρ＝22となる．

定理3．2．（∫11）ρ＝3の場合は特異ファイバーのタイプの組み合わせと、‘鍋∫o皿一rankを決定できた。

　分類によると、torsion－mkはo〈γ〈4、1≦σo≦5である。特に、（2．4）により可能な特異ファイバー

のタイプの組み合わせすべてが実際に存在する。（K3曲面の場合は8通り。）これについて、ρ＝3の場合

は更に次のことが言える6

定理3．3．整数X＞0を任意に与えた時、但4）で〃（＊）を変数とみた不定方程式を解いて得られる解すべて

を実現する単有理準楕円曲面∫：X→σが存在する。

注意．ρ＝2の時はκ3曲面で既に不定方程式↓24）の解であって、実際には存在しないファイバーのタイ

プの組み合わせがある。
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　有理曲面の時と同様に、ファイバーと切断のコンフィグレーションを図に書くことができる。（【11）尚、

標数2の場合にっいては現在計算中である。

　さて、超特異κ3曲面のN4ron－Severi群NS（X）はArti皿不変量σoによって一意的に格子構造が決まる。

（c£1司参照）また定理L2よりN3（X）は

　　　　　ず＝奪の時品5（X）＝砺鐙㊥誓εRQ（瓦）　　　　｛

　　　　　7＞0の時　1V5（X）c〈0，呪P▲，…君，θ・，‘（響∈」～，1≦‘編7π・－1）〉！｛関系式｝

となることがわかるので切断とツァイバーの構成がわかれば格子の生成元も決定できる。ここで，Q（凡）は

U上の特異ファイバー孔から決まる格子を表す。

　（3）X力塒男叫な］齢

　楕円曲面と大きく違うのは、適当にXを大きくするとこのtoロion・r砿kがいくらでも大きくなる曲面が作

れる点である。これにっいては、礼を正の整数として次のアフィン方程式で定義される準楕円曲面を考える

とよい。

　　　　　　　　　　　　　　　　♂＝苫3÷z2烏÷1÷1＋《3　P＝2の時　　　　　　　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　　　　　　　♂＝エ3十‘3＾＋1÷‡2　P＝3の時

このとき、R＝Pも．で、特異フγイパーはすべて桔（p＝2の時），∬γ（ρ熔3の時）となり、ρ＝2の時ηが

奇数ならばx＝（2叶1＋2）16、偶数ならばx＝（2叶1＋22）／6、ρ＝3の時はx＝（3°＋3）16である。これら

のファイバーの入れ換え、即ち、Rぱ昨，．の自己同型Aut（Pと，．）＝PGL（2，ρつがE（K）に作用して多く

の切断をっくることになる。例えばp＝3の時は、αを1の原始ゾ乗根として、

方（κ）∋P＝（ま2呼3“一㌧妻3㌧オ）

　　　　　　　　　　　　　Aut伊も．）∋鬼パ←バカと毒Hぎ＋αの合成

とすると、σα（P），σ2（P），…，σピ（P）＝Pはすべて異なるE（κ）の元である。実際σαは‘＝。。上のファイ

バーを‡＝α上へ写し、一方Pは信。。上のファイバーで0切断と（multipUdtyはX－1で）交わり、その

他の特異ファイバーでは0切断の通るコンポーネントθ．loとは交わらないので，、σ；（P）は0切断と1＝α8

上のファイバーでのみ交わる。p篇2の時も

P＝（‡2守一1÷オ，茎32誓－2÷オ2’バ1）

をとり鬼にっては同じものをとると同様のことが言える。

　従って

定理3．4．書o斑o肘ankは有界ではない。

　序で述べた通りこれは楕円曲線の場合と決定的に違う点である。
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