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§1. は じ め に

van Kampenl),久保氏ら2,)富田氏ら3)により立てられたマルコフ過程に従う巨視系

での非平衡状態の統計論によれば,巨視的変数のゆらぎを決定する手法が与えられる｡

この方法をもう一段微視的な変数,たとえば1体分布関数などに拡張することは興味が

あろう｡その際,良く知られているように,マルコフ過程という制限を取除くことが,

ボルツマン方程式などのdrift term を導入するのに必要である｡ Siegert4)により希

薄気体に対する,2体衝突まで考慮したmasterequation が与えられているが,これ

から久保氏の手法により1体分布のゆらぎの分散の満すべき運動方程式も書きおろされ

る｡これらの二式にdrift term がどのような形で入ってくるのであろうか｡また,久

保氏らの方法では系の寸法無限大という巨視的極限をとる操作が重要な役割をもつので

あるが,1体分布のような一段微視的変数まで考えるとき,この極限操作はどうなるの

か｡このような二つの疑問がこの小論の出発点であった｡

§2. 1体分布のゆらぎ･

簡単のために,N個の質点よりなる古典気体を考え, j番目の粒子の空間座標をqj,

それに正準共役な運動量をpjとするo 〟一空間の座榛はⅩ･≡ (qj,pj)と書くo粒∫

子間には2体中心力 9日q了 qkl)が働らき,また十分ゆるやかな外場 Pext(qj)が作
用するものとしよう. p-空間内の点 Ⅹ … (q,p)における1体分布は

N N

f(Ⅹ)≡∑♂(Ⅹ-ⅩJ)≡∑ a(q-qj)a(p-pj)
j-1 j-1

(2.1)

で与えられる｡その平均値は1体分布関数になるのであるが,Bogoliubov5)の規格化に

よるものをFl(Ⅹ･t)とすると,
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<f(x,> - ; Fl(x･t, (2.2)

となる｡ Vは気体を収める容器の体積であり,平均はIl一 空間内の気体の分布関数

D(t･'Ⅹ 1,Ⅹ2,･･･, XN)によるものである :

< ･.･> - / ･･･ / ･･･D ( t ;xl,x 2, ･･･,XNl dxl･- dxN (2･3)

同･一時刻での 2次以上のモーメントは次のようになる :

<f(Ⅹ)f(3{)> -
N(N-1)

v2

< f(Ⅹ)f(Ⅹ′)f(Ⅹ〟)>-

F2(x･X," ･;6(x-x," 1 (X･t,･

N(N-1)(N-2)

v3
F,(x･x'･x～･t)

+ 塑 型 †6(Ⅹ-Ⅹ′)F2(Ⅹ′,Ⅹ〝･t)+ ♂(Ⅹ-Ⅹ〝'F2(Ⅹ･Ⅹ′,t)
v2

･ ♂(Ⅹ′-Ⅹ〝)F2(Ⅹ･Ⅹ〝･tH ･筈 ∂(Ⅹ-Ⅹ′)♂(Ⅹ-Ⅹ〟)Fl(Ⅹ･t),･･････
(2.4)

F2,F3,･･･はBogoliubovの 2,3････体分布関数であるoゆらぎを論ずるにはモー

メントよりキュムラントの方が都合がよいo規柳 ヒ因子をFl,F2 - に合わせたものを

ス1,･12,-･とすると,

ll(X･t)-Fl(X･t),

ス2(Ⅹ,Ⅹ′･t)- (1-孟)F2(Ⅹ,X,,t)-Fl(Ⅹ,t,Fl(Ⅹ′･t,+旦∂(Ⅹ-Ⅹ′,Fl(X,t),N

}3(X･:i:,･*, ･t,-(1浅 ) ( 1-孟)F 3(Ⅹ,Ⅹ ′,Ⅹ 〝 ,tトFl(Ⅹ,仰 1(Ⅹ ′ ,t)Fl(Ⅹ〝 ,t)

･ ;(1-か 6(x-I,,F2(I,･XJ,･t,･8(x-*," 2(X･X,,t,

･ a(Ⅹ′-Ⅹ〝)F2(Ⅹ,k,,tn ･ (芸)2∂(Ⅹ-Ⅹ′)a(Ⅹ一㌢ )Fl(Ⅹ･t)
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- F l(X ,tH ( 1 -か F2(X ,･X"･ t '

･ 芸 ∂(Ⅹ′- Ⅹ 〝 )Fl(Ⅹ′,t" 1'Ⅹ′,t)Fl( Ⅹ〟,t)1

-Fl(Ⅹ′,t)‖1一志)F2(Ⅹ,Ⅹ〝,t)

･芸∂(Ⅹ-Ⅹ〝)Fl(Ⅹ〟,t)- Fl(Ⅹ,t､Fl(Ⅹ〟,tM
-Fl(Ⅹ〝,t)i(1-去F2(Ⅹ,Ⅹ′,t)

･;8(x-I,"1(I-X'" 1'x･tW1'x'･tH (2.5)

となる｡これらの式は熱力学的極限N-- (ただしV≡VA は固定 )をとるとき都合

のよい形にしてある｡

さてBogoliutx)Vの理論5)は分布関数を1/Vまたは Vで展開する形で立てられているo

この種の展開,特に1/V展開に対しては近年,展開項の発散という困難が生じているの
であるが,現在これに代る他の一般論もないことであるから,展開の初項のみを考える

ことにして,Bogoliubov理論を借用することにする｡粒子簡力が短かい有効距離をも

ち,気体が稀薄であるときは, 1/V展開が使用され,すなわち形式的に1/V-Oで,

Fl(X･t)-0(vO) I

F2(X･X,･t)-･Fl(I(2)･t)Fl(I/(2)･t)+o(i) (2･6)Ⅴ

となる06)ここにⅩ(2)IⅩ(2)は Ⅹ･Ⅹ′から,相互作用 甲‖q-q,J)のみがあるとして

運動を十分の過去までさかのぼ り,軌道が直線になったところで,同じ時間だけその直

線を現在まで延長 して得られる値である｡ (2.5)によれば 1体分布のゆらぎは,

}2(Ⅹ,Ⅹ′･t)-V ∂(Ⅹ-Ⅹ′)Fl(文,t)+0(vO) , (2･7)

すなわち,主項のみを残すならば,同時刻の1体分布関数の非平衡形 Fl(Ⅹ,t)のみで定

められるoこのFl(Ⅹ,t)は (2･6)によりボルツマン方程式を解いて定めればよいこと

になる (§4参照 )｡これは理想気体での平衡状態の結果の拡張に外ならない｡Nicolis7)

の分布関数のゆらぎの話とも合致している｡
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粒子間カがクーロン力のように長い有効距離をもち,その中に多数の他粒子が入ると

きは,Ⅴ展開が使用される｡この場合には形式的に Ⅴ-0で,

Fl(X,t)-0(vO)･

F2(X･X/,t)- Fl(X,t)Fl(X/,t)+vF2/(X･X/･t)+0(V2)

F3(Ⅹ,Ⅹ′,Ⅹ〝･t)- Fl(Ⅹ,t)Fl(Ⅹ′,t)Fl(Ⅹ〝,t)

+vLFl(Ⅹ,t)F2'(Ⅹ′,Ⅹ〟,t)+Fl(Ⅹ′,t)F2'(Ⅹ,Ⅹ〝,t)

+Fl(I"･t)F2'(I,X'･tM+o(V2) I

となる80)従って (2.5)により,

}2(Ⅹ,Ⅹ′,t)-VlF2'(Ⅹ,Ⅹ′,t)+♂(Ⅹ-Ⅹ′)Fl(Ⅹ,I)i+o(V2) ,

13(X･X/･X",t)- 0(V2) ･

(2.8)

を得るoこの場合にはF2の Ⅴ一展開の Vについて1次の項吋 をも求めねばならない

(§4参照 )｡ このような場合について,ゆらぎを求めた計算があるか否かは知らない

が,プラズマの雑音などの研究には役立っかもしれない｡

§3. Siegert理論-のキュムラントの導入

siegert4)によれば,マルコフ過程に従う稀薄気体に対するmaster equation が立

でられ,これにモーメントの母関数を用いることによりdriftterm のないボルツマン

方程式が導かれる｡

計算の手段を変え,この Siegertの理論にキュムラントの母関数を導入し,それの満

す運動方程式を出すことにより,ボルツマン方程式,分散の従う式を一層容易に与える

ことができる｡
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運動量空間をk個に細胞分割し,時刻 tにおいて j番目の細胞を占める粒子の数を

nj't-0におけるそれをmjとするo nl,n2,-'nkおよびml,m2'-'mk をま

とめてそれぞれ n,m と書く｡時刻 tにおける確率分布をP(m/n,t)とすればSiegert

のモーメントの母関数は,

n･ n･

Gm(x,t)… <F xjJ> -∑p(m/n･t)1IxjJ
J tnI J

(3.1)

で与えられているoただし, xl,x2,''',Xk のかわ ｡にxと書き,t誉)はnのあらゆ

る組についての和を取ることを意味する｡以下同様な省略記号を用いる｡ (3.1)におい

て xj… eifj とおくと,

Gm,eiE , t) - <exp〔i冒 nj〕>J

は特性関数であるから,

cm(iE･t)≡ BnGm(eiE,t)

(3.2)

(3.3)

はキュムラントの母関数で,

C-,iE･t,-{亨}帝 {(;,,,).(粋 轟 jcm(iE･t" (3･4)E=o

-if.

∂/∂xj- e Ja/∂(iEJ)によりSiegertの式

aqn(x･t) 1

を k亨iJXk Xz akZij

∂2q｡(Ⅹ･t)
∂t

aGm(eiE･t)

8(iEp)
- qn(eiE,t)

∂xi ∂Xj

acm(if･t)

a(iEp)
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82Gm(eif,t)

∂(ifp)∂(iEq)
Gm(eiE,t)I

9cm(iE,t)∂cm(iE,t) ∂2cm(iE,t)

∂(iEp)

に注意すると (3.3)により次の形に書ける :

acm (iE･t)

∂ t

a(iEq) ' a(ifp) a (iEq)

(pキ q)

一 言 kfi, ak i i j ei' Ek+ Ez-Ei- E j '

8cm(if･t)8cm(if･t) 82cm(iE,t)

a(iEi) a(iEj) ' a(iEi)a(ifj)

(3.6)

(3.7)

これがキュムラントの母関数の従う運動方程式であるo akeiJは i番 目の細胞中の粒

子と j番 目の細胞中の粒子とが衝突 してそれぞれ k番 目およびβ番 目の細胞-移るよ

うな2体衝突における散乱断面積に相当するものである｡たとえば単位時間当りの遷移

確率はninjとakZijとの積で書けるo

i((P P c お いてB｡- 1 以 外 の銅 ミOで あるような 1 次のキエムラントを ス1 (I),p

Bp- 1,Bq-1以外の銅 ミOであるような2次のキュムラントを ス(lt)1 と書き,以pq

下同様な表記法に従うなら,キュムラントは母関数で,

8cm(iE,t)
} l ( t)
p

} lplq (t)

a(iEp)E=oI

82cm(iE･t)
1

a(iEp)a(iEq)E=o

(3.8)

と表わされる｡これより,1次のキュムラントおよび2次のキュムラントの満す運動方

程式は,

∂Al(t)
p

∂t

a a Cm(iE･t)

a(ifp) at Eio
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∂ ㌔ 1｡(t)

∂t

82 8cm (if,t)

a(iEp)a(iEq) a t Eio

･-αzkij お よび kEia kjij- 0 に注 意 してそれぞれ,よ り ,αkzij-αkejl
∂ llp(t)
∂t zij
(pgキ ij)

∑
kZj
(keキpj)

8 11 1 (t)
p q
∂t

および,

∑
αpzij‖ 1･( t H li (t)+A l i lj ( t) il

akZpj l l lp(tH lj( t)+ A lpl j(t) と

(3.10)

(3.ll)

与〔告 ra｡｡ij+α｡｡ljH}li'tH lj't'+llilj(tH
(ij≒pq)

+ ∑ rakZpq+αklqp)illp(tH Ip(t)+}lplq(t)ikg
(kJ≒pq)

- 4 kEi akpqj‖ 1q(tH lj(t)+llqlj(tH
(kp≒qj)

- 4 ∑
ki

(kqキpj)

+ ∑
′ij
(pJ≒ij)

+ ∑
Jij
(qJ≒ij)

- ∑
kJj
(kJキpj)

_ ∑
kJj
(k′キqj)

akqpjlllp(t)llj(t)+llplj(t)i

dpzljl4jll･(t)ll･(t)+2}lq1 J
1.1.(tH
q1J

aqzljl4Alpli(t)jl･(t)+2llplilj(t)∫J

αkZpji2jlqlp(tH lj(t)+2llqlj(tH Ip(t)+2}lqlplj(t)1

akZqj12Al1(tHlj(t)+2llplJ(tH lq(t)+2}lqlpli(tHpq

+∑αkCij12llplqli(tH lj(t)+2}lpli(tH lqlj(t)+Alplqlilj(tH]kJij

(3.12)

となる｡ system size expansion
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1

akLij=VAkZij ,

}lp" -V fp(t)+up(t)+0(Vll)

}lplq" - V Opq" +0 (VO)I
(3.13)

により, (3･11)から数密度の平均 fp(t)お よびその は ず れ up(t)に関する運動方程

式が, (3.12)からはゆらぎの分散の従う運動方程式が求められる｡すなわち,ボルツ

マン方程式に相当して,

∂ fp(t)

∂t

およびその補正

∂up(I)

∂t

∑

/ij tApJij fi(t) fj(tト A ijp/ fp(t日 J(t)I

(pJキ ij)

∑
/ij〔A｡′ijIfi(t)uj(t)+fj(t)ui(I)+㌔(吊
(pJ≒ij)

- AijpLLfp(t)uz(t)+ fz(t)up(I)+0,I(t)i]

が得られ,ゆらぎの分散の満たす運動方程式として,

aopq(t)

∂t
∑ij

(ij≒pq)

Apqijfi(t)fj(t)+ kEz AkZpq fp(t)fq(t)
(kJキpq)

~ 2(kpE*jqJ)AkLqjfq(t)fj(tト 2(kqkEも ｡Akqpjfp(I)fj(t)

+2 ∑
Jij
(pzSij)

∑
kJj
(kJキpj)

- α ･(t日 J(t)+2Ap 川 ql

AkLpiOqp(t日i(t)-
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∑
Jij
(qJ≒ ij)

∑
kJj
(k/キpj)

(3.14)

(3.15)

･･oI(t日 )(t)Aq zl J Pl

AkzpjOqj(t)fp(I)



∑
kJj
(kJ≒qj)

古魂気体における1体分布関数のゆらぎ

AkZqjOpq(t)fj(t'- kfj AkLqjOpj(t日 q(t)
(kJキqj)

が得られる｡

このようにキュムラントの母関数を導入することで, (3.14),(3.15),(3.16)はモ

ーメントを取り扱う手法によるよりはるかに簡単に尊びかれる｡遷移確率の分っている

場合は上の方法は大変に有効である｡

§4 キュムラントの運動方程式

Siegertはmasterequation からモーメントの母関数の満す方程式を求めた｡

Bogoliubo㌔)もBBGKY方程式を与えるモーメントの母関数

N

Llt･u(Ⅹ)〕 - Bi- < Hll+芸 u(Ⅹ｣)1>N-∞ j-1

- 1･silS+ ･･/ Fs(Xl,･･･,Xs,t,

u(Ⅹ1)･･･u(Xs) dxl - dxs (4.1)

を用いている｡ §3で見たようにここにキュムラントの母関数を導入し,キュムラント

の溝す運動方程式を導く手法は直裁的で有益である｡キュムラントの母関数を求めるに

紘,Bogoliubovの母関数で, 1+vu(Ⅹ)の代 りに explivE(Ⅹ日 をとる方が,特

性関数の形になって便利である:

L′〔t･eif'x'〕-Bi- < exp†芸 ′iE(I)f(Ⅹ)叫 >N-ヰ∝,

… expiK〔t,‖Ⅹ)〕i
キュムラントと母関数K との関係は

∞1
K〔t,E(x)〕=1+S至1Sj/-･′ls(ⅩS(Ⅹ1,''',ⅩS,t)

i H Xl)･-iH Ⅹ S )dxl･- dx s
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で与えられる010)キュムラン トはKを iE(Ⅹ)で汎関数微分し,i- O とおいて得 ら

れる｡ Ⅰ｣iouville方程式から母関数Kに対する方程式は容易に導びかれて次の形と

なる :

∂K〔t,打Ⅹ)〕
∂t
+′ト二･ (~ー +

=_1〟
Ⅴ

p ∂iE(Ⅹ) ∂%xt(q) ∂iE(Ⅹ).∂K〔t,i(Ⅹ)〕

m aq aq ap L 6iE(x)

∂平日q-q'1) ∂if(Ⅹ) ,∂K〔t,E(Ⅹ)〕 ∂K〔t,E(Ⅹ)〕
∂q ap t 6iE(I) 6if(I/)

∂2K〔1,日Ⅹ)〕
8iE(x)8iE(I/)

dx

‡dx dx′ (4.4)

これからBBGKYに等価なキュムラントの満す方程式系を導くことはやさしく,

∂Al(Ⅹ,t)

∂t
+ †里

rJ
I
一
Ⅴ
ニ

∂ ∂㌔xl(q) ∂

a-pill(I,t)m ∂q ∂q

∂平日q-q′日 ∂
･左 目1(Ⅹ,t)jl(Ⅹ′,t)+}2(Ⅹ,Ⅹ′,t)idx′

∂q ∂p

812(X,Ⅹ′･t) ′D ∂ ∂pext(q)
+ †旦 ･ヱ
m ∂q

1ハ∂甲(fq-q〟日

Ⅴ ∂q

∂t

+二′Ⅴ

∂q ･af,Ipi･ai

∂Pext(q′) ∂
a-p′巧 (Ⅹ,Ⅹ′,t)∂q′

∂
a-pEll(Ⅹ,t‖ 2(Ⅹ′,Ⅹ〟,t)

(4.5)

+ ll(Ⅹ〝,t)ス2(Ⅹ,Ⅹ′,t)+),(Ⅹ,Ⅹ′,Ⅹ〟･t)idx〝

1,∂p(Jq′-q〟日 ∂
a-p,∫ll(Ⅹ′,t‖ 2(Ⅹ,Ⅹ〝,t)∂q′

+ll(Ⅹ〝,t)}2(Ⅹ,Ⅹ′,t)+13(Ⅹ,Ⅹ′,Ⅹ〟･t)idx〝 (4･6)
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を得る｡

これらの式にはdrift term が現われている｡興味があるのは (4.2)がEについて

2次の項までで切れるガウス分布の近似が良い場合であって,そのとき1体分布の分散

ス2を定める式は (4･6)から,久保氏ら2)が与えた分酌 の満す式と本質的には同じ

型であって,それにdrift term を加えた形になっている｡ drift term が与えられ

れば,温度勾配その他のゆらぎに及ぼす効果を論ずることが可能になろう｡

Bogoliubovの 1/V展開法が使えるとした場合には §2に述べたように1体分布の分

散 12はFl(Ⅹ,t)で定まってしまい, 12の方程式 (4･6)を解く必要がないoこのと
11)

き (4.5)の方は (2.5)の第一式および (2.6)によりボルツマン方程式に一致するから,

これを解き非平衡のFl(Ⅹ,t)を求めればよいo

'Bogoliubovの V展開法が使えるとする場合には, (2･9)によりス2-0(V),13-

0(v2)となるから, (4.5)は self-consistent field equation12)

a ll(X,t)

∂t
+ †旦.3_
m ∂q

+1二･

∂%ff(q) ∂

d=p‖ 1(Ⅹ,t)- 0∂q

となり, (4･6)はそれに似た方程式

aj2(Ⅹ,Ⅹ′,t) .p ∂ ∂%ff(q)

∂t ■m ∂q ∂q

(4.7)

･t,･pi･afq′∂peff'q) ∂∂p′ ･毎 ′1

人2(Ⅹ,Ⅹ′,t)-0 (4･8)

で近似されるo後者はBogoliubovの関数 F21を定める方捉式と同価である013)上式で

有効坂 ㌔ffは次のように与えられる14):

peff(q,t)-P｡xt(q)+:/細 q-q,｡ip(q,,t)-1ldq,,

p(q',t)… ′}l(Ⅹ,t)dp (4.9)

気体が-様な場合には p-1となるo peffの第 2項はプラズマで-様な background

を仮定したときの形である｡
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§5. あ とが き

以上に見たように気体分子運動論では,BBGKY方程式系がそもそも熱力学的極限

N-- で有用であったことからも分るように,系が巨視的だということだけでは話が

簡単にならず, 1/V- o又は V-0 という操作で,久保民らの理論における system

size expansionと同様な方程式系の分離 (平均の運動を定め,これを使って分散の運

動が求められるという,階級制度の下克上または decoup ling)が行われた｡ Siegert

理論-の久保の方法を適用したときは正に system sizeexpansionで, 先づボルツ

マン方程式が分離され,次に分散の方程式が得られたのと比べて,これは少々意外な結

果であった｡一様でない系の場合には森氏 15)も指摘 しているように,巨視的極限とい

うことは詳しく論ずる必要があるのであろう｡

drift term を求めることは首尾よく目的を達 したのであるが,同時刻のゆらぎし

か求めていない｡異なる時刻の量についての相関を求めるように理論全体を公式化しな

おす必要がある｡そうしないと雑音のパワー ･スペクトルを求めるような問題には末だ

不便である｡いわば理論体系が末だマルコフ過程論の尻尾をっけているといえよう｡マ

ルコフ過経からはっきり抜け出す公式化は次期の問題で,母関数を経路に対するものに

拡張するような一般化 も必要としよう｡
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