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1 はじめに

数論，特にディオファントス近似論の重要な命題である Skolem-Mahler-Lechの定理，

及び線形回帰数列に関連する問題に対して，線形回帰数列のゼロ項の挙動を調べること

を目的とした考究を述べる．本稿では線形回帰数列のゼロ項の挙動の数学ソフトウェア

Mathematicaによる可視化を試み，研究・教育推進を意識したICT活用を実施した．

まず，線形回帰数列 (LinearRecurrence Sequence = LRSと略記）の定義を述べよう．

本稿では簡単のため，基礎体を有理数のなす体Qに限る．一般には有理数体の有限次拡

大体である代数体，さらに標数0の体つまり複素数体やp進体等でも， Skolem-Mahler-

Lechの定理は成立する [11][20]．最近では情報数理の研究分野において， Skolem問題と

呼ばれるテーマも研究されている [4][5] [9] [15]. 

定義 1（線形回帰数列 (LRS))正整数kEZ：：：：ぃ Cぃ・ • ・, Ck E (Q (Ck -/ 0)を固定する．

数列{%}が線形回帰数列 (LRS)とは，全てが0ではない初期値Uo,．．．皇k-1E Qが存
在し， ¥/nE Z：：：：。に対して，線形の漸化式

Un+k + C1叫＋k-1+... + Ck-lUn+l + Ck叫＝ 0 

が成り立つこととする．このような kE Z;:::1のうち最小正の数を，線形回帰数列の次数

(order), LRSの定義式に付随する特性多項式 (characteristicpolynomial)を

k 

f(X) =炉＋ c1xk-l+... + Ck-lx +Ck=  IT (X -Wj) (1) 
j=l 

と定める．

本稿では特性多項式は重根なし， Uo,．．．直k-l及び (1)の係数は特に断らない限り，全

て整数と仮定する． k= lのときは等比数列になるため，主に k2 2の場合を扱う．

線形回帰数列の和・差・積が線形回帰数列になることは，線形代数によって示される

[11]．商の場合は特定条件下 [10][22]で線形回帰数列になるが，その証明は定理1と同様，

W. M. Schmidtの部分空間定理を用いる難しいものである．
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2 Skolem-Mahler-Lechの定理

定義 2（非退化型・退化型） 2次以上の LRS｛四｝の特性多項式(1)の根に対し，どの 2

根の比 wi/wj(l'.Si<j::; k)も1の幕根ではない場合に，｛叫｝は非退化型 LRS, そう

でない場合に退化型 LRSという．

退化型は，ある nでwf= wf (1 :Sヨi<ヨjさk)となる LRSを意味するため，特性多項
式の根に 1の幕根自体が複数あれば，退化型とみなせる．

定義 3(Zeroesもしくは ZeroMultiplicity)ゼロ項即ち％ ＝0になる添字集合を

Z｛叫｝：＝ ｛n|叫＝ O}

とおき， Zeroesもしくは ZeroMultiplicityという．

以後， Z{un}に関して論ずる．

一般に非退化型LRSのZ{％}を決定することは，実は整数論の大きな未解決予想な

のである．その理由は一般の Skolem-Mahler-Lechの定理の証明がnon-effective即ち

ゼロ項の添字を求める数学的な方法が存在しない状況だからである (effectiveとは有限

時間内に有限回の操作で対象物を決定するアルゴリズムが存在することを指す）．

一般の場合の Skolem-Mahler-Lechの定理の証明はSchmidtの部分空間定理[17]とい

う， non-effectiveなディオファントス近似の大定理に本質的に負うている．このため，

#Z｛叫｝＜ OOが得られる非退化型の場合であっても，一般的にZ{%}，即ちゼロ項の

添字を求める問題はeffectiveには解決されておらず，ゼロ項の添字を決め得るアルゴリ

ズムは分かっていない [11][20]. 

しかし特別な場合に限るならば，困難の回避が可能，即ち effectiveな結果（明示的

とは限らないが，理論的に計算可能な結果を指す）が得られる場合もある．例えば特性

多項式がdominantrootを持つ場合，つまり実根で絶対値が他根のそれよりも大きい

ものが1個，もしくは複素共役である 2根で，絶対値が他根のそれよりも大きい根があ

る場合など， A.Bakerの手法[3]が適用できる場合は，ゼロ項の添字集合はeffectiveに

決定できることが知られる [16][18] [20]. effectiveな場合とは，命題1の表示で叫＝0と

おいた式が2変数の単数方程式になる場合である [13][16,Theorem 3]. 

さらに次数2の場合は [21]によるゼロ項の添字に関する明示的評価 (effectiveより

も強い， explicitな結果）がある．

また，いわゆる Skolem問題とは， Z｛叫｝が空集合であるかどうかを判定する問題で

ある．たった 1回でも項にゼロが登場する数列なのか否か，という問題であり，ゼロ項

を完全に決定すれば解決される．しかし実はSkolem問題であっても一般にはNP困難

であることが2022年に示された [5].effectiveでも計算量が多ければ， NP困難とみなさ

れるようである．

ではSkolem-Mahler-Lechの定理を述べよう（いま定理1では｛叫｝ cQとしている）．
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定理 1(Skolem-Mahler-Lech の定理： 1935-2011) ｛叫｝~=0 C Qを，次数 k2: 2の
線形回帰数列とする．このとき

M + N =S exp((6k)3k) 

を満たす有限のM,NE Z~。が存在して以下の主張が成立する． j= 1,・・・,Nに対して
初項 xJ€ Z，公差〇ヂ yJ€ Zの添字の等差数列Tj= {xj + my』m € Zこo}つまり有限
個の T1 ，・・・， TN と，有限個の添字八，・・・， fM€ Zが存在し，ゼロ項の添字集合について

Z｛叫｝ ＝｛£1,...'£叶 LJT1 LJ ・ ・ ・ LJ TN 

が成り立つ．特に｛％｝デ＝。が非退化型 LRSならば， z{叫｝ ＝ ｛£1 ・ ・ ・,£M}のみとなって

#Z{un}'.S exp((6k)3k). 

注意 1

• T. Skolemがk= Qの定理1を証明し， K.MahlerがSkolemの定理を代数体に拡張
した後にC.Lechが標数0の体への一般化を行った [11].

• Schmidtは非退化型の場合のZ｛叫｝の個数の上界をKのみの関数で与えた． 2002年に
Schmidtの結果はJ.-H.Evertse, H. P. Schlickewei及び Schmidtによって，より一般の

場合に拡張され，なおかつZ{％｝の個数上界は改良された [14].2011年にF.Amoroso-

E. Viadaがさらにこの上界を改良した [2]．非退化型でk=3の場合は， F.Beukersが

#Z{四}::::;6を証明している [7]．またk=2のLRSの場合，（1）の根が1の幕根では無
いときにBeukers-Schlickeweiにより＃Z｛叫｝さ 61が証明された [8,Theorem 1.2]．個数

の上界だけでは一般にゼロ項の添字集合Z｛叫｝は求まらないが， k=2のときは2変数

の単数方程式に帰清され，前節に述べた通り Baker法[3]でZ｛叫｝はeffectiveに求まる．

•Z{％｝は非退化型の場合，定理 1 よりゼロ項の添字 n は有限個に限るが， dominant

rootを持つなど強い条件下の場合を除き，添字n自体を求める方法は「存在しない」．

しかし次数の低い場合にeffectiveな結果が存在することは前節に述べた．定理の証明は

Schmidtの部分空間定理の応用であり [12][14]，難しいディオファントス近似を用いる．

系 1

ゼロ項の添字nが等差数列を成す，つまりゼロ項が周期的に現れて無限個であるならば，

定理1の対偶より Z｛叫｝は退化型である．

一般にLRSは次の形で表される．証明は線形代数による [11].

命題 1

単根のみをもつ特性多項式で定まる LRS の一般項は， W1,•..,Wk をその単根とすると

叫＝ b1wf+b2吟＋・・• +bkwk (2) 

で与えられる．ここでb1,．．．，似は初項と (kも併せ）特性多項式で定まる定数である．
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3 退化型 LRSの図示
Skolem-Mahler-Lechの定理より，ゼロ項の添字nが無限個ある場合は， z｛%}は退化
型 LRSでなくてはならない．退化型 LRSの挙動を観察する目的のもと， Mathematica

動画による考察を行った． J.Berstel-M. Mignotteによる結果[6]を参考に，線形回帰数

列｛叫｝が退化する場合を主に考えた．退化する LRSの例として特性多項式の根の比，

もしくは根そのものに 1の幕根を含む場合を人為的に作り，数列の挙動を調べた．

添字nがグラフの横軸，数列 Unの値がグラフの縦軸に記されている．オレンジ色の

点がゼロ項，青い点はゼロ項ではない点である．まず1の幕根のみを根にもつ場合を考

える．命題1より LRSの一般項は以下で与えられる：

四＝ b1吋＋的w;+-··+bkw~.

3.1 Sequence SS24-3-1 • Sequence SS24-3-2 

• Sequence 8S24-3-1 (Fig. 1) 

特性多項式（企＋ l)(x2-3x + 1). 

初項： Uo= 0，附＝ 1，匹＝ 0，匹＝ 0，四＝ 0，U5 =ー1.退化型

• Sequence S824-3-2 (Fig. 2) 

特性多項式（丑＋ l)(x2-3x + 1). 

初項：向＝ 0，附＝ 0，匹＝ 1，四＝ー1，四＝ 0，妬＝ 0.退化型．

Sequence S824-3-1とは初項が異なる．

Fig 1ではSequenceS824-3-1, Fig 2ではSequenceS824-3-2の例を図示した．

(0, 1, 0, 0, 0, -1) 

1 0 ● ． ． ． ． 
0.5 

30 

-0.5 

ー10 ． ． ． ． 

{O. 0.1. -1. O. 0) 

1.oL . ．.．．．．..． 
0.5 

も
40 40 

-0.5 

● ー1.0| .．．．．．．．．．
Fig: 1: Sequence 8S24-3-1 Fig: 2: Sequence S824-3-2 

（企＋1）(丑-3x+1) = 0の根のうち x4+ 1 = 0の根である 1の8乗根の4つは， 4乗
や8乗後に土1になってしまうので，この累乗の部分と呼ー3x+ 1 = 0の根（実根2個
で絶対値は異なる）の累乗部分が，それぞれsubsequenceを与えていることが分かる．

周期は同じであるが，初項が変わると項のずれかたが異なることが読み取れる．
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3.2 Sequence YH24-3 • Sequence YW24 

• Sequence YH24-3 (Fig. 3) 

特性多項式： （丑＋x3+ x2 + x + l)（砂＋砂＋が＋丑＋丑＋X+ l). 

初項： Uo= 0, U1 = 1，匹＝ 0,匹＝ー1，四＝ 0,U5 = 1, U5 = 0，妬＝ー1,

四＝ 0,Ug = 1．退化型．

• Sequence YW24 (Fig. 4) 

特性多項式 2x4-3丑＋2.

初項： u0= -l,u1 = 0，匹 ＝1,四 ＝0.退化型．

1の素数幕の福根を根とする多項式2個の積の特性多項式を持つ， SequenceYH24-3を

Fig. 3で図示した．またSequenceYW24として， 1の幕根ではなく代数的整数でも無い

代数的数の根4個をもつが，全ての根の絶対値が1という [1]特別な多項式2x4-3丑＋2

が特性多項式になる LRSを考えた原点対称の2解の比が一1であることから，退化型

LRSである SequenceYW24のゼロ根の図示をFig.4で行った．

（が＋x3+x2+x+1)(xらx5+xらx3+x2+x+1)． ． ．． 
．
 
．
 

2x'-3x2+2 ． ． ． ．
 

． ． 
1卜● •.. ••••••••• 

10 20 30 50 

ー1 卜 •..．．.． •••••• 

-2 

．
 
．
 

Fig: 3: Sequence YH24-3 

． ． 
1卜● ． 
ー1

．
 

． ． 

-2 

-3 

1論

‘゚
-30 ． ． ． ． ．． ． ． ． ． ． •• ． 

Fig: 4: Sequence YW24 

2種類のLRSの項の和の特性多項式は， 2種類の特性多項式の積になるのであるが，

Fig. 3のSequenceYH24-3のsubsequenceの値に 1+1=2も現れていることが確認

できて，興味深い． Fig.4のSequenceYW24では，原点対称の2解の比がー1のため，

2企ー3丑＋2=0の解をa,-a,B,-Bとおくと，命題1より一般項は

b1び ＋柘(-at+b3炉 ＋b4(-f3t

となる．このためnが奇数のときと偶数のときにそれぞれa叫別の同類項をまとめるこ

とができる．例えばn=3のときはふ(b1-b2)＋虎(b3-b4)となって，次数2のLRSの

挙動に類似する．偶数のときも同様で，例えばn=4のときはん(b1+ b砂＋炉（妬＋如）

となる．この状況が交互に現れることをFig.4は示しており，単数方程式の2変数の場

合に帰着され， z{叫｝はeffectiveに求まる．
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3.3 Sequence HT4 • Degenerated Berstel Sequence 

• Sequence HT4 (Fig. 5) 

特性多項式： （丑＋x+l)（企＋1),

初項： ％ ＝ 0，附＝ 2，匹＝ 1，匹＝ 0，四＝ー1，妬＝ 0.退化型

• Degenerated Berstel Sequence (Fig. 6) 

特性多項式（企ー 2丑＋4x-4)(x4 + 1), 
初項： Uo= 1，附＝ 0，四＝ 1，四＝ 2，四＝ 0，巧＝ 1，固＝ 0.退化型．

Sequence HT4は1の8乗根と 1の3乗根との積の特性多項式をもち，互いに素である整

数3と8の最小公倍数24がFig.5にsubsequenceの周期として現れている． 1+1+1= 3 
も登場し，周期的である無限個のゼロ項をもつときの原理に従っている．

Degenerated Berstel Sequenceの特性多項式は，根が 1の幕根になる企＋ 1つまり

退化部分と，次節に述べる非退化型の BerstelSequence (Fig. 7)を与える特性多項式

x3 -2叶＋4x-4との積の7次式である．退化部分，即ち周期的にゼロ項が図示される

部分と， 6個のゼロ項を持つ非退化部分との和が見えるはずである．図示すると (Fig.6) 

のグラフの範囲にゼロ項が7個，附＝四＝固＝附＝ U10=Un=  U14 = 0として現れ

た（詳細は今後に考究予定）．

(x2+x+1)(x4+1) 

•••• •••• ● ● 150 

2t • 
． ． ． ． 

100 

1 ● ．． ．． ．． ．． ． 
10 20 -、ク3、J0 40 

、一50、グ、-
60 

ー1~ ... ••••• ．． 
-2卜 ● ． ． 
．
 

-3 ． ． 
-4 ．． ．． 
Fig: 5: Sequence HT4 

(x3-2炉＋4x-4)(x4+ 1) 

． 
． 

ー150

． 
3 
15 ● 20 

． 

Fig: 6: Degenerated Berstel Sequence 

4 非退化型 LRSの図示

4.1 Berstel Sequence • Reversed Berstel Sequence 

• Berstel Sequence (Fig. 7) 

特性多項式 x3-2丑＋4x-4,初項u。=0，妬＝ 0，匹＝ 1.非退化型
• Reversed Berstel Sequence (Fig. 8) 

特性多項式 x3-2炉＋2x-2,

初項向＝0，妬＝ 103，匹＝ 47.非退化型．
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有名な非退化型 LRSである BerstelSequenceの特性多項式はx3-2丑＋4x-4で，

そのゼロ項は Uo= U1 =叫＝ ％＝妬3= U52 = 0の6項である．一般に3次の非退化

型である整数の LRSは，ゼロ項を 6個以下しか持たないことがBeukersにより証明さ

れている [7]．そして，以下に図示したBerstelSequence以外に6項ちょうどのゼロ項を

持つ例としては，この数列と同値な反転と平行移動，つまり特性多項式として Berstel

Sequenceの相反方程式を平行移動して作った ReversedBerstel Sequenceの例と同様の

数列しか，現在も知られていない．

Fig. 7及びFig.8のどちらにも，ゼロが6箇所のみ存在し，オレンジ点であるゼロ項

の添字位置はFig.7とFig.8で，左右反転になっている．

なお， ReversedBerstel Sequenceにおいては，ちょうどFig.8のゼロ項がFig.7の

ゼロ項の左右反転になるように初項を逆算している．

x3-2x互4x-4 x3-2x2+2x-2 

．
 

． 
50 50 r ． 
．． 
.. F 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50 

． ． 
-50 -50 ． ． 
Fig: 7: Berstel Sequence Fig: 8: Reversed Berstel Sequence 

5 まとめと今後の展望

退化する場合のゼロ項の図示を数学ソフトウェアMathematicaで行い，特性多項式の

それぞれの部分に応じた項が現れることが確認された．今後も線形回帰数列の諸問題に

関し予想を立て，検証することに対し， Mathematicaなどを効果的に用いたい．

6 グラフに現れるゼロ項の添字表

実際のゼロ項の添字表をここに付記する．

Mathematicaでは数列の添字が1から始まる．このことからグラフではゼロ項の添字

が1ずれて見えるが，最初の項はu。つまり数列の添字は0から始めるのが一般的である

ため，下記の表では，その通常の一般的記法に従ってゼロ項の添字を並べた．
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番号 1初項 1 ゼロ項の添字
Fig: 1 I {O, 1, 0, 0, 0, -1} I {O, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 20, 22, 23, 24 

26,27,28,30,31,32,34,35,36,38,39,・・・} 

Fig: 2 I 28, 29, 32, 33, 

Fig: 3 I {O, 1, 0, -1, 0, 1, 
0, -1, 0, 1} 

Fig: 4 {-1,0,1,0} 

Fig: 5 {O, 2, 1, 0, -1, O} 

Fig: 6 {1,0,1,2,0,1,0} 

Fig: 7 {0,0,1} 

Fig: 8 {0,103,47} 
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