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A form generation method of rigid origami with cutting lines is proposed. A Bézier surface is approximated by the rigid origami whose faces have 
three or more edges. Three types of approximation errors are defined with respect to the distance between the origami vertices and the target 
surface, the surface area difference, and the normal vector difference between the origami faces and the target surface. The weighted sum of 
approximation errors is minimized under the constraints on the developability of the rigid origami. Numerical examples of the HP and dome 
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1. はじめに 

剛体折紙1, 2)は各面を変形させずに折ることのできる多面体折紙

である。折紙には平面や折りたたんだ状態から折り動作によって複

雑な立体形状を構成できるなど，優れた性質があり，さまざまな工

学的応用が検討されている3)。特に，剛体折紙は剛なパネルをヒンジ

で接続して変形メカニズムを実現できることから展開構造への応用

に適しており，人工衛星の太陽光パネル4)や折り畳み可能なシェル

ター5, 6)，建築物のファサード7)などへの応用が提案されている。 
建築物の屋根などへ剛体折紙を応用するためには，設計者の意図

した形状に近い形状を実現する折線パターンを得ることが重要であ

る。剛体折紙による曲面近似手法として，Reschのパターン8)や

waterbomb tessellationなどの剛体折り可能な折線パターンを一般

化した手法が示されている9, 10)。四辺形メッシュで構成される折紙

が剛体折り可能であるための必要十分条件11)にもとづき曲面を近似

する手法も提案されている12, 13)。また，著者らは曲面を近似する平

面展開可能かつ剛体折り可能な形状を特定の折線パターンに依存せ

ず生成する手法を提案している14, 15)。提案手法では，多面体が平面

展開可能であるための条件と多角形面が平坦であるための条件を満

たす形状を最適化手法により求めたのち，剛体折りによる変形メカ

ニズムを有限要素解析ソフトウェアによる大変形解析で求めている。

目標曲面の近似精度は剛体折紙の頂点と目標曲面のある軸方向の距

離に上限値を与えることで保証している。さらに，多目的最適化を

用いて近似誤差を最小化することも試みている16)。 
一方，平面から折り動作等により曲面を生成するには，ペーパー

クラフト17)や切り紙18, 19)など切り目を導入する手法も挙げられる。

切り目や穴の無い折紙と比較して，切り目を導入することで平面か

ら生成可能な曲面形状の自由度は大きく向上する。しかし，ペーパ

ークラフトは一般に複数のパーツからなり，建築物スケールの構造

物への応用では面を複雑に接合することは困難である。また，切り

紙による曲面近似の既往手法では，面同士が非常に狭い幅や点で接

合されるなど接合部の大きさが考慮されず，変形自由度の大きい例

が多い。施工性や安全性の観点から変形自由度の大きい構造は屋根

構造などの現実的なスケールを持つ展開構造への応用に適している

とはいえず，変形自由度の小さい構造を得ることがのぞましい。 
そこで，本稿では著者らの既往手法14, 15)に切り目を加えることで

目標曲面の近似精度の向上を図り，展開構造への応用に適した変形

自由度の小さい構造を得ることを試みる。生成する剛体折紙は目標

曲面を近似する立体形状では穴を持たず切り目は閉じており，展開

時に穴，または面が重なる部分が切り目により生じるものとする。

切り目のパターンを限定した例20)では，近似精度の向上が確認され

ており，本稿では切り目のパターンの一般化を試みる。形状生成は，

目標曲面を三角形分割した多面体を初期形状とし，平面展開可能で

あるための条件と多角形面が平坦であるための条件下で目標曲面の

近似誤差を最小化することで行う。近似誤差は既往手法で考慮した

折紙の頂点と目標曲面との距離に加え，曲面の表面積と面の法線方

向の誤差を新たに考慮して定義し，目標曲面に「見た目」が近い折

紙形状を得ることを試みる。形状生成過程では順に折線の回転を固

定（折線を削除）し，多角形平面を含む剛体折紙の解形状を生成す

ることで変形自由度を削減する。得られた解形状はフレームモデル

14, 15)でモデル化し，津田ら21)の手法を用いて微小変形メカニズムを

評価する。周辺の折線の接続状況や配置によって拘束され回転でき

ない折線が解形状に含まれる場合，剛体折り動作による平面展開が
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できないため，固定折線は微小変形メカニズムを考慮して選択し，

回転できない折線の生成を避ける15)。また，解形状の平面展開可能

性および剛体折り可能性を確認するため，展開図の作成と有限要素

解析ソフトウェアを用いたフレームモデルの大変形解析を行う。 
 

2. 展開可能条件と多角形面の平坦条件 

本稿では，剛体折紙を構成する多面体を折紙曲面とよぶ。既往手

法14, 15)と同様に折紙曲面は三角形面のみで構成される多面体とし，

Figs. 1, 2に示すように，多面体の辺は折線（crease line），切り目

（cutting line）の要素，または多角形面を三角形面に分割する分割

線（dividing edge）に対応するものとする。図中，山折線（mountain 
fold）は1点鎖線，谷折線（valley fold）は破線，多角形面の分割線

は点線で示す。また，切り目は辺の集合として定義し，Fig. 2に示す

ように太い実線で示す。 
以下では，折紙曲面が面を変形させずに平面展開可能であるため

の必要条件（展開可能条件）と分割線で三角形面に分割される多角

形面が平坦であるための条件（多角形面の平坦条件）をまとめる。

2.1節では，既往手法14, 15)で考慮している切り目以外の部分での剛体

折紙の展開可能条件および多角形面の平坦条件を示す。次に，2.2節
では，本稿で新たに考慮する切り目まわりでの展開可能条件を示す。 

 

 
Fig.1 Configuration of origami surface 

 

  

(a) 3D shape (b) development diagram 

Fig.2 Interior cutting line 

 
2.1 切り目を構成する辺の端点でない内部頂点まわりの展開可能

条件と多角形面の平坦条件 

切り目を構成する辺の端点でない内部頂点まわりでの展開可能条

件を示す。切り目を構成する辺の端点でない内部頂点の集合をVinと

し，Fig. 1に示すように頂点v ∈ Vinのまわりのi番目の辺の間の角度

をθv,iとすると，内部頂点vまわりの展開可能条件は以下のようにな

る14, 15)。 

 
edge

,
1

2 0
vn

v v i
i

κ π θ
=

= − =∑  (v ∈ Vin) (1) 

ここで， edge
vn は頂点vに接続する辺の数であり，κvは頂点vのガウス

曲率をangle defect22)として定義したものである。 

一方，Fig. 1に示すように多角形面の分割線に接続する2面は平行

である必要がある。折紙曲面の分割線に対応する辺の集合をEdivとし，

辺e ∈ Edivに接続する2面の集合をFeとすると，2面f1, f2 ∈ Feが平行で

ある条件は
1 2

3,f f ∈ν ν  をそれぞれ面f1, f2の単位法線ベクトルとして

以下のように表せる14, 15)。 

 
1 2

0f f× =ν ν  (f1, f2 ∈ Fe; e ∈ Ediv) (2) 

2.2 切り目まわりの展開可能条件 

切り目まわりでの展開可能条件を示す。本稿では，切り目の導入

により面が複数に分離されない場合のみ考慮し，切り目は複数存在

してよいものとする。また，立体形状において，それぞれの切り目

はグラフとみなしたときに閉経路を持たない木構造であるとする。

Fig. 2に示すような端点が折紙曲面外周部に存在しない切り目の集

合をCinとし，立体形状で切り目c ∈ Cinをなす辺の数を
cut
cn とする。ま

た，Fig. 2(b)のようにxy平面上に展開図を作成するとき，z軸正側か

ら見て左側に切り目による穴，右側に面が存在するように切り目を

なす辺を順に辿ったときに各辺を cut,1 ,2
, ,

c
c c n

e e とおく。このとき，辺

ec,i ( cut1, ,2 ci n=  ) のうち2辺ずつが立体形状での同一辺である。辺

ec,i ( cut1, ,2 ci n=  ) の長さをlc,iとし，uc,i  ∈ ℝ2を単位ベクトルとして，

Fig. 2(b)に示すように展開図上で辺ec,i−1と共有する端点を始点とし，

ec,i+1と共有する端点を終点とする辺ec,iに沿ったベクトルをlc,iuc,iとお

く。また，Fig. 2のように辺ec,iと辺ec,i+1の間の頂点のまわりの面の内

角の和をϕc,iとおくと， cut1, ,2 1ci n= − に対して次式が成り立つ。 
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ただし，R(α) ∈ ℝ2×2は角度αだけ反時計回りに平面上のベクトルを

回転させる回転行列であり，以下のように表される。 
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辺 ,1ce と辺 cut,2 cc n
e の間の頂点まわりの面の内角の和を cut,2 cc n

ϕ とし，式

(3)において cut2 ci n= とした場合を考えると， cut ,1,2 1c
cc n +

=u u である必要

があることから，I ∈ ℝ2×2を単位行列として次式が成り立つ。 
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切り目上の辺ec,1の選び方は任意であり，uc,1の取り方は座標系に依

らないため，式(5)は任意のuc,1に対して成り立つ。したがって，kを
cut
ck n> − を満たす整数としてϕc,iは次式を満たす。 
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式(5)より，kは展開図上で切り目をなす辺を一周した際にuc,1が反時
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計回りに回転する回数を表しており，回転数とよばれる。Fig. 2(b)
のように展開図において切り目のまわりの面が重ならず，切り目を

構成する辺が交差しない場合は明らかにk = 1である。一方，切り目

のまわりで面が重なる場合はk = 1とは限らないが，本稿では回転数

が0以下または2以上の場合は考慮せず，k = 1を仮定する。一方，立

体形状で切り目は木構造であり，切り目を構成する辺の端点である

立体形状の頂点（以下，切り目上の頂点）数は
cut 1cn + であることか

ら，切り目c上の頂点の集合を cut
cV とおくと次式が成り立つ。 

 ( )
cut

cut

2
cut

,
1

2 1
c

c

n

v c c i
iv V

nκ π ϕ
=∈

= + −∑ ∑  (7) 

ゆえに，式(6)はk = 1の仮定より切り目上の頂点のガウス曲率の条件

として以下のように表すことができる。 

 ( )
cut

2 1 0
c

v
v V

kκ π
∈

= − =∑  (c ∈ Cin) (8) 

一方，Fig. 2(b)のように切り目を構成する辺は展開図上で1周して閉

じる必要があるため，次式が成り立つ。 

 
cut cut2 2 1

, , ,1 , 1 , ,1
1 1 1

( 1)
c cn n i

i
c i c i c c i c j c

i i j
l l l ϕ

−

+
= = =

  
= + − =  

   
∑ ∑ ∑u I R u 0  (9) 

式(9)を満たすuc,1が存在する条件は以下の通りである。 

 

cut

cut cut

2 1
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1 1

2 2
2 1 2 1

,
1

,1 , 1 , 1
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,

det ( 1)
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c

c c
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c c i c i
i j
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ϕ
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+
= =
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         

=

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

I R

  

 

cut

cut

2 1

,1 , 1
1 1

2 1

, 1
1

,

,
1

( 1) cos 0

( 1) sin 0

c

c

c j

n i
i

c c i
i j

n i
i

c jc i
i j

l l

l

ϕ

ϕ

−

+
= =

−

+
= =

  
+ − =  

  ⇔ 
  − = 
 

∑ ∑

∑ ∑
    (c ∈ Cin) (10) 

式(10)をlc,i, ϕc,iが満たすとき，任意のuc,1に対して式(9)が成り立つ。

なお，本稿では展開過程での面の自己交差および展開図上で面が重

なることを許容する。このとき，端点が折紙曲面外周部に存在しな

い切り目での展開可能条件は式(8), (10)である。また，面の重なりを

許容するとき，端点が外周部に存在する切り目に接続する面は任意

の形状で平面展開可能である。以上より，展開可能条件は式(1), (8), 
(10), 多角形面の平坦条件は式(2)で表される。 

 
3. 曲面近似精度 

目標曲面をmξ × mψ次のテンソル積ベジエ曲面を用いて表す。ξ, ψ
を0以上1以下のパラメータとするとベジエ曲面上の点の位置ベク

トル ( , )ξ ψr ∈ ℝ3は以下のように表される23)。 

 
ξ ψ

ξ ψ

0 0
( , ) ( ) ( )

m m
m m

ij i j
i j

B Bξ ψ ξ ψ
= =

= ∑∑r P  (11) 

 ( ) (1 )m k m k
k

m
B t t t

k
− 

= − 
 

  

ここで，Pij ∈ ℝ3は制御点の位置ベクトル， ( )m
kB t はバーンスタイン

基底関数である。また，点 ( , )ξ ψr におけるベジエ曲面の単位法線ベ

クトル ( , )ξ ψν ∈ ℝ3は以下のように表すことができる24)。 

 ( , )( , )
( , )
ξ ψξ ψ
ξ ψ

=
νν
ν




 (12) 

 
ξ ψ

ξ ψ

2 1 2 1
2 1 2 1

0 0
( , ) ( ) ( )

m m
m m

ij i j
i j

B Bξ ψ ξ ψ
− −

− −

= =

= ∑ ∑ν Q   

 

( ) ( )}

1 2 1 2
1 ξ 1 ψ

2 ξ 2 ψ

1 1 1 1 2 2 2 2

ξ ψ

ξ ψ

ξ ξ ψ ψ

1 2 1 2
0 1 0 1
0 0

( 1) ( 1)

2 1 2 1

1 1

ij

k k i h h j
k m h m
k m h m

k h k h k h k h

m m
m m

i j

m m m m
k k h h+ = + =

≤ ≤ − ≤ ≤ −
≤ ≤ ≤ ≤

+ +

=
− −  

  
  

 − −    
    
    

− × −

∑ ∑

Q

P P P P

  

折紙を構成する多面体の全頂点の集合をVとし，頂点v ∈ Vの位置ベ

クトルを3つのパラメータξv, ψv, ζv (0 ≤ ξv, ψv ≤ 1)の関数として以下

のように定義する。 

 ( , , ) ( , ) ( , )v v v v v v v vξ ψ ζ ξ ψ ζ ξ ψ= +r r ν  (13) 

このとき，折紙曲面の頂点と目標曲面の距離に関する折紙曲面によ

る目標曲面の近似誤差GDを以下のように定義する。 

 2
D

1
2 v

v V
G ζ

∈

= ∑  (14) 

 

  

(a) Large GA (b) Small GA 

Fig. 3 Origami surfaces with GD = 0 but different GA 

 
Fig. 3に示すようにGD = 0であっても折紙曲面の「見た目」が目標曲

面と近いといえない場合がある。そこで，折紙曲面の表面積をA，目

標曲面の表面積を A として，表面積に関する近似誤差GAを以下の

ように定義する。 

 AG A A= −  (15) 

なお，Aは折紙曲面の各面の面積の和として計算できる。目標曲面で

あるベジエ曲面の表面積の厳密解を求めることは困難なため，本稿

では目標曲面を十分な精度で三角形分割し，三角形面の面積の和で

ベジエ曲面の表面積を近似する。 
 

  

(a) Large GN (b) Small GN 

Fig. 4 Origami surfaces with same GD but different GN 

 
また，Fig. 4に示すようにGDの値が同じでも折紙曲面の面の向きに

より「見た目」が大きく異なる場合がある。そこで，面の単位法線

ベクトルの向きに関する近似誤差GNを定義する。折紙曲面の全三角

形面の集合をFとし，面f ∈ Fの頂点の集合を tri
fV とおく。さらに，面
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計回りに回転する回数を表しており，回転数とよばれる。Fig. 2(b)
のように展開図において切り目のまわりの面が重ならず，切り目を

構成する辺が交差しない場合は明らかにk = 1である。一方，切り目

のまわりで面が重なる場合はk = 1とは限らないが，本稿では回転数

が0以下または2以上の場合は考慮せず，k = 1を仮定する。一方，立

体形状で切り目は木構造であり，切り目を構成する辺の端点である

立体形状の頂点（以下，切り目上の頂点）数は
cut 1cn + であることか

ら，切り目c上の頂点の集合を cut
cV とおくと次式が成り立つ。 

 ( )
cut

cut

2
cut

,
1

2 1
c

c

n

v c c i
iv V

nκ π ϕ
=∈

= + −∑ ∑  (7) 

ゆえに，式(6)はk = 1の仮定より切り目上の頂点のガウス曲率の条件

として以下のように表すことができる。 

 ( )
cut

2 1 0
c

v
v V

kκ π
∈

= − =∑  (c ∈ Cin) (8) 

一方，Fig. 2(b)のように切り目を構成する辺は展開図上で1周して閉

じる必要があるため，次式が成り立つ。 

 
cut cut2 2 1

, , ,1 , 1 , ,1
1 1 1

( 1)
c cn n i

i
c i c i c c i c j c

i i j
l l l ϕ

−

+
= = =

  
= + − =  

   
∑ ∑ ∑u I R u 0  (9) 

式(9)を満たすuc,1が存在する条件は以下の通りである。 

 

cut

cut cut
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2 2
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,
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,
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i j

c j
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I R

  

 

cut

cut
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( 1) sin 0

c

c

c j
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c c i
i j

n i
i

c jc i
i j

l l

l

ϕ

ϕ

−

+
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−

+
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  ⇔ 
  − = 
 

∑ ∑

∑ ∑
    (c ∈ Cin) (10) 

式(10)をlc,i, ϕc,iが満たすとき，任意のuc,1に対して式(9)が成り立つ。

なお，本稿では展開過程での面の自己交差および展開図上で面が重

なることを許容する。このとき，端点が折紙曲面外周部に存在しな

い切り目での展開可能条件は式(8), (10)である。また，面の重なりを

許容するとき，端点が外周部に存在する切り目に接続する面は任意

の形状で平面展開可能である。以上より，展開可能条件は式(1), (8), 
(10), 多角形面の平坦条件は式(2)で表される。 

 
3. 曲面近似精度 

目標曲面をmξ × mψ次のテンソル積ベジエ曲面を用いて表す。ξ, ψ
を0以上1以下のパラメータとするとベジエ曲面上の点の位置ベク

トル ( , )ξ ψr ∈ ℝ3は以下のように表される23)。 

 
ξ ψ

ξ ψ

0 0
( , ) ( ) ( )

m m
m m

ij i j
i j

B Bξ ψ ξ ψ
= =

= ∑∑r P  (11) 

 ( ) (1 )m k m k
k

m
B t t t

k
− 

= − 
 

  

ここで，Pij ∈ ℝ3は制御点の位置ベクトル， ( )m
kB t はバーンスタイン

基底関数である。また，点 ( , )ξ ψr におけるベジエ曲面の単位法線ベ

クトル ( , )ξ ψν ∈ ℝ3は以下のように表すことができる24)。 

 ( , )( , )
( , )
ξ ψξ ψ
ξ ψ

=
νν
ν




 (12) 
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≤ ≤ ≤ ≤

+ +

=
− −  
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折紙を構成する多面体の全頂点の集合をVとし，頂点v ∈ Vの位置ベ

クトルを3つのパラメータξv, ψv, ζv (0 ≤ ξv, ψv ≤ 1)の関数として以下

のように定義する。 

 ( , , ) ( , ) ( , )v v v v v v v vξ ψ ζ ξ ψ ζ ξ ψ= +r r ν  (13) 

このとき，折紙曲面の頂点と目標曲面の距離に関する折紙曲面によ

る目標曲面の近似誤差GDを以下のように定義する。 

 2
D

1
2 v

v V
G ζ

∈

= ∑  (14) 

 

  

(a) Large GA (b) Small GA 

Fig. 3 Origami surfaces with GD = 0 but different GA 

 
Fig. 3に示すようにGD = 0であっても折紙曲面の「見た目」が目標曲

面と近いといえない場合がある。そこで，折紙曲面の表面積をA，目

標曲面の表面積を A として，表面積に関する近似誤差GAを以下の

ように定義する。 

 AG A A= −  (15) 

なお，Aは折紙曲面の各面の面積の和として計算できる。目標曲面で

あるベジエ曲面の表面積の厳密解を求めることは困難なため，本稿

では目標曲面を十分な精度で三角形分割し，三角形面の面積の和で

ベジエ曲面の表面積を近似する。 
 

  

(a) Large GN (b) Small GN 

Fig. 4 Origami surfaces with same GD but different GN 

 
また，Fig. 4に示すようにGDの値が同じでも折紙曲面の面の向きに

より「見た目」が大きく異なる場合がある。そこで，面の単位法線

ベクトルの向きに関する近似誤差GNを定義する。折紙曲面の全三角

形面の集合をFとし，面f ∈ Fの頂点の集合を tri
fV とおく。さらに，面

 

 

fの頂点に対応する目標曲面上の点における目標曲面の単位法線ベ

クトルの平均を ref
fν とおくとき，GNを以下のように定義する。 

 
2ref

N f f
f F

G
∈

= −∑ ν ν  (16) 

 
tri

tri

ref

( )

( )

f

f

v v
v V

f

v v
v V

ξ ψ

ξ ψ

∈

∈

,
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,

∑

∑

ν
ν

ν

  

ただし，面fの単位法線ベクトルννf の向きは形状生成の初期形状にお

いて ref 0f f⋅ ≥ν ν を満たすように定める。以上より，折紙曲面と目標

曲面の距離，表面積，法線ベクトルの向きを考慮した折紙曲面によ

る目標曲面の近似精度Gを，非負のスケーリングパラメータwA, wN

を用いて以下のように定義する。 

 D A A N NG G w G w G= + +  (17) 

 
4. 切り目を有する剛体折紙の形状生成 

4.1 独立変数の抽出 

折紙曲面の頂点位置を定めるパラメータξv, ψv, ζvを変数として形

状生成を行う。目標曲面および折線パターンが対称性を有する場合，

パラメータの対称性を考慮する。例えば，式β1ξ + β2ψ + β3 = 0で表さ

れる平面Sに対してパラメータ空間上で対称な位置にある頂点の組

{v, v'}の集合を sym
SV とおくと， ξv, ψv, ζv, ξv', ψv', ζv'は次式を満たす。 

 
( ) ( )

( ) ( )

1 2
3

2 1

0
2 2

0
0

v v v v

v v v v

v v

β βξ ξ ψ ψ β

β ξ ξ β ψ ψ
ζ ζ

′ ′

′ ′

′

 + + + + =
 − − − =
 − =

 ( { } sym, Sv v V′ ∈ ) (18) 

一方，初期形状においてパラメータξvの値が0または1である頂点に

関してξvの値を初期値に固定し，パラメータψvについても同様とす

る。ここで，折紙曲面の頂点数をnVとし，パラメータξv, ψv, ζvを全頂

点に関してまとめたベクトルを V3n∈X  とおく。このとき，式(18)で
表される等式の数と値を初期値に固定するパラメータの数の和を

neqとおくと，対称条件式(18)およびパラメータの固定条件式は定行

列 eq V(3 1)n n× +∈A  を用いてまとめて以下のように表せる。 

 
1

 
= 

 

X
A 0  (19) 

行列Aのランクをrank(A)と表すと，Aのreduced row-echelon form 
(RREF)25)より式(19)を満たす X の独立な成分 V3 rank( )n −∈ AX  と従属

な成分 rank( )ˆ ∈ AX  を抽出でき，ベクトルXを形状生成の変数とする。

文献26)付録に示す導出過程より，行列AのRREFのpivot行とよばれ

る行を取り出した行列から，さらにpivot列とよばれる列を取り出し

たフルランク行列 rank( ) rank( )ˆ ×∈ A AA  とpivot列以外の列を取り出した

行列 ( )Vrank( ) 3 rank( ) 1n× − +∈ A AA  を用いて X̂ は次式のようにXで表せる。 

 1

ˆ
ˆ ˆˆ

1
1

−

 
     = ⇒ = −       
 

X
X

A A X 0 X A A   (20) 

 

4.2 折紙曲面の形状最適化問題 

展開可能条件と多角形面の平坦条件を満たし目標曲面を近似する

折紙曲面を生成するため，展開可能条件(1), (8), (10)および多角形の

平坦条件(2)を制約条件として式(17)に示す近似誤差を最小化する。

最適化の過程で折紙曲面の面が線や点に縮退することを避けるため，

各辺e ∈ E (Eは全辺の集合)の長さleに下限値lminを定める。また，極端

に鋭角な三角形面を避けるため三角形面の内角 θv,i (v ∈ V, 
edge1, , vi n=  )に上下限値θmax, θminを定める。さらに，折紙曲面の各面

の法線ベクトルの向きが目標曲面に対して大きく異なることがない

よう，面の単位法線ベクトルννf  (f ∈ F)と式(16)中の単位ベクトル

ref
fν のなす角は 2π 以内に制限する。独立変数Xのうちξv, ψvに対応

する成分は0以上1以下であり，ζvに対応する成分には上下限値を与

える。各成分が取り得る値の範囲内にあるXの集合をχとし，展開可

能条件と多角形面の平坦条件を満たし目標曲面を近似する折紙曲面

を得るための非線形計画問題を以下のように定める。 
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4.3 変形メカニズムの評価と固定折線の選択 

4.2節の最適化問題を解いて得られた折紙曲面をフレームモデル

14, 15)でモデル化し，微小変形および大変形メカニズムの評価と固定

折線の選択を行う。フレームモデルはFig. 5に示すようにフレーム

要素を三角形面の重心および分割線の中点で剛接合し，折線の中点

でヒンジ接合したモデルである。微小変形メカニズムの評価は津田

ら21)の手法を用いて行う。さらに，文献15)と同様に微小変形メカニ

ズムの評価をもとに回転を固定する折線（分割線に変更する折線）

の選択を行う。また，汎用の有限要素解析ソフトウェアを用い，フ

レームモデルの節点に強制変位を与えて平面展開することで大変形

メカニズムを評価する。大変形解析では部材の弾性を仮定し，解析

過程で節点変位より計算できる折紙曲面の辺の長さの変化と多角形

面の面外変形量が十分に小さいとき，得られた解形状は剛体折り可

能であるとみなす。なお，多角形面の面外変形量は分割線上の節点

および分割線を共有する三角形面の分割線以外の辺上の節点の変位

から求まる2つの三角形面の二面角で表す。 
 

 
Fig. 5 Configuration of frame model 
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4.4 形状生成過程 

形状生成では目標曲面を三角形分割した多面体を初期形状とし，

形状生成過程で頂点の接続関係を維持する。すなわち，剛体折紙の

折線パターンは目標曲面の分割パターンに依存する。分割パターン

は任意であるが，折線が回転できるように各頂点に4本以上の辺が

接続するように定める。また，切り目の位置もあらかじめ定める。

例えば，紙状の薄い面を平面から伸縮させずに変形させた際の「し

わ」や「ひだ」を無視して巨視的に曲面全体を捉えた近似曲面のガ

ウス曲率を「外在的」なガウス曲率とよぶとき，Tachi27)が示すよう

に「外在的に正」のガウス曲率をもつ曲面をつくる場合には周辺部，

「外在的に負」のガウス曲率をもつ曲面をつくる場合には中央部に

しわができることを考慮し，ガウス曲率が正の目標曲面では周辺部，

負の曲面では中央部に切り目を配置することが考えられる。 
以上より，目標曲面を近似する平面展開可能かつ剛体折り可能な

折紙曲面の形状生成過程は以下のようにまとめられる。なお，展開

図の生成は既往手法15)と同様に立体形状と展開図上での辺の長さの

誤差を最小化する最適化問題を解くことで行う。 
1. 目標曲面の三角形分割パターンおよび折紙曲面上の切り目の位

置を指定する。 
2. 式(20)中の行列 Â , A の導出過程より，独立な変数を抽出する。 
3. Ediv = φとし，解候補リストを初期化する。 
4. 目標曲面を三角形分割した多面体を初期形状として最適化問題

(21)を解く。 
5. 4の解形状の展開可能条件式(1), (8), (10)および多角形面の平坦

条件式(2)の左辺の値の0からの誤差が許容値以下の場合は6に，

許容値より大きい場合は9に進む。 
6. 4の解形状の微小変形メカニズムの評価を行い，変形自由度を計

算する。全ての折線が回転可能であれば7に，それ以外の場合は

9に進む。 
7. 4の解形状を解候補リストに追加する。 
8. 固定折線の候補が存在する場合はEdivに新たな折線を追加して4

に戻る。固定折線の候補が存在しない場合は10に進む。 
9. Ediv = φの場合は形状生成を終了する。Ediv ≠ φかつ固定折線の候

補が存在する場合は前段階でEdivに追加した折線をEdivから削除

し，前段階で指定したものとは異なる折線をEdivに追加して4に
戻る。その他の場合は10に進む。 

10. 解候補リストの解形状の展開図を生成し，辺長誤差を評価する。 
11. 解候補リストの解形状の大変形解析を行い，変形過程でのフレ

ームモデルの節点変位から折紙曲面の辺長変化と多角形面の面

外変形（面の変形）を評価する。 
12. 展開図の辺長誤差および大変形過程での面の変形が十分小さい

解を平面展開可能かつ剛体折り可能な解として出力する。 
 

5. 数値例題 

5.1 解析条件 

4節で示した形状生成過程を実行するプログラムをPython 3で作

成し，非線形計画問題(21)および展開図生成の最適化問題のソルバ

ーとしてpyOpt28)より逐次二次計画法のライブラリSNOPT Ver. 729)

を用いる。また，フレームモデルによる大変形解析にはAbaqus 
202030)を用いる。以下の例では目標曲面上の点がx, y座標に対して

一意に定まることを考慮し，展開図は解形状をxy平面に投影した形

状を初期形状としてxy平面上に生成する。大変形解析では，フレー

ムモデルの面上の節点にxy平面へのz軸方向の強制変位を与える。式

(17)のスケーリングパラメータwA, wNの値や展開可能条件・多角形

面の平坦条件の誤差の許容値などのパラメータは各節に示す。形状

生成において長さの単位の選択は結果に影響を与えないため表示を

省略するが，大変形解析における材料特性等の設定の便宜上，長さ

の単位をmとする。大変形解析では外径0.04 m, 板厚0.001 mの円筒

形断面の3次元梁要素でフレームをモデル化する。材料のヤング率

とポアソン比はそれぞれ200 GPa, 0.03とする。また，ヒンジにはコ

ネクター要素の3次元ヒンジを用いる。解析の安定性を考慮し，ヒン

ジには微小な回転剛性(0.001 N⋅m)を与える。なお，以上の大変形解

析の設定は解析結果に大きな影響を与えない。 
5.2 HP 曲面 

Fig. 6に示す正方形平面をもつHP曲面を目標曲面とし，Fig. 7の
ように三角形分割した多面体を初期形状として形状生成を行う。

Fig, 6中の点と数字はベジエ曲面の制御点とその座標を表す。形状

生成ではFig. 7に示す2平面に関する対称性を考慮する。切り目は

Fig. 8(a), (c)に示す端点が外周上に存在しないパターンX, Hおよび

Fig. 8(b)に示す端点が外周上に存在するパターンEを用いる。式(17)
のスケーリングパラメータは初期形状におけるGD, GA, GNの値を参

考にそれぞれwA = 0.2, wN = 1.0とする。最適化問題(21)の制約条件中

の各パラメータはそれぞれlmin = 1, θmin = π/6, θmax = 5π/6とし，変数ζv

の範囲は−5以上5以下とする。また，展開可能条件と多角形面の平坦

条件の誤差の許容値は10−5とする。 
 

  
Fig. 6 Target HP surface and 

its control points 

Fig. 7 Initial shape for 

approximating HP surface 

 

   

(a) Pattern X (b) Pattern E (c) Pattern H 

Fig. 8 Cutting patterns for approximating HP surface 
 

Fig. 9に得られた各解の近似誤差関数G(X)の値，Fig. 10に各解の

変形自由度をそれぞれ示す。各解は，展開図作成時の各辺の長さの

立体形状に対する誤差が1.5×10−3 %以下であり，大変形解析過程で

の辺の長さの変化量の絶対値の平均値がもとの辺の長さに対して

0.2 %以下，多角形面の面外変形が0.015 rad以下である。したがっ
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わ」や「ひだ」を無視して巨視的に曲面全体を捉えた近似曲面のガ
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12. 展開図の辺長誤差および大変形過程での面の変形が十分小さい

解を平面展開可能かつ剛体折り可能な解として出力する。 
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生成ではFig. 7に示す2平面に関する対称性を考慮する。切り目は

Fig. 8(a), (c)に示す端点が外周上に存在しないパターンX, Hおよび

Fig. 8(b)に示す端点が外周上に存在するパターンEを用いる。式(17)
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Fig. 6 Target HP surface and 

its control points 

Fig. 7 Initial shape for 

approximating HP surface 
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Fig. 8 Cutting patterns for approximating HP surface 
 

Fig. 9に得られた各解の近似誤差関数G(X)の値，Fig. 10に各解の

変形自由度をそれぞれ示す。各解は，展開図作成時の各辺の長さの

立体形状に対する誤差が1.5×10−3 %以下であり，大変形解析過程で

の辺の長さの変化量の絶対値の平均値がもとの辺の長さに対して
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て，各解の平面展開時の誤差および剛体折りの誤差は十分に小さい。 
形状生成では折線を順次固定しながら逐次的に最適化問題を解く

とともに切り目の有無により固定する折線の位置が異なるため，変

形自由度の小さい解では切り目を導入した場合の方が近似精度が悪

くなることもありうる。しかし，HP曲面を目標曲面とした場合，Fig. 
9に示すように切り目の導入により近似精度は概ね向上した。なお，

パターンHの切り目を導入した際に，固定折線数が10および22の場

合に近似誤差が他の解と比較して10倍程度大きい解が得られた。パ

ターンXの切り目を導入した場合には他の場合と比較して固定折線

数が大きい解でも近似誤差が悪化しにくい傾向がある。固定折線数

が小さい範囲ではパターンEの切り目を導入した際に最も近似誤差

が小さいが，これは最適化問題(21)の制約条件数が最も小さいこと

によると考えられる。一方，Fig. 10に示すように切り目の導入によ

り解の変形自由度は大きくなる。最大および最小変形自由度は切り

目を導入しない場合それぞれ21, 5であり，パターンXではそれぞれ

26, 3, パターンEではそれぞれ29, 7，パターンHではそれぞれ30, 8
である。施工性の観点からは変形自由度は小さい方がよいと考えら

れるが，パターンE, Hでは最小変形自由度が切り目を導入しない場

合よりも大きく，固定する折線数が大きいことから最小変形自由度

の解においては切り目を導入しない場合より近似精度が悪化してい

る。一方，パターンXでは，切り目を導入しない場合よりも変形自由

度が小さい解が得られているものの，近似精度の向上はすべての解

において小さい。以上のように，特にパターンE, Hの例では切り目

の導入による近似精度の向上と変形自由度の小ささにはおおよその

トレードオフ関係があるといえる。 
Figs. 9, 10中に〇で示した固定折線数の近い解の形状および展開

図を次ページFig. 11にそれぞれ示す。切り目の無い解は中央付近が

ほぼ平坦で四隅が集中的に折れているのに対し，切り目を有する解

は中央付近も平坦ではなく，曲面全体の折線が0よりも十分に大き

い折り角度をもっている。なお，パターンE, Hの切り目を導入した

解は展開図で切り目の部分がほとんど開いていないことから，HP曲
面に対しこれらの切り目パターンを導入した場合には切り目の効果

が小さいと考えられ，近似誤差関数も切り目がない解と近い値をと

っている。 
 

 

Fig. 9 Value of approximation error function 

 

 

Fig. 10 Degrees of freedom of solutions 

 
5.3 ドーム曲面 

Fig. 12に示すドーム曲面を目標曲面とし，Fig. 13のように三角形

分割した多面体を初期形状として形状生成を行う。形状生成では

Fig. 13に示す2平面に関する対称性を考慮し，Fig. 14に示すパター

ンX, E, およびEEの切り目を用いる。式(17)のスケーリングパラメ

ータはHP曲面の場合と同様にそれぞれwA = 0.2, wN = 1.0とし，最適

化問題(21)の制約条件中の各パラメータはそれぞれlmin = 1, θmin = π/6, 
θmax = 5π/6，変数ζvの範囲は−7.5以上7.5以下とする。ドーム曲面では

誤差の小さい解が得られにくいことを考慮して，展開可能条件と多

角形面の平坦条件の誤差の許容値は10−4とする。 
 

  

Fig. 12 Target dome surface 

and its control points 

Fig. 13 Initial shape for 

approximating dome surface 

 

   

(a) Pattern X (b) Pattern E (c) Pattern EE 

Fig. 14 Cutting patterns for approximating dome surface 
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(a) Without cutting line (Fixed crease lines: 16, DOF: 5, G(X) = 24.0) 

 

  
 

(b) Pattern X (Fixed crease lines: 18, DOF: 8, G(X) = 20.3) 

 

  
 

(c) Pattern E (Fixed crease lines: 18, DOF: 11, G(X) = 23.6) 

 

   
(d) Pattern H (Fixed crease lines: 18, DOF: 12, G(X) = 28.2) 

Fig. 11 Optimal shapes for approximating HP surface (left: isometric view, center: plan view, right: development diagram) 

 
Fig. 15に形状生成過程で得られた各解の近似誤差関数G(X)の値

を，Fig. 16に各解の変形自由度をそれぞれ示す。また，Figs. 15, 16
中に〇で示した解の形状および展開図をFig. 17に示す。得られた各

解について，展開図作成時の各辺の長さの立体形状の辺長に対する

誤差は5.0×10−3 %以下である。また，各解の大変形解析過程での辺

の長さの変化量の絶対値の平均値はもとの辺の長さに対して0.6 %
以下であり，多角形面の面外変形は0.040 rad以下と小さく，HP曲
面の近似と比較して誤差は大きいものの，各解の平面展開時の誤差

および剛体折りの誤差は十分に小さい。 
ドーム曲面の近似では，Fig. 15に示すように多面体外周部に端点
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が存在するパターンEおよびEEの切り目を導入した場合に近似精

度が大きく向上した一方，パターンXを導入した場合には近似精度

はあまり向上しなかった。Fig. 17(a)に示すように，ドーム曲面の近

似では折紙曲面の外周部で特に近似誤差が大きくなると考えられる

ことから，外周部に端点が存在する切り目を導入することが効果的

であると考えられる。また，Fig. 16に示すように得られた解の最大

および最小変形自由度は切り目の無い場合はそれぞれ21, 1であり，

パターンXではそれぞれ26, 1, パターンEではそれぞれ29, 3, パタ

ーンEEではそれぞれ37, 5である。 
Fig. 17 (a)に示すように切り目が無い場合には中央付近が凹であ

るような形状が得られているのに対して、Fig. 17 (b)~(d)に示すよ

うに切り目を導入した場合には全体がおおよそ凸な形状が得られて

いる，なお，Fig. 17(c)に示すパターンEの切り目を導入した場合の

解形状には，接続する2面がほぼ平行の折られていない折線が含ま

れる。また，Fig. 17(b)のパターンXの切り目を導入した解形状の展

開図では，切り目まわりで面が重なっている。 
 

 

Fig. 15 Value of approximation error function 

 

 

Fig. 16 Degrees of freedom of solutions 

 
6. 結論 

本稿では，著者らの既往の剛体折紙の形状生成法に新たに切り目

を導入し，切り目が無い場合と比較して近似精度の向上を図った。

また，既往手法では生じえた「見た目」が折紙曲面と目標曲面の間

で乖離することを避けるために新たな近似誤差関数を定義した。提

案した手法では，まず，切り目を構成する辺の端点でない内部頂点

での展開可能条件をガウス曲率の条件式として表し，切り目まわり

の展開可能条件を，切り目上の内部頂点のガウス曲率の和の条件式

と，切り目を構成する辺の長さと切り目まわりの面の内角の条件式

で表す。次に，展開可能条件と多角形面の平坦条件のもとで目標曲

面の近似誤差を最小化する最適化問題を解くことで平面へ展開可能

であるための必要条件を満たす折紙曲面の形状を得る。得られる折

紙曲面の「見た目」が目標曲面に近くなるよう，近似誤差を表す関

数は折紙曲面の頂点と目標曲面との距離に加え，折紙曲面と目標曲

面の表面積の誤差および折紙曲面の面と目標曲面の単位法線ベクト

ルの誤差を考慮して定義する。また，折紙曲面の頂点座標を目標曲

面であるベジエ曲面上の点の位置を定めるパラメータおよび目標曲

面の法線方向へのオフセット量を変数として表すことで，折紙曲面

の頂点と目標曲面の距離の計算を容易にしている。剛体折紙の変形

メカニズムの解析にはフレームモデルを用い，変形自由度の大きな

解は屋根構造などへの応用が困難なことから，既往手法と同様に形

状生成の過程で折線を順に固定することで変形自由度を削減し，変

形自由度の小さい解を得ることを試みている。解形状の展開可能性

は展開図の作成により確認し，剛体折り可能性はフレームモデルを

用いた大変形解析で確認する。 
数値例題では，HP曲面とドーム曲面を剛体折紙によって近似した。

端点が折紙曲面の外周部に存在しない切り目および存在する切り目

に関して切り目が無い場合と比較して近似精度を検証した。特に，

折紙曲面外周部に端点が存在する切り目を導入した際に，最適化問

題の制約条件数の削減に伴い近似精度が大きく向上した。また，HP
曲面を近似する際には，曲面中央部に切り目を導入することで固定

折線数の増大に伴う近似精度の悪化を軽減できることが確認された。

一方，ドーム曲面の近似では，外周部に端点が存在する切り目を導

入することで近似精度が大きく向上したのに対し，曲面中央部へ切

り目を導入することによる効果は小さいことが確認された。 
本稿では，折線パターンの基礎となる目標曲面の分割パターンお

よび切り目の位置に関しては事前に与えるものとした。しかし，目

標曲面の形状と切り目の位置の組み合わせにより近似精度が大きく

異なり，場合によっては切り目導入の効果が小さくなることから，

切り目の位置に関する何らかの指標を提案することが今後の課題と

して挙げられる。また，目標曲面の近似誤差関数内の2つのスケーリ

ングパラメータの組み合わせは本稿では1種類のみ用いたが，スケ

ーリングパラメータを変更した際に得られる形状の差異の検証も検

討すべき課題である。 
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(a) Without cutting line (Fixed crease lines: 20, DOF: 1, G(X) = 47.5) 

 

 

  

(b) Pattern X (Fixed crease lines: 20, DOF: 6, G(X) = 43.5) 

 

 
 

 
(c) Pattern E (Fixed crease lines: 20, DOF: 9, G(X) = 15.4) 

 

 
  

(d) Pattern EE (Fixed crease lines: 20, DOF: 17, G(X) = 7.07) 

Fig. 17 Optimal shapes for approximating dome surface (left: isometric view, center: plan view, right: development diagram) 
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