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順序数の積空間の同じ定理から再三出発して
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本稿でのすべての位相空間は regularT1 (= T:叫であり，基数はすべて無限とする。
順序数入を位相空間とみなすとき，通常の順序位相が導入されているとする。つまり，

任意の aE入に対して，｛（/3,a] :/3 < a}が点 aのneighborhoodbaseとなる位相が導
入されている。このとき，次の関係が成り立つ：

順序数の空間~線形順序位相空間 ⇒ GO—空間==} monotonically normal 

（今後，関係図における短い矢印は，その関係性が比較的近いことを表すとする）

順序数の 2つの部分空間による積空間に関する研究は，同じ論文における次の 2つの

定理を皮切りに，現在まで 30年以上も続いてきた。その積空間の特殊性から考えて，こ

れは予想外のこととも言える。

定理 1.1（家本ー大田ー玉野 [20],1992). A, Bは順序数入の部分空間とする。このとき，

次は同値。

(l) Ax Bはnormalである．

(2) Ax Bは llecticollectionwise normalである．

(3)任意の μ,v:::;入が K,=cf(μ)= cf(v) > wとなるとき，次のどれかが成り立つ；
(i)もし μ,tAかつVetBならば， Anμ はμで stationaryでないか Bnvは
uでstationaryでないかまたは C―1(Anp,)nd―1(Bn v)が Kでstationary

となる（ここでc,dはそれぞれμ,vに対する normalfunction), 

*1本研究は科研費（課題番号：23K03206)の助成を受けたものである．
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(ii)もし μ't-Aかつ vEBならば， Anμ はμで stationaryでないかまたは

Bnvはvでboundedとなる，

(iii)もし μEAかつ v,f_Bならば， Anμ はμでboundedであるかまたはBnv

はvでstationaryでない．

定理 1.2（家本ー大田ー玉野 [20],1992). A, Bは順序数入の部分空間とする。このとき，

次は同値。

(1) Ax Bはcountablyparacompactである．

(2) Ax Bはexpandableである．

(3)任意の μ,v::;入に対して，代＝ cf(μ)= cf(v) > wかつ c―1(An μ) n d-1(B n v) 
が K で stationaryでないとき（ここで c,dはそれぞれ μ,vに対する normal

function)，次のどれかが成り立つ；

(i)もし μ,f_Aかつ V't-Bならば， Anμ はμで stationaryでないかまたは

Bnvはvでstationaryでない，

(ii)もし μ't-Aかつ vEBならば， Anμ はμで stationaryでないかまたは

Bnvはvでboundedとなる，

(iii)もし μEAかつ v,f_Bならば， Anμ はμでboundedであるかまたはBnv

はvでstationaryでない．

定理 1.1と1.2における集合論的条件 (3)は，長く複雑で定理の形として不細工ではあ

るが，それぞれの状況での積空間 AxBの構造をよく表わしている。しかし，本稿では

この条件 (3)を使って証明を試みるわけではないので，単に複雑な集合論的条件という程

度の理解でよいだろう。

2 C*-embeddingとP-embedding

2016年 1月，それまでの 2年間は我々の共同研究は中断していたが，ある雑誌の特別

号への投稿依頼を契機として再開されることになった。ただ，投稿締切までの期間が極

めて短かったため，結果がすぐ出そうな課題として定理 1.1と1.2の周辺を考えること

にした。なぜなら，上記定理の条件 (3)の状況を理解しさえすれば，後はもう一つアイ

デアがあれば結果が出ると感じたからである。そこで， countablyparacompact積空間

AxBのもとで， normalityの一般化を考えるのは自然な発想である。 normalityの一般

化として，すぐに思いつくのは C*-embeddingや C-embeddingの概念である。

位相空間 X に対して， sexがC*-embedded(C-embedded, P-embedded) 
であるとは， Sから閉区間 [0,1]（実数直線恥，バナッハ空間 B)への任意の連続関数が，

X全体にまで連続関数として拡張できるとき。次の関係は明らか。

P-embedding =====} C-embedding⇒C* -embedding 
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また，次の事実はよく知られている。

事実 2.1.位相空間 Xが (collectionwise)normalであるための必要十分条件は， Xの

任意の閉集合がC*-embeddedまたは C-embedded(P-embedded)であることである。

位相空間Xの開集合 Uがcozeroであるとは，ある連続関数f:X→[O,1]が存在し
てU= {x EX: f(x) > 0}と表せるとき。

さらに突っ込んだ結果として，次もよく知られている。

事実 2.2.位相空間 Xの部分集合 SがC*-embedded (C-embedded, P-embedded)で

あるための必要十分条件は，任意の有限（可算，局所有限）な cozero集合による Sの被覆

Uに対して，ある有限（可算，局所有限）な cozero集合による Xの被覆Vが存在して，

V「S(= {V n S: VE  V}）がUを細分することである。

事実2.2を使って定理1.2の条件 (3)によって場合分けして，それぞれ議論すれば，「順

序数の積空間AxBがcountablyparacompactのとき， AxBの任意の C*-embedded 

閉集合がP-embeddedである」ことは比較的容易に示せる。さらに考察を加えることに

より， countablyparacompactの条件も削除出来て，定理 1.1の（1)と(2)の同値性に対

する一般化として，次の結果を得た。

定理 2.3([12], 2017). A, Bを順序数の部分集合とする。このとき， AxBの任意の

C* -embedded閉集合は P-embeddedとなる。

注意 2.4.ごく最近になって，定理 2.3における「閉」の条件も削除可能であることが，

[8]により証明された。

3 非可算積空間へ進んで

上記のように「順序数の積空間において， C*-embedded = P-embedded」が証明され
た。次は「一般の位相積空間XxYにおいて， C*-embedded = P-embeddedがいつ成
り立つか？」の議論に移行するのは自然である。ところが，そのような議論には次の顕著

な研究結果が既にある。

定理 3.1([5], 2000). X を位相空間， Aをその部分空間とする。 M をdiscreteではない

距離空間とする。もし AxMが (XxMで） C*-embeddedならば，それはP-embedded

となる。

これは長い間未解決だった Przymunsinskiの問題 (1983)の肯定的解決である。従っ

て，位相積空間XxYにおいて，この種の問題を考察しても，然したる結果は期待でき



44

ないと判断した。となると，考えるべき次の課題は，

「無限位相積空間rr入EAX入において，
『C*-embedded = C-embedded』または『C-embedded= ?-embedded』
がいつ成り立つか？」である。

これに関しては， paracompact一般距離空間（M-空間， E-空間， semi-stratifiable空

間など）による無限位相積空間rr入EAX入に対して，ある程度の結果はいくつか証明でき
るが，決定的といえるほどの結果ではない。その理由は，無限位相積空間rr入EAX入の最
も簡単な場合について，よく分かっていないからだと考えた。

自然数の集合 {0,1,2，・・・｝に discrete位相を導入した位相空間を Nで表す。基数 Kに

対して，代個の Nのコピーからなる位相梢空間を N,,,で表す。

距離空間でもコンパクトでもない最も単純な無限位相積空間rr入EAX入というと，そ
れは積空間 NW1であろう，ここで W1は最小の非可算基数である。次の問題が必然的に

提起される。

問題 3.2(2016). NW1において，任意の C*-embedded閉集合は C-embeddedとな

るか？

いま， c=|良|（＝ 2w)とする。この問題については，次の結果が既に発表されていた。

例 3.3(E.Pol-R.Pol [24], 2014).即において，ある discrete可算閉集合でC*-embedded 

であるが， C-embeddedでないものが存在する。

連続体仮説 C= W1を仮定すると，例3.3は間題3.2を既に否定的に解決している。そ
れだけでなく，陀において C*-embedded cf-C-embeddedが， discrete可算閉集合とい
うかなり強い条件でもよいことを示している。この事実を問題 3.2を提起した時点では

知らなかった。しかし，それはむしろ幸運で，次の結果を証明できたからである。

定理 3.4([15], 2020). [Martin Axiom十連続体仮説の否定］のもとで， N四における任

意の C*-embedded部分集合は， C-embeddedとなる。

例 3.3と定理3.4によって，問題3.2はZFC公理系内では肯定も否定も決定できない

ことが判明した。一方，集合論的公理を仮定しない ZFC公理系内で，次を証明できた。

定理 3.5([15], 2020). N凸における任意の C-embedded部分集合は， ?-embeddedと

なる。

応 1 に限らず一般距離空間による無限位相積空間では，前の関係図とは印象が異なり，

次のような関係図が適切であるように思える：

?-embedding⇒C-embedding ====} C* -embedding 



45

4 NK,の部分集合の基数の決定不可能性

先ずは，次の定理を思い出したい。

定理 4.1(Baturov [1], 1990). 2点以上をもつ可分距離空間 M と基数 T に対して，

2T -<:: cであるための必要十分条件は， MCにおけるある (hereditalily)normal dense部

分空間Xで，基数 Tのdiscrete閉集合を含むものが存在することである。

ここで，例3.3と定理3.4を見ながら，上の定理において次のような対応を考えてみる：

M →N, C→K,, normal→C* -embedded 
そうすると，次の問題が生じてくる。

問題 4.2.不等式 2T-<:: K,をNんにおける cardinalityT をもつ C*-embedded閉集合で

特徴づけできるか？

この問題に対して，次のような結果を得た。

定理 4.3([13], 2020). K,を基数で炉＝氏となるものとする。任意の基数 Tに対して，

不等式 2T-<:: K,が成り立っための必要条件は， N氏において cardinalityT をもつある

C* -embedded discrete部分集合が存在することである。

この証明は定理 4.1のそれほど複雑ではない。定理 4.3から， Neにおける C*-

embedded discrete部分集合の基数は，連続体仮説が成り立つ場合はすべて可算とな

り， 2w1= Cの場合は非可算のものが存在することになる。つまり，

系 4.4([13], 2020).陀における非可算な C*-embedded discrete部分集合の有無は，

ZFC公理系内では決定できない。

これをもって NW1における C*-embedded部分集合の研究は一段落したように思える。

5 順序数の積空間における extentの等式

位相空間Xのextentとよばれる cardinalfunction e(X)を次のように定義する：

e(X) = w ・ sup{IDI : D はXのdiscrete閉集合｝．

事実 5.1.Sorgenfrey直線SはhereditarilyLindelof空間であり， e(Sx S) = c > w = 

e(S) ・ e(S)となる。

この事実から次の問題がShelahによって提起された。
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問題 5.2(Shelah, 1978頃）． 2つの Lindelof空間X,Yで， e(Xx Y) > cとなるものが
存在するか？

この問題は，［25,6, 4, 26]などの論文によって，無矛盾的に肯定されることが判明して

いる。この問題を知って，我々は次の間題を考えた。

問題 5.3.どのような位相積空間XxYに対して，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成

り立つか？

しかし，このような問題設定は余りに漠然としすぎている。先ずはその研究価値があ

るかを判定するため，考える世界を限定して，次のような問題設定を試みた。

問題 5.4.順序数の部分空間 A,Bに対して，稼空間AxBがcountablyparacompact 

のとき，等式 e(Ax B) = e(A) ・ e(B)が成り立つか？

この問題は定理 1.2の条件 (3)を使えば，場合分けをして比較的容易に肯定される。

位相積空間XxYの部分集合 Rがrectangle（閉 rectangle)とは， R=PxQの

形（かつ PとQはそれぞれX とYで閉集合）と表されるとき。

基数 K がweaklyinaccessibleであるとは， K がregularlimitであるとき。この

weakly inaccessible基数の存在は， ZFC公理系内では証明できない。

問題 5.4について意外だったことは， weaklyinaccessible cardinalの非存在の仮定が

必要とはいえ，次のようにその逆も成り立つことである。

定理 5.5([14], 2020). Weakly inaccessible cardinalが存在しないと仮定する。 A,Bを

ある順序数の部分空間とする。このとき， AxBがcountablyparacompactであるため

の必要十分条件は， AxBの任意の閉rectangleA'x B'に対して，等式e(A'xBり＝

e(Aり •e(Bりが成り立つことである。

順序数による積空間AxBがcountablyparacompactであるかどうかを，定理 1.2の

(3)によって判定するのはかなり面倒である。一方，定理 5.5の必要十分条件によって，

それを判定するのは極めて容易である。ほとんどの場合， AxBの対角線の discrete閉

集合の状況を調べれば済むからである。

注意 5.6.Weakly inaccessible cardinalの存在を仮定した場合，定理5.5が成り立たな

い例は容易に作れる。従って，この集合論的仮定を定理5.5から排除できない。
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6 Extentの等式と不等式

位相棟空間XxYの部分集合Rがcozerorectangleとは， PとQはそれぞれX と

Yでcozerosetで， R=PxQの形で表されるとき。位相積空間XxYがrectangular

[23]であるとは， XxYの任意の有限 cozero被覆がcozerorectangleからなるある

←局所有限細分をもつとき。これは次元論の積定理から生まれた概念である。

問題 6.1.位相積空間XxYがnormalかつ rectangularであるとき，等式e(Xx Y) = 

e(X) • e(Y)が成り立つか？

問題 6.1の否定的な部分解として，いろいろな例が論文 [16]に述べられている。しか

し，この間題自体の解決には未だ至っていない。一方，この問題の肯定的な面としては，

びー空間という一般距離系ファクター X と[})C-like空間という一般コンパクト系ファク

ター X をもつそれぞれの位相積空間XxYに対して，次のことが証明されている。

定理 6.2([16], 2022)．位相空間Xがぴー空間とする。もし位相積空間XxYがnormal

ならば，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つ。

定理 6.3([16], 2022)．位相空間 Xが[})C-like空間とする。もし位相積空間 XxYが

normalかつ rectangularならば，等式e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つ。

位相空間 X がmonotonicallynormalであるとは， X の交わらない閉集合の組

E,Fに対して，ある開集合M(E,F)が対応して次の条件を満たすことである。

(i) E c M(E, F) c M(E, F) c X ¥ F, 

(ii)もし EcE'かつ FっF'ならば， M(E,F)c M(E',F'). 

位相空間Yがalmostdiscreteとは，非孤立点を高々 1つしかもたないとき。

上記の monotonicallynormal空間 X とalmostdiscrete空間 Yによる位相積空間

XxYが予想外の振る舞いをすることは，長い論文 [9]の6章において議論された。こ

のペアーによる位相積空間XxYについて，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立た

ない場合でも，その差は最小に近いものであることが，次の 2つの結果で判明した。

定理 6.4([16], 2022)．もし Xがmonotonicallynormal空間であり Yがalmostdiscrete 

空間であるならば，不等式 e(Xx Y).:::: e(X) ・ (e(Y)）＋が成り立つ。

定理 6.5([17], 2022)．もしXがmonotonicallynormal空間であり Yがalmostdiscrete 

空間であり， XxYがnormalならば，不等式e(Xx Y).:::: (e(X))+ ・ e(Y)が成り立つ。

定理6.5から次の問題が自然に生じる。



48

問題 6.6([16]）．もし Xがmonotonicallynormal空間であり Yがalmostdiscrete空

間であり， XxYがnormalならば，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)が成り立つか？
特に e(X)• e(Y) = wの場合はどうか？

この間題に対しては，次のような解答を得た。

定理 6.7 ([17], 2022)．任意の甚数 Kに対して，次は同値。

(a)ある monotonicallynormal空間 X とalmostdiscrete空間 Yで， XxYが

normalかつ e(Xx Y) > e(X) ・ e(Y) = "'となるようなものが存在する。
(b)記→ （応；fin"'渭が成り立たない。

注意 6.8.上の条件 (b)におけるん十→ （応；fin炉+)3は，その定義まではここでは言及

しないが，ある集合論的公理と考えてほしい。しかも，それは ZFC公理系と独立な公理

である。従って，定理6.7から問題6.6はZFC公理系内では，否定も肯定も決定できな

い問題ということになる。

定理6.7によって，等式 e(Xx Y) = e(X) ・ e(Y)の問題は，細かい問題は色々と残っ
ているけれども，大きなところでは一段落したように思える。

7 非可算積空間上の extentの等式

基数関数extentに関する位相積空間 XxY上の等式を前の章で扱った。次に無限積

空間rr入EAX入の上でextentの等式が成り立つかを考えるのは自然の成り行きである。
この章では， 0を最小の weaklyinaccessible碁数とする（定理5.5参照）。まずは，次

の結果が大きく関係してくる。

定理 7.1(Mycielski [21], 1964)．任意の基数 K< 0に対して，即において，ある discrete
閉集合で基数 Kのものが存在する．それゆえ， e(N勺＝ K となる．

各ファクター X入がcompactのとき， rr入EAふも compactとなってしまうので，こ
のような場合は排除して，次のような間題を設定できる。

問題 7.2.無限積空間rr入EAX入の各ファクター X入は compactでないとする，こ
こで IAI< 0とする。各ファクター X入がどのような一般距離空間ならば，等式
e(IT入EAX入)= |Al・ sup{e（ふ）：入 EA}が成り立つか？

注意 7.3.上の問題において，各ファクター X入は compactでない（正確には，可算

compactでない）から，定理 7.1より不等式 e(IT入EAX入);::::IAI tま常に成り立つ。従っ
て，この間題の等式右辺から |Alを取り除くことはできない。
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位相空間Xがstrictp-空間 [2]であるとは， Xの開被覆の列｛仏｝で，次の条件を満

たすものが存在するとき，

(i)任意の xEXに対して， nnEwSt(x,Un)がcompactである，

(ii)開集合 UがnnEwSt(x，仏）を含むとき，ある mEwが存在して St(x,Um)c U 

となる，ここで St(x,Un)= LJ{U E Un: x EU}とする。

位相空間 X が strong ど—空間 [22] であるとは， X の局所有限な閉被覆の列｛互n} と

compact集合からなる Xの被覆Kが存在して，「開集合 UがKEKを含むならば，あ

るFEU rが存在して KcFcUとなる」を満たすとき。nEwv n 

これらを含む一般距離空間の関係図は次の通り：

距離空間→ Moore空間→ strictp-空間

↓ ↓ 

M3—空間→び—空間→ strong 江空間

この strictp—空間と strong ど空間を使って，問屈 7.2 に対して次の結果を得た。

定理 7.4([11], 2022)．無限積空間I1入EAX入の各ファクター X入は compactでないと
し,|Al<0とする。もし各ファクター X入がstrictp空間または strong ど—空間ならば，

等式e(IT入EAX入)= |Al・ sup{e（ふ） ：入 EA}が成り立つ。

注意 7.3から，この定理の等式に |Alの存在は不可欠ではあるが，煩わしい気もする。

そこで，次の問題が提起される。

問題 7.5.無限積空間I1入EAX入の部分空間 Sで等式 e(S)= sup{ e(X刈：入 EA}が成
り立つようなものが存在するか？

無限積空間I1入EAX入から 1点s=〈s入〉をとる。このとき，

E=  {x=〈m〉EIIふ｝ ： I｛入 EA:X入#s>-}1:,S:w} 
入EA

と定義される I1入EAX入の部分空間を，｛X入，入€ A}による E-product[3]という。

問題7.5に対して，なぜE-productの概念がすぐに思い浮かぶかというと， 1978年に

Kombarov [18]が主定理の下に注意として，次のことを述べているからである：

「どを p-空間からなる族 {X入,>..EA}による E-productとする。このとき，等式

t(E) = sup{t（ふ）：入 EA}が成り立つ，ここでt(X)はXのtightnessを表す」

上の定理 7.4と同様にして，次の結果を得た。

定理 7.6([11], 2022)．どを strictp—空間または strong ど—空間からなる族 {X入，入 EA}

によるど—product とする。このとき， e(E) = sup{ e(X刈：入 EA}が成り立つ
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注意 7.7.定理7.6における「strictp—空間」を「locally compact空間 （従って， p空

間）」に置き換えることができないことは，無矛盾的に判明している。

8 同一定理に再三戻って

位相空間 X が (strongly)collectiowise Hausdorffであるとは， X の任意の

discrete閉集合D に対して，ある disjoint(discrete)な開集合族 {Ud:d ED}で，任意

のdEDに対して dE応となるものが存在するとき。

normal空間がcollectionwiseHausdorffならば， stronglycollectionwise Hausdorffと

なることは容易に分かる。ここでは，次の結果が今後の方向を示唆している。

定理 8.1([7], 2009)．順序数の部分空間 A,Bに対して，その積空間 AxBはcollec-

tionwise Hausdorffである．

これまでの研究で重要な役割を演じてきた概念は，「C*-embedded」と「discrete閉集

合」である。次に考えることは，その 2つを組合わせた結果を位相積空間のなかで実現で

きないかと考えるのも自然であろう。それが意味あるかどうかをチェックするためには，

また順序数の積空間の世界で最初は考えてみる。そうすると，次の結果が判明した。

定理 8.2 （平田ー家本—矢島，［10]）．順序数の部分空間 A,B に対して，次は同値。

(1) Ax Bはcountablyparacompactである．

(2) Ax Bはstronglycollectionwise Hausdorffである．

(3) Ax Bの任意の discrete閉部分集合がC*-embeddedである。

これを発展させるには，［19]における議論のように定理8.2の結果が，順序数の積空間

の任意の countablyparacompact部分空間 X に対して，どこまで同値条件が言えるか

であろう。すなわち，次の問題が提起される。

問題 8.3.順序数μ,vによる精空間μxvの部分空間X に対して，次のどれが同値とな

るか？

(1) X はcountablyparacompactである．

(2) X はstronglycollectionwise Hausdorffである．

(3) Xの任意の discrete閉部分集合がC*-embeddedである。

(4) X はexpandableである．

この間題は目下研究中である。その途中経過の発表として [10]を参照されたい。

本稿では順序数の積空間の同一定理から始まり，一般の位相積空間の議論に移行して

いくという思考パターンがある。その観点から見て，次のような問題が考えられる。



51

問題 8.4.定理8.2の条件 (3)が，積空間NW1や compact空間 K上の関数空間 Cp(K)

において意味をもつか？

研究を継続していくには，ひとつの思考パターンをもちえることが有効と思われる。な

ぜなら，ごく限られた数学者を除けば，新しいアイデアが湯水のごとく涌いてくることは

ないからである。しかし，その思考パターンがいつまでも続かないことも確かである。そ

の意味では，問題8.4のように新しい世界にこの議論が発展していくことを期待したい。
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