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散逸系における秩序形成の力学モデル

大阪市大 ･理 菅 野 礼 司
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散逸系における秩序形成の理論は,主としてエントロピー減少やsynergy現象 (協同現

一象)という観点から,個々の構成要素の運動を記述するのでなく,coarsegrainingや統計

平均によってその系をマクロ的に考察するものであった.これとは別の観点から,個々の

構成要素の運動に着目するならば,無秩序な物質系から秩序系が形成されるということは,

力学的には広い意味で,ランダムな自由度が減少し,拘束条件の強い系-の移行とみなせ

る.すなわち,拘束条件が時間発展とともに形成され,成長する過程とみなしうる.

この報告では,そのような散逸系を拘束系の力学として,つまり構成要素に対する拘束

条件が自ら生成される力学として考察し,その可能性を示す.そして,そのような単純モ

デルを提示する.このモデルはrealisticとはいえないが,解析的に解けて構成要素の時間

発展を見ることができるので,秩序形成過程における機構の解明と新たな概念の導出に役

立つであろう.

§Ⅱでは,Diracの拘束力学系の理論1)を用いて,散逸的拘束系の質点力学の一般論を展

開し,時間的に変化する拘束条件によってある種の秩序が力学的に形成される理論の可能

性を考察する.§Ⅲではその秩序形成を示す拘束力学系のモデルHamiltonianの具体例を

2,3提示する.それらはオモチャのモデルではあるが,典型的特徴を示す興味あるもの

である.その解析的解を求めることにより秩序形成過程の時間的発展をみる.

SⅡ 拘束系の力学と秩序形成

自由度Nの質点系を記述する力学変数をqi(i-1-N)とし,そのLagrangianを

L(q,4,i)… L(ql, ･･････,qN,q., ･･････4N,i) (4i- 普)
で表わす.散逸系であるため,Lは時間tを陽に含む.拘束条件は,外から与える外的拘

束条件があるが,それとは別に,Lの性質によ?てその力学系の中に必然的に含まれる

内的拘束条件がある.秩序形成の理論としては内的拘束条件のある力学系の方が適切であ

る.
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内的拘束系の力学をシステマティックに扱う方法はDiracによって定式化された.1)以

下にその必要な部分の概要を述べる.内的拘束条件は江essian行列

Al,I≡
a2L
∂41∂4,･

(2.1)

が特異的,つまりdet(Al,I)-0のときに現われる.この行列Al,･の階数をN-Aとすると,

qiに共役な運動量

∂エ
Pi= 有 =Pi(q･4･i) (2.2)

は,apt/∂di-Aljが特異的であるためにA個のplは45にかんして独立関数ではなく,
〟-A個のみ独立である.それゆえ,A個の拘束条件

¢αl(q,p,i)-o (α-1-A) (2.3)

が存在する.(2.3)は位相空間での条件で第1次拘束条件 (primaryconstraint)と呼ばれ

る.¢αlの右肩の1は ｢第1次｣を意味する.

Diracに従って,拘束条件 (2.3)を弱等式 (=o)として扱う.すなわち,Poisson括

孤 (P.B.)などの計算の途中では,すべてのpiを独立変数のように扱い,最後に (2.3)

を要請することにする.そうすると,この力学系の時間発展を与えるHamiltonianは

A
HT-H(q,p,i)十∑VαQal(q,p,i)α-I (2.4)

で表わされる.ここにH(q,p,i)は正準Hamiltonianで,∑p諺l-Lにおいて,Qa1-0

としたものである.H,をtotalHamiltonianという.vaはLagrangeの未定因子で,弱等

式

¢αl(q,p,i)=o (α-1-A)

のために現われる.

HTにより生成されるHamiltonianの運動方程式は

4i-画 ～晋 + E va篭
aHT

pi-一首 -一晋 -E vα篭
aHT

(2.5)

(2.6)

となる.∂Vα/apt,∂va/aqfの項は (2.5)により落ちる.拘束条件 (2.5)のもとで,

(2.6)が積分可能であるためには,(2.5)が任意の時刻で成立すること,すなわち,逮

動方程式のもとで定常的でなければならない;

¢α1-普 +裾 Hl･∑招 al,射 -o mod(41)･ (2･7)

上 IはP.B.を表わす.もLvβをうまく選ぶことで,もし (2.7)が充されるならば,
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(2.5)と (̀2.6)は整合的で解をもつ.もし充されなければ,.(2.7)を改めて=TOとお

いて,2次的拘束条件を要請しなければならない; r

Qa2(q,ク,∫)-普 .14al,Hi-0 (2･8)

(2.7)が充されか ミ場合というのは,d-etfQal, 緋 tOで搬 1,'Qpllの逆行列か弱等式

のもとで存在しないときである.Qa2の数はAより少くか ､こともある (極̀吉 J_鮎 liの階

数だけAより減少する).

.(2.8)tの緑 もまた定常条件を充さねばならない･(2･7)で未定の革ま残った 印 lを

うまく選んでも

れ 2(q,p,i)…omod(41,¢2) (2.9)

が充_されなければ,新たな拘束条件 少｡3=oやぎ現われる･この手続きを繰り返し,Ka番

目で,も早新たな条件が必要でなくなったとする,すなわち

¢αK-qq,p,i)…o mod(41,-,¢ua)

のとき,これら拘束条件のもとで(2.6)は積分可能となる.

まrとめると,拘束条件として

¢αh(q,A,i)=o (A-1-Ka)

(2.10)

(2.ll)

をえ,(2.ll)のもとで,運動方程式(2.6)は解をもつことになる.このことは質点系の運

動は,血h〒Oによってきまる位相空間の中の超曲面上に制醸されることを意味するので,

いわゆる秩序性が生じたことになる.

¢ahのうちで,如1はLの性質(Ai,･の特異性)のみから現われ,k≧2の ¢aたは運動方程

式を用いて ¢α1の定常条件から要請されたものであることに注意しよう.¢αh(k≧2)をま

とめて2次拘束条件 (secondaryconstraint)という.

(2.ll)の扉 はすべて独立とする.そのうちで あ lがすべての Qah.に対して

払l,¢ahi=0 (…Omod(仝 ¢)の意疎) (2.12)

を充すとき,あlを第1類 (firstclass)拘束条件といい,そうでないもの (1つでも

(2.12)を充きない¢αたが存在するとき)を第2類 (second･class)拘束条件という.第1

類拘束はゲージ自由度と関連づけられる.第2類拘束は必ず偶数個 ,(2m)存在し,その

力学系の自由度を称だけ減少させる.ここでは話を簡単にするため;特にことわらない

限り第2類拘束のみ存在する力学系を考察することにする∴そのような系ではHTの中の

vaは(2.7)～(2.10)のalgorithmによってすべてq,p,tの関数として決定される.I+･t

以上の拘束系の一般論を用いて,秩序形成の力学療型の構成を議みよう.そのためには,

たとえば,時間経過にしたがって,上か特異的となって,拘束条件が現われるか,また
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は,1次拘束条件が時間的にあるところに収束すると,̀それにつれてすべての2次拘束が

ある状態に収束し秩序が形成されるような与をつくればよい.

いま,時間才の関数1,(i)(,～-1-R)をパラメータ関数として･含むL(q,_q,A(i))から

導かれるHamiltonianをH(q,A,A(i))とする.ここで

ん(～)- 0t一m (2.13)

のとき,1次拘束 Qal(q,p)=Oが出現するならば,A,(i)項が外力 (外場の源)として働

らき,エネルギーを散逸させて秩序が形成されるだろう.

む1次拘束が

Qal(q,p,A(i))=0

として存在し,A,(i)-0につれて,すべての拘束条件が

Qah(q,p,A)=O-¢αh(q,p)=o ＼t一〇0

あるいは,最初からん(～)を含

(2.14)

(2.15)

に収束するならば,¢aた-Oによって与えられる秩序を形成するとみなされる_,.散逸系の

条件は

些 -工賃 ir(i)<0dJ

である.

(月【>0に対し) (2.16)

SⅡ 簡単な模型

前節で展開した一般的考察の具体例を提示する.論旨の本質的なところがわかりやすい

ようにするため,できるだけ単純化したものから始める.

(1) 1つの散逸項ですべての質点が1点に収束する模型.

L(1,(q,4,A(i))-A(i)4.･負号(41･芸qlll)2-号qN2･

ここに,a,bは定数.L(1)には(41)2項がないことに注意.

このL(1)よりpiは ･

-91--A(i), Pl-mi4i+aql_1-(i-2んN).

よって,Aljの階数がN-1ゆえ1次拘束は唯一つ

¢1-91-A(i)I0.

-そして

HT(1,主義藍一芸触 1+iqN2･V(br入)･
〟

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

以下では余分な繁雑さを避けて見易くするために,a.-b-mi--1とする.¢lの定常
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条件から次々に導かれる2次拘束は

¢2-41--A+紬1,HJ-一入+92=0;

43-さ2--A+23=0,

(〟-1)

¢"- ¢"~1- - A+pN～～0,

(N)
中仙1-4"-ll-qN=0

(〃十1) (〃十1) (〟-1)
¢"十2- ¢"'1-- A+qN_1-PN= 一 入- A+qN_1

… qN_I+α入)=0,

¢2"-¢2"~1- (-1)"ql+ト 1)"-Ip2+α入)= (-1)"q.+Q(A)≡0,

¢2"-('-ll)"'lv-qA)I0.

(3.5a)

(3_5b)

(3.5C)

(2JV)

ここに0(A)は入,ん･･･,1の1次結合を表わす.(3.5b)の第3式から第4式への移行

は (3.5a)の弱等式を用いた.以下同様.

(2LV)

(3.5C)によってVが ,̂ん ･･･,1の1次結合として具体的にきまる.

次に (̂i)として,たとえば

(̂i)-e-FLt (FL>0)
あるいは ､

-(1十g)~1

とおくと

(2N)
ん ん -, A - 0.

t-◆∝)

よって(3.3)と(3.5)により

pi-0, q̀-0 (i-1-N), V-0

(3.6)

(3.7)

をえる.すなわち,任意の初期条件から出発して充分時間が経てば,すべての質点の座標

は原点に収束し,そこで静止する.(3.7)の結論は,(3.4)のHTから導かれるHamilton

方程式を,¢1-0の条件で解くことにより直接確めうる.

この例では,(3.1)の L'1)において,入ql項が散逸項で,ql成分のみを通して外力が作

用 している.2質点(あるいは異る座標成分)間の相互作用は速度依存ポテンシャル

如 l_1(位相空間ではplqi_1)で,これによって次々に作用が伝わり,ql点から系のエネ

ルギーが散逸して最後にすべての座標 q̀は原点に収束するようになっている.
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この模型で,41から次々に¢2･･･¢2"を導く過程から明らかなように,最初にplからp2

･･･pNの順でpiが α入)で表わされ,その後にqNからqlまでが 0(A)によって表わされる.

したがって∴HT'1'にpiの多項式f(p)を加えてもよく,さらに相互作用項も拡張できる.

HT(1)型の一般型は
F.p 12 A b

-∑aijPt-,･･.qt一首qN2十f(p)i=l
J-≦l

HT'l'-岩島
である.ai,I,bは定数.

3次元直交座標系におけるN質点系の場合,次のモデルも可能である;

ql-A:i (i-1-N)

として,xt,.yiについては拘束条件のない通常のLagrangianをとって

L- L.(I,.y,i!,9)+Lil)(Z,i,A),

Lo-重苦(ii2･912)-V(I,g)
とすれば,すべての3Ylは

R:i一 o.
t一○〇

よってN 質点はx- y平面上に集まり,その平面上で運動を続ける.

また(3.1)の L'1)において次の置き換え

qi- qi+(i-1)a (a克数)

を行うと,ql,q2,-,qNは間隔aの格子点に並んで静止するモデルがえられる.

(2) 2つの散逸項をもち1点に収束する模型.

散逸点をq.,qNとし,できるだけ対称的なHamiltonianを選ぶ.

HT(2'-"E321i(pl-qi)(pi-qi-.)+喜qNqN-I+vl(pl-A.(i))+V2(PN- 2̂(i))

-諾 lpi2-pl(qi･gill)]+韻qlq-1+vl(A.-A.)+V2(pN- 2̂).
拘束条件は

4.I-pl-A.(i), ¢21-pN- 2̂(i).

走常条件は次の通り.(d/d£-Dとする)

411-i(p2-q2ト D̂ 1=0-¢12-92-q2-2DAl=0,

¢12-i(p,-q｡ト喜(92-q2)-2D2̂1

=i(p3-q｡)二D(1十2D)A.=0- ¢13-2｡-q,-2(1+2D)D l̂I0,

- ･･･- Qlγ-Pγ-q,-2(1+2D)7L2D入.～～0,
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¢lN-I- -itpN-I-qN-.)-喜qN-2(1+2D)N-3D2A.I0
+J

- ¢l"-,-qN-2(1+2D)"~2D .̂I0,

¢1〃ニ ー γ2-2(1+2D)〝~2D2ん=0

- v2--2(1+2D)〃~2D2ん-0.

他方

421- 一言qN-.-D̂ 2- ¢22- -qN-I-2D 2̂=0
¢22--i(?N-r qN-2ト喜(pN-.-qN-1ト 2D2̂2=0
- ¢23-pN_r qN_2+(2D)2人2+2(1+2D)I"D .̂t=0,

･--- ¢27-pN.,_2-qN_γ+1+(2D)2(1-2D)7-3人2-2D(1-2D)7-3(1+2D)"~3ん～～0,

(γ-3-〟)

¢2N- ‥ V.･喜(2D)3(1-2D)N-3人2一言(2D)2(1-2D)N-3(1･2D)N-3̂.Io･

最後の式でVlがきまり,拘束条件はこれで終る.

ここで,また,

ん - 0,t-●也 Dhん-0(a-1,2)
ととれば,各々の拘束条件から

411:p1-0,

¢12:p21q2-0,

413:p,-q3-0,

¢l"-1:pN_1-qN_1-0,

¢1":qN-0,

これらの収束条件を組み合せて

¢22と¢1"~1⇒ pN_I-0,

pN_I-0と¢23⇒ qN_2-0,

qN_2-0と卓."-2⇒ pN_2-0,

pN_2-0と¢24⇒qN_3-0,

q2-0と¢12⇒ p2-0,

421:pN-0,

¢22:qN_1-0,

¢23:pN_1-qN-2-0,

¢2"-1:pr q2-0,

¢2":p2-q1-0.
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92-0と¢2" ラq1-0,

をえる.結局,すべてqi-0,pi-0,そして vl, V2-0となる.

このHT(2)を導くLagrangianは

L'2'-I:pi4i-HT-Ig;21如 +喜(ql･ q-I)]2一議qi-1ql･ 1̂41十 2̂4N
である.

(3) 分子的結合をする模型

(3.13)

(1)で与えた L(1)で記述される2つの系を調和ポテンシャルで結び,2N 自由度の質点系

を考える.変数をql-qNとqN.1-q2Nに2分して

H.- 義,藍 一芸2aPiqi-1･V.(pr .̂),
〟

H2- "Eil怒 -"iilapN.lqN.i.1+V2(pN一入2)i-1

とおき,仝Hamiltonianが

HT,3,-Hl･H2･i(qN-qN..)2

(3.14)

(3.15)

で与えられるとする.(3.15)はL{1)の中の bqN2/2項を落し,代 りにHlとH,を調和ポ

テンシャル b(qN-qN十1)2/2で結合したものである.

この系では1次拘束条件は2つあり

4.1-91- l̂(i), 421-92N-入2(i).

qlとq2Nが散逸点である.以下ではa-b- mi-1として単純化する.

これまでと同じく,¢αlの定常条件を求めると

¢12-¢11=p2-0(礼)I0 ¢22-¢21= p2N_110(九三)-I0,

¢1"-¢l"-1= pN-0(̂l)I0 ¢2"- ¢2"~l=pN.1-α入2)=0,

¢1"'1- 4."I -qN+qN.1-0(A.)I0,¢2"'1- ¢2"I-¢1"+l上 o(ll,12)=0,

¢1"'γ=(-1)7(qN_γ1-qN十,)

-αん,入2)=0,

¢2〃+γニ ー¢l〃十γ-0(ん,入2)=0
(γ-1-〟)

卓.2"I(-1)"(vl-V2)-αん, 2̂)I0.

2〃
これらの拘束条件からん(i),ん(i),･･･,入a(i)- 0のとき
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Piー0, qN_γ+1-qN.γ- 0 甘 .17)

および

γ1-γ2-0 (3.18)

となる.このことは充分 時 間が経 つ と,座模対 (あるいは粒子対)qN_,+1とqN十,とが一

致 し, あたかも2原子分子の ご と く結合し運動することを意味する.(1)の場合 と ちがい,

qlは 0になら か ､か ら 2質点が結 合 した まま運動は続く･実際,

pl- 41+qト1 (i- 2-2N -1)

で あ るから,pl- 0で も 4iキ 0であ る.他方Hamilton方程式から

ql. Vl, q2N. V2

をえる.(3.18)からわかるように,γ1-℃2が決定されるだけで,各々の恥 はきまらな

い.このことは,第2類拘束ばかりでなく,第1類拘束条件が ¢αkの中にあるということ

を示している.事実,¢h… ¢lh+¢2h- pた+p2N_糾.+0(ll,人2)(A-1-2N)はすべての

¢αlとのPoissonの括弧が=0である.

第1類拘束が存在するから,この系のL(3'あるいはHT'3'はgauge変換に対して不変性

をもっていることがわかる.そのgauge変換の形を第1類拘束条件から求める一般論はわ

かっている2)3)が,ここでは省略する.

このモデルの面白いところは,座標対 (ql, q2N),(q2, q2N_1),-,(qN,qN十.)の間には最

後の対を除いて直接の相互作用がなく,隣接の相互作用を通して間接的にしか相互作用が

ないにもかかわらず結合状態をつくることである.

●一･一～●速度依存ポテンシャル apiql_1
o一■『〇 調和ポテンシャル b(qN-qN+I)2/2

3次元運動の場合は,ql～q2Nを3分割して,xl,yi, g̀ に対応させるか,(3･14)の

H.,H,と (3.15)のHTをx,y,Z成分についてつくり,その和をとればよい･

-562-



｢進化の力学-の場の理論的アプローチ｣

SⅣ まとめ

§打の実例は余りrealisticでないモデルであるが,解が解析的に求まるので,秩序形成

の特徴を把むのに役立つのではないかと思う.

拘束系の力学を秩序形成過程に適用する考え方は,まず拘束条件をその秩序状態を表現

するように設定し,それを導くようなHamiltonian(またはLagrangian)が求められるな

らば,それによって現象論的な有効相互作用が決定されたことになる.その有効相互作用

の物理的意味から実体論を構成する手掛りがえられるであろう.したがって,この方法は

秩序形成機構の現象論的解明から実体論的解明に役立つと思う.

§Ⅲの実例は,最初から1次拘束条件がある場合であるが,1次拘束も時間経過のなか

で出現するようなモデルができると一層面白い.たとえば L(1)を修正して

L-喜̂(i)412･真言-i(41十芸qi-.)2-号qN2

とおき,A(i)- 0とするとi-◆∝I

21- A(i)41-0.

したがって,i--で1次拘束 41- pl=0が現われる.そして

H-雲+畠宏 一∑ 触 1･音qN2

(4.1)

(4.2)

(4.3)

からえられる正準運動方程式はt--で H T(1)のものに収束しそうに思えるが (4.3)の

第1項に人(i)が分母にあるため,無条件ではいかない(辛).すべてのqlが有限という境界

条件をつけることができれば,望む結果がえられる`

この報告では主として第2類拘束条件のみ現われる場合を考察したが,第1類拘束のあ

るモデルではgauge自由度を利用し,gauge固定を外的拘束として持ち込むことができる.

その自由度を利用する方法は次の機会にゆづる.

量子化は拘束条件によって制限された位相空間上の力学系の量子化法としてDirac括

弧1)3)を利用するのがよいであろう.少くとも第2類拘束条件のみ現われる系ではDirac

括弧を交換子積に置き換えればよい.しかし,第1類も同時に入る場合は,一般的には

gallge固定にかかわる面倒な問題がある.

(辛) これはコンピューターシュミレーションで明らかになった.シュミレーションを行って頂いた横

田浩氏に謝意を表します.
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