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概要

本稿は 2024年 12月16-18日に京都大学数理解析研究所で行われた 2024年度

RIMS共同研究（公開型）「可微分写像の特異点論とその応用」での著者の講演の内

容に加筆したものに，［2]の内容を加えてまとめ直したものである．上記講演では主

にDi特異点の幾何学を扱ったまた，［2]の内容は主に D]特異点の幾何学であ

る．本稿は両者を合わせた D；特異点の幾何学に関する著者の最近の研究の総合的

な解説である．

1 D日特異点の S0(3)標準形

変数 (u,v)のD;関数
研 uv2
―士—
6 2 

の3パラメーター (x,y,z)のMorse関数族

3 2 u~ UV 
H(u,v,x,y,z) =―士十xu+yv+z

6 2 
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の判別集合'DH C (R汽x,y,z)は

(u,v)→(研-V汽研＋v汽研＋岱） （＋のとき），

(u,v)→(研-V叉UV,研-3記） （ーのとき）

のパラメーター表示をもつ（図 1).波面の D；特異点とはこの写像の原点における写像芽

図l Dt特異点（左）と Di特異点（右）

に定義域と像域の微分同相写像芽でうつりあう（A-同値）ものをいう．この写像の微分幾

何的性質を調べたい場合， A-同値は微分幾何的性質を保存しないため，次のような S0(3)

標準形と呼ばれる表示を用いて研究する方法がある．次が成り立つ．

定理1.1([2]).写像芽f:(R汽0)→ (R汽0)は座標 (u,v)と'Pl(0, 0)と四(0,0)が

一次独立であるような'Pl，四が存在してfu= U凸 (u,v),fv = v四(u,v)が成り立つ

とする．このとき aE R, b1, b3, C1, C3 E 000(1, 1), b2, C2 E 000(2, 1), s E Diff+(2), 

A E S0(3)が存在して

Ao f(s―l (U, V))=(炉-v2,a（研＋茫） ＋贔（u)+砂％（u,v) + v3b3(v), (1.1) 

五（U)＋研v岱 (u,v) + v3硲(v))

が成り立つ．ただし a>0, c1(0) ~ 0, c3(0) ~ 0である．

定理1.2.写像芽f:(R叉0)→ (R3,0)は座標 (u,v)と'P1(0,0)と四(0,0)が一次独
立であるような釘ヂ2が存在して

fu =匹1(u, v)＋四2, fv = -V切（u,v)+四2

が成り立つとする．このとき aER, a, b, c E 000(2, 1), s E Diff+(2), A E S0(3)が存
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在して

加，v)=（国—茫）／2+ a(u, v), auv + b(u, v), c(u, v)), (1.2) 

西 (0)= j2b(O) = j2c(O) = 0 

が成り立つ．ただし

a(u, v) =釘（研，茫）＋U四（研，茫） ＋叩（研，茫）＋uva店，茫），

b(u, v) = b1（砥茫）＋叫（研，茫） ＋叫（研，茫）＋uvb4国，茫），

c(U, V) = C1 (U汽茫）＋四（砥炉）＋VC3国，炉）＋UVC4国，炉）

とおくと，

(d山＋（d山＝0,
(u,v)=(t,-t) 

d2 -2v((d心＋（dか） ＝0, 
(u,v)=(t,-t) 

d3 + 2v((d叫＋（d3)v) = 0, 
(u,v)=(t,-t) 

（山）u+ (d止＝0 
(u,v)=(t,-t) 

をみたす．ただし， d= a, b,c. 
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Dt特異点は定理1.1の仮定をみたし， Di特異点は定理1.2の仮定をみたす．これら

は一意性をみたさないが 3-jetまでの標準形で一意性をみたすものが作れる．

定理1.3([2]).写像芽f:(R汽0)→(R汽0)はD；特異点とする．このとき，局所座標
(u,v)とAE S0(3), a> 0, b30, bo3, c30, co3 ER  c30 > 0, co3 > 0が存在して

Ao f (u,v)~{ 

となる．

（炉—茫， a（炉＋茫） ＋b30研＋bo3悦，C30研＋Co3悦）

(u2 -茫，auv+ b3ou3 -b。3研V-b30量＋b。足，
C30企— Co3研V -C30記＋Co3悦）

、
ヽ
・
j
、
1
,

十

一
（

（

 

この式の右辺をf(a,b30,bo3,c30,co3) と書くことにするとさらに次が成り立つ． D;特異

点f(a,b30,bo3,c30,co3),f(a',b;。,b如，c;。,c加）が定義域の座標変換と像域の S0(3)による変換
で 3-jetまでが一致するようにできるならば

(a,妬o,b。3,c30, co3) = (a', b如，b属，c;。,C佃）
となる．ここに現れた係数はすべて微分幾何的不変量であり，写像の性質を言い表すため

の言葉として用いることができる．
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2 Dt特異点の幾何学

ここでは定理1.3により分かる D：特異点の性質を述べる．

2.1 囚特異点

写像芽fを D；特異点とし，そのパラメーター表示を定理1.3のものとする．このと

きfの特異点集合は {uv= 0}であり，ガウス曲率 K は

K=上（疇3゚ ＋0(1))
UV ¥ 16a2 

となり，自己交差曲線i(t)は

i(t）＝ （い（口）1／3)t+0(2)
となる．ゆえに，自己交差のある領域はガウス曲率が常に負である．さらに {v= 0}上の

特異曲率応（u)（測地曲率に符号を適切につけたもの）は

応(u)= t (~+O(u))
となる．特異曲率の幾何学的意味［4,Theorem 1.1 7]から， b3ob。3の符号により特異点の
近辺での cuspidaledgeの曲がり方は図のようになることがわかる．

妬obo3> 0のとき 妬obo3< 0のとき

ベクトル U をfの単位法線ベクトルとする．原点を通る平面 u..lを接平面というま

た，所(v)= f(O, v），衿（u)= f(u,0)とおくとこれらは特異点集合のパラメーター表示で
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あり，うf'(O)(i = 1, 2)は一次独立であることがわかる．これらで生成される直線を特異曲

線の接線といい（図 3),曲面のある部分のこれらの二等分線を中心線という．中心線の法

平面で原点を通るものを法平面という中心線と v(O)で生成される平面を主平面という

（図 2). 次がわかる．

図2 接平面，法平面，主平面

． ． ． 

図3 中心線（点線）と特異曲線の接線（実線）

定理 2.1.写像芽f:(R汽0)→(R3,0)はDt特異点とする．直交行列 TE0(2)が存
在して 0E R3の集合芽としてTof(U) = f(U)をみたし， Tが恒等写像でないとき， T

は

(1)接平面に関する折り返し，

(2)主平面に関する折り返し，

(3)中心線に関する T 回転
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のどれかである．さらにfが定理1.3の形であり，解析的であれば，

(4)上記の（1)の必要十分条件はb(u,v) = b(-u, -v), c(u, v) = -c(-u, -v)である．

(5)上記の (2)の必要十分条件はb(u,v)= b(v,u), c(u,v) = c(v,u)である．

(6)上記の (3)の必要十分条件はb(u,v) = b(-v, -u), c(u, v) = -c(-v, -u)である．

2.2 仄特異点

写像芽fを Di特異点とし，そのパラメーター表示を定理1.3のものとする．このと

きfの特異点集合は原点のみであり，ガウス曲率 K と平均曲率 Hは

K=研］炉(-C304：竺＋0(1)),

H = ~(~(c3ou+ c03v) + 0(2)) 

であるまた，この式から特異点付近でガウス曲率は負の無限大に発散することがわかる．

さらに平均曲率が発散しないためには a=lである必要があることから， Weierstrass型

表現公式

k = Rel (i((̀22))hh) dz. 
で与えられた極小曲面 Kは9zhz-:/0のとき Di特異点をもつことが知られているが，こ

の極小曲面の定理1.3にあらわれる不変量 aの値は a=lであることがわかる．一方 k

の式の 2-jetを変形して直接 a=lを示すこともできる．特異点付近でガウス曲率が常に

負であることから， Di特異点付近には漸近線が存在する．単位法線ベクトルを uとし， U

から定まる第二某本形式の係数を

L = f uu • v, M = f uv • v, N = fvv • V 

とし，（0,2)対称テンソル

叫 s= Ld研＋2Mdudv + N dv2 

を考える．ベクトル場 XE.x(R汽0)が Was=0の解であるとは Was(X,X)= 0のとき
と定義し， Was=0が定める模様とはWas=0の解の積分曲線のこととする．次がわかる．

定理 2.2.写像芽fは Di特異点とする．このとき座標 (u,v)が存在して Wasは

J•1 (<I>*was) = -v du2 -2u dudv + v dv乞
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をみたす．

ここに現れた (0,2)テンソルに対して―vdu2 -2u dudv + v dv2 = 0が定める模様は

[1]によって与えられており，図 2.2のようになる．ここで， WasはX の方向に関するニ

図4 D4特異点付近の漸近線

次方程式となっており，その判別式が原点以外では正であるため，原点以外では一次独立

な2つの方向が Was=0の解となる．その 2つの方向を色分けして描いてある．

3 大域的な公式

M を向き付けられた閉曲面とする．

定義 3.1.写像f:M→氏が余向き付可能な波面であるとは

v:M→R八{O}

が存在して任意のpEM,XETpM に対して

如(X)• v(p) = 0 かつ （f,臼）：はめこみ
が成り立つときをいう．

波面とは局所的に単位法線ベクトルが特異点を越えて拡張可能なものをいう．余向き付

可能な波面とはその単位法線ベクトルが M 全体に拡張可能なものである．余向き付可能
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な波面f:M→がに対してpE M¥S(J)が＋の正則点であるとは VがM の向き付

けに対して正の方向であるときをいいーの正則点であるとは VがM の向き付けに対し

て負の方向であるときをいう． M士を土の正則点の集合とする．

定理 3.2.余向き付け可能波面f:M → R3は特異点として rank=1であり，高々

peakであるものと D;特異点のみを持つとする．このとき

2叙 (M)= JM KdA+2 hen K,sds 
＋ど（4乙Dt(Pi)-2司＋2迂(SD;;(J)) 

p,€S +(f) 
D4 

2deg (~) = x(M+)-x(M＿）＋霞（P+)-~(P_) 

+ ~((Di)+) -~((Di)-) 

が成り立つ．ここで， SD;(f)はfの D;特異点の集合，（Di)土は周囲が土の正則点で

あるような Di特異点を表す．また，今Jt(P)はDt特異点pに対して，特異曲線の接

線のなす角を表す．

これは D辻特異点がない場合の同様の公式 [3,4]にD仁特異点の寄与が加わった形

をしている．ここで rankdf= 1である特異点についての記号は応は特異曲率であり，

凡は土のpeakを表す．ただしpeakの定義を含めた詳細は [3,4]を参照されたい．
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