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1.序論

可逆なdynamicsから出発 して熱伝導や熱拡散などの非可逆性を導 くことは理論物理学

における重要な問題の一つである｡ 量子力学的な系においてはvanHovel)が示 したよう

に,相互作用 potentia1人Vが十分弱いとき,すなわち川≪1のとき1.2t- iが一定である
ような十分長い時間を考えることによりmaster方程式を出すことができた｡場の量子論

においてもこのvanHovelimitをとるならば非可逆性を導 く可能性があるかも知れない｡

熱拡散を例にとりこの問題を考えてみよう｡

初期条件 として時刻 と-一丁で系の温度を不均一にして放置する｡この条件を実現す

るためにはEzawaのthermofielddynamicsによる手法2)が便利である｡ 温度が不均一な

系のthermalstateで流れの期待値を計算 し,温度勾配により定まる方向に粒子が実際流

れるかどうか,またその流れは古典的な拡散方程式にしたがうかを調べる｡

拡散流が粒子密度 pのgradient,j- -D∇pで与えられるならば連続の方程式から拡

散方程式が得 られ,そのFourier表示はp(A)～S(A)/(k｡+l'Dk2)のように拡散型の極 k｡ニ
ーiDk2をもつ . この kについての特異性を調べるためには,十分長い時間を考えている

ので,運動量表示のlowmomentumにおける振舞を調べれば十分である｡ 粒子の流れの期

待値に対するlowmomentumtheoremとして非可逆性または拡散型の特異性が得られるか

どうかを考察するのが目的である｡

相互作用をしているbose粒子の系を考え,thermofielddynamicsに基 くEzawaの方法

を適用 して粒子 currentんの期待値 <ん> を計算する｡ このときWard-Takahashiの等式

を用いて <j,i(冒,i)>のFourier成分がk-0で特異点を持つことが示される｡ <jFL>に

対する近似解をBS方程式を解 くことにより求め kについての解析的な性質を調べ,粒子

の流れは非可逆的であることを示す｡しかし,実際に拡散型の特異点を出すためにはvan

Hovelimit以外に粒子間の相互作用に対 し更に条件をつける必要がある｡
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｢熱現象を扱う場の理論とその応用｣

2.Thermofielddynamics

ある時刻に系の温度を不均一にする｡β-1/kTをβ-β十βa(x)(Iβal≪1)と変化させ
たときthermofielddynamicsにおけるthermalstate卜β>がどのように変換されるかを調

べよう｡ Thermofielddynamicsによるとlβ>は

lp>-▲eiB[P]lo>㊥<oI

であらわされる｡ ここで 脚 はthermaldoublet(≡:)を用いて

Blp]-毒 力+(x･i)T24(x一言)o(i,β)d3fd3x,

o(E,β)-読 /o(ik,P)ei盲･盲d3k

と与えられる｡ ‖̀まBogoliubov変換における角度でBose粒子の系に村 しては

･+
sinh0(A,β)-(eβek-1)一与,

(2.1)

(2.2)

eh- k2/2m-p(mは粒子の質量,両 まchemicalpotential)となる｡ β-β̂-β+βa(x)とす

ると0(k,β)は苫 pa(x)だけ増加するのでthermalstateは

i

lp̂>-ei'BlβトJTPaDlo>⑭<ol

-LldsetBlP'r[βa]e-iBlB｡p,
に変換される｡ ここでr[βa]は

rlpa]-読 /4'(x･与)T24(x-i)g(i,P)βa(X)d3xdE

g(E,β)ニー湯 o(E,β)

である｡ 系の温度を不均一にした時刻 t--Tに粒子間の相互作用を入れると仮定 し,

相互作用表示を用いてん(冒,i)の期待値を計算する｡ U(i,-T)を次の方程式から定まる

unitary演算子とする :
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塩U(i,-T)-HIU(i,-T), U(-T,-T)-I･

ここでHIは相互作用 Hamiltonianである｡ 相互作用をt-Tで切ったときGell-Mann

Lowの仮定が成立つものとする｡ すなわち

Ep>-U(T,-T)Iβ>/<βIU(T,-T)lβ>

を用いることによりjJJの期待値 <jFL(冒,i)> はT-積で書くことができる｡

･ju(冒,i),-2Imllds<招 じ(T,-T)ん (i,i)eiBlB]S,[βa]e-iBlB'silp,C

ここで添字 Cは連結部分をとることを意味する｡ 以下高温の系を考えることとし次の相互

作用表示による表式を得る｡

<jLL(冒,i)>-2lm<βlTiU(T,-T)ju(冒,i)rlβa]ilp>｡ (2.3)

3.1nteracting巨oseSystem

質量 m のBose粒子がpotentialてノ(1･)により相互作用をしている系を考える｡ 系の

Hamiltonian H - Ho+HIば

Ho-/:拙)(一去△-p)Ql(-):d31,

Ht-喜/
粒子 currentは

:Q.f(LT)射(y)V(言一首)6(.T｡-y.)41(a)4.(I):d3.rd3g,

jo(冒,i)- :射(冒,i)4.(冒,i):

jl(;,i)-扇 ‥4.i(I)豊 一驚 41(I):
1

(3.1)

で与えられ,保存 currentである｡ Hamiltonianや currentなどの物理的な量はthermal

multipletの第一成分 ¢lだけで書かれていることを注意しておこう｡
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Vertex関数 ALLを次式により定義する

<βlTiU(T,-T)Qa(I)郎 (y)jJJ(Z)=β>

- /dudv△αo(.r-u)AZq(u一g,2-V)△卵(V-y) (3.2)

ここで △｡Uは一体Green関数 <βlTiU(T,-T)¢a(I)舶(y)ilβ>(α,cF 1,2)を表わす｡

(3.2)のvertex関数を用いて (2.3)の拡散流は次式で表わされる｡

･ん(I), -21-/d3zd3軌 (;)g(?)

･/dudvTrlT2△(Z-u一言)Ap(u-I,1--㍗)A(V一g一言)] (3･3)

ここでTraceはthermofielddynamicsの成分についてとる｡ (3.3)をFourier表示で表わ

すと,

･ん(I)> -12Imt志 /d4pd4kei虹 仰

･ g(i)Pa(i)T r lT2△ (p一 書 )̂ 〃(p,A)A (p･書 ) ] i

(3.4)

=≡コ
となる｡ ここでg(7),βa(k‖まそれぞれg(E,β)とβa(x)のFourier変換である｡ A,,(A,A)の

近似解を求める前に一般的な性質を調べておこう｡

4.Ward-Takahashiの等式と特異点

(3.1)のcurrentはthermaldoubletのうち ¢l成分 しか含まないので 鮎 との同時刻交換

関係は

[鮎(∫),j.(Z)]6t(.T｡-Z.)- aa164(.I-Z)如(.I)

[如(I),j.(2:)]8(x｡-Z｡)--aL｡164(I-Z)如(.I)

となる｡ Current保存則とこの交換関係からWardTakahashiの等式

去〟<細 U(T,-T)Qa(I)Qi(y)jJz)ilβ,
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- 3pl♂(9-Z)<βITIU(T,-T)Q｡(.r購 (y)ilβ>

-gala(I-Z)<βlTIU(T,-T)如(I)郎 (y)ilβ>

を得る｡ あるいはFourier表示であらわして

k〃A ㌘(A,A)- aa l(A-1(p- 喜 ) )p言 8pl(A-1(p･ i ) )β｡

が得られる｡ この関係式を各成分に対して書くと

k誹 (p,A)- (A -1(A-i))ll- (All(p･i ) )ll

k〃AL2(A,A)- -(A-1(p･i ))12

毎A Ll(A,A)- (A-1(A-i))2.

kLLAL2(p,A)-0

(4.1)

(4.2a)

(4.2b)

(4.2C)

(4.2d)

となる｡ A-0の極限をとると(4.2b,C)からAL2(p,A)とALl(p,k‖ま発散することが結論さ
れる｡ このk-0における特異点がどのようなものかを次のsectionでBS方程式を解くこ

とにより調べる｡

SelfenergyをZ(p)とすると

A-1(A)- (A.-wp)I,十E(A)

なのでWard-Takahashiの等式は次式の形に書くことができる｡

そ〟ASa(A,A)-(誓-A.)8016β1

･6α .(I (p- i ) ) B言 aBl(I (p･i ) )B｡
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｢熟現象を扱う場の理論とその応用｣

p◆k/2
:謬 -〉･〉-Y<鯵
p-k/2

Fig.1 Vertex関数 Aに対するBS方程式

･V…; ｢

5.Vertex関数に対するBS方程式

図 1に示したBS方程式の解を求めよう｡ 図1に対応するBS方程式は

Afa(p,A)-慧6α16β.+毒 sJd4ql(T3)β諭 +vBα(A-q)]
･△βα(q一書)̂ ûa(q,A)△qa(q･音)

となる｡ ここで

∽ 〃-0

pI P-i

(5.1)

V(盲)は粒子間のpotentialのFourier成分!Vβαは図 2に示 されたような補正された

potentialである｡

(5.1)のvertex関数に対しWard-Takahashiの条件(4.1)を適用すると∑｡βに対し次の

表式を得る｡

Epa(p)-一志 /d4qvBα(A-q)ABα(q)
(5.2)

(β,α)-(1,2) または (2,1)

α-β-1については(5･2)の条件 をお く必要 はな く,(4･2a)か らはE..(A-普)と

El.(p･喜)の差に対する条件
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V v v
三 一一一一一 十

Fig.2 補正されたPotential

lil

E ll(A-言上zll(p･音)-a / d4qVll(A - q,A)lAll(q･ 言 上 △ 1.(q一書)]

が 得 られ る｡ こ こで t?｡β-(T3)｡βV+ Vaβで あ る. また∑22に対 して はWard-

Takahashiの等式は何の条件も与えない｡

欝̂は2×2行列なのでPauli行列で展開して

AZP(A,A)-空(旦㌢ )
3

+∑B芸(A,A)(Ta)｡βαβ α-0

と表わされる｡ また2×2行列

KSp(A,q,A)-孟 vaB(A-q,A)(A(q一書)Ta△(q･i))｡β

を用いて

Mab(p,q,A)-喜Tr[Ta,Kb(A,q,A)]

とすると,B封二対して次の積分方程式が得られる｡

BZ(p,A)-

ここで

d4qMat(p,q,A)BZ(q,A)- F̂Z(p,A)

(α-0,1,2,3)

鞠 ,A)-去/d4qq-JMao(A,q,A)+ 鶴 (A,q,A)i
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｢熟現象を扱う場の理論とその応用｣

である｡

6.77-constの近似でのVertex関数
Vertex関数 A〟(A,A)のk=0附近での振舞を調べるために¢｡β-constの近似を行う

ことにする｡ この近似によりK㌘,Mat,F̂芸,B/Lはkのみの関数となるから(5.9)は代

数方程式に帰着する｡ すなわち

Mab(?,A)-喜/dqoTr[TaKb(q,A)]
FZ(F)- 喜/d3q葱 M a.(育,A)･Md(?,A)i

を用いて

[aab-/d3qMab(香,A)]BZ(A)- FZ(A) (6.1)

を得る｡

(4.1)と(4.3)より

ga瓜(A-言上681△p-i(p･i)-aa.881接 +(80.-3B.)Iβα

なる関係式が得られるが,この関係式と(5.2)より次の等式が成立つことに注意しておく｡

/d3qM a2(香,A)- 3a21去k〃F芸 (6･2)

この式で k-0の極限をとるとノーd3qMa2(育,0)-3a2となるので(6.1)の左辺の行列はk-0
の極限で行列式が0となりWardTakahashiの等式から期待されたようにBJ,はk-0で

特異点をもつことが分かる｡

一体Green関数△(p)をthermofielddynamicsにおけるスペクトル表示で表わしMab(?,A)
→

を計算する｡ 相互作用が弱く,kが小さい場合を考えているので,(6.1)において k.,k2,

℃の最低次のみをとってBS方程式(6.1)の解を求めると

B!(A)- 0
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B王(A)-

B…(A)-

また,

I.2(E+i6)Ijk｡

2[一言(打 ig)2k喜-iyE .2D糾 (Bi2)2]
iZ.2Iラ(-iE.2γ+15盲2)

[一言(Eh･8)2k3-irE.213i2･(13i2)2]

B言(A)-0

B3-喜[(V.･t73)a-it7.γ]

B;-

B岩-

E1213(E+描)届2

2[寸 行 i8)2紅 iyE.2Di2･(Di2)2]
-iE12(E+描)2k｡

4日(f+i6)2k.2-irZ1213盲2+(13膏2)2
BS-喜[(V｡+V3)a-iV3γ]

(6.3a)

(6.3b)

となる｡ここでB封こ現われるparameterは△(A)のスペク トル関数p(i,,盲2)と分布関数

d2(〟)-(eBレ- 1)~1,

α=

Fi-

1

(27T)3

1

(27T)3

C2(i/)-d2(〟)+1を用いて次式で与えられる.

/d3q/duldレ2

/d3q/dvldy2

C2(〟.)d2(リ2)-d2(レ1)C2(JJ2)
〃1- レ2

C(レl)d(リ2)-d(レl)C(V2)
LJl-LJ2

n｡(レ1,〃2,号2)

n｡(i/I,リ2,盲2)

･-品 /d3q/dvc2M (V)no(V,y,盲2)

6-品 /d3q/dvlc2(V)･d2(y)]C(y)d(V)no(V,〟,盲2)

n｡(vl,V2)-P(〟),首2)p(y2,盲2)

である｡ またβは

∫)-
6(27[)3m

C(J/1)d(i/I)+C(LJ2)d(y2)
JJl- リ2
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･lp(yl,盲2)毒 p(U2,盲2)-p(V2,i2)一毒 p(ul,i2)]

となる｡

(6.3)で与えられる解はk-0で特異点を持つが次の二つの点で拡散型でない｡一つは

12に比例する項が分母に現われること,もう一つはk芸の係数が複素数になることである.

拡散型の特異点を出すためには更に近似する必要がある｡

拡散流は(3.4)を用いて計算することができる｡ (6.3)の解を用いて

･jl(I),-器 /d3p/dip(V,声2)g(?)C(y)d(y)

･Im[/d4kei- Ii叩 a(盲)
a(B盲芝-i∑.2γ)kl

,=一=
(ぎーiE)2k三一4irE,2Dk2+(2D盲2)2

･jo(I)>-一品 /d3p/dup(y,F)g(?)C(y)d(V)

･Im[/d4kei- -ihoTβa(盲)
(aL iE)2k｡

], (6･4a)

(8-iE閥 -4け∑.2Dk2+(2D盲2)2
一､-→ ] (6･4b)

を得る｡

(6.4)の右辺の被積分関数はkjについて複素数の極をもち,k｡積分を複素積分に直し

実行するとt-∞で0となるような極だけが利くので非可逆性を出すことができる｡

(6.4)において右辺の分母で盲2に比例する項は Z .2が掛っており,これはV2に比例す

るので無視することができると仮定してみよう｡ もしl61≫刷 とすることができるなら
ば,

D-2I15l/3

とおくことにより

･jl(I)>ニーD去 [<jo(I),] (6.5)

を得る｡ (6.4,a,b)で表わされる<jJJ(.r)> は保存則をみたしているので拡散方程式を導

くことができ,Dは拡散係数と解釈される｡
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7.Discussion

Vertex関数の 1,2成分AL2(A,A)がk-0で特異点を持つことはWard-Takahashiの等
式を用いることにより一般的に示すことができるが,その特異点が拡散型の極となるため

にはpotentialに更に条件をつける必要がある｡ §6で求めたBS方程式の解について述べ

ると,補正されたpotentialV(q)が運動量の空間成分首によらないことが必要である｡ す

なわち粒子間の相互作用potentialv(I)の拡がりは温度のdeBroglie波長～巧乃有 に較べ

て小さくなければならない｡V(q)I V(0)と近似することによりALP(A,A)はpによらない
極を持つことが示され,(6.4)において k｡についての積分を複素積分にして実行するとt

--で0になる極だけが寄与するので くん(∫)>に対し非可逆性を導くことができる｡

Aii2(A,A)の特異点はしかし拡散型の極にはならない｡(6.4)の <jFj(∫)>に対する表式に

おいてVが十分小さいと仮定して,2に比例する ∑12を軽視するとくjLL(I)>のFourier表示

となり実数部分をもつので粒子の流れは時間的に振動する｡ 拡散方程式が導かれるために

は更にl針≪∂でなければならない｡これらの結果がBS方程式に対する近似や補正され

たpotentialV(q)の近似 V(q)= V(O)と関連があるかどうか調べることが今後の課題であ

る｡
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