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1 . 序

1949年にSaxon と 軌1七nerは､強 さの異なる2種類･CD6ポテ ンシャ

ル A ,Bが規則的に配列 している2原子Kroniー㌻Penneyのスペク トルを詞
･ヾ

の混った 2原子格子をとぉい一七 もやはり禁止 されることを示L,f=12 それ以来

の結果は ttSaxon-Hutnerの定理 抄とよばれてしばしば引用 きれてきたo

Lか しその問に､ もともと･Saxon と Hut.nerが証明した範囲をこえて､

Taヱユdon latticeの場合や 8ポテン シャ ノレ以外の場合に対 しても同 じ名前

で (証明のないまま)引用されるようにな り､その内容が次第にあいまいな

ものになって来ているように思われる｡最近筆者は random ユatticeのス

ペク トルを研究 している中に､考えている系の specializiationの程度に

応じて､いろいろな形の Saxorr-臥1tner 塾の定理がなりた-ち得ることに気

がついた｡それに伴っていわゆるSaxon-Hutnerの定理の内容を もつ と明

確にすること̀が必要にな り､またこれらの定哲の名称 をどうしたらよしこか､

という問題 も起って来て､これらについて目下苦吟 している次第である｡そ

こで もしお智恵を拝借出来れば と思い､中間報告をかねて簡単にそれらの内

容をかいてみることにした｡

ここではか りにそれ らを､内容の広い領に

伐saxon-Hutnerの一般定理 ",qsaxon-Hutnerの木定理ガ(major

theorem),及びqSaxon-Hutnerの小定理 "とよんそお ぐ.定理の立て方や

その内容､或は名称等について御意見をきかせていただければ事である｡
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掘 淳 -

2, Saxon-Hutnerの一般定理

さし当って話を1次元且つ 2行 2列の伝達行列によって記述出来 る場合に

i)'&るO 伝達行列は通常 uniInOdularであるが､例えばnonisotopicな

random latticeの振動をとり扱 う場 合にはuni了BC)dularでない行列が現

われ るのでー一般 に unimodularでない場合 も含めてあ く ｡

Rando功 Iatもiceは､ その上を一定の向き (ここでは右向きとしてお く)

に進む ときに､い くつかの種額 (有限個 でも可附番或は非可附番無限個で も

よい)の伝達行列が､多少 とも不幾月射こ次 々に現われて来 るような格子であ

る｡伝達行列の種崇 を添字(iは たは添字の適 (i,a)等で区別 L'､Q(i)等 とか

くことにしようo これ らの中の特定の･1つ､例えばQ(j)によって記述される

規則格 子を､考えているrandom latticeのj種のLb~tinstiもuenも(regu-

lar)laもticeとよぷことにする｡Q(j)が unim｡dular,即ち 画 )巨 1で

ある場合にはj種の consもituenも1atticeは物理的某在性 を もつが､

画 )匡 1のとき'･tはこれは固有振動数または固有エネルギー を一般に もた

ないvi右ua1な格子 となる.

Qtli)の固有ベク トルをQii),固有値を eii)とする. Q(i)は振動数 Wまたはエ

ネルギー宜をパラメーター として含むか ら､勿論 Qii),Oil)等 もその函数で
ある｡ 8ii)が実で相異なる ときには､絶対値の大 きい万に-とい う添字 を与

えることにするO 穂 )以 外 の 任意 の ベ ク トル 再 こQli)をくり返 して作用 させ

ると､次第に¢Li)8こ近づいてい くことは明 らかであるodi)･が複素行列のと

きには これは

Q(i)=

*

カ

国

~八._

..._章､
A諾 ∋ (2･i)

とい う形をしている｡この とき固有ベク トル ¢ii)の成分 の 比 Qii)1/Qii)2 の

絶対値は lであるか ら､ Qii)1-exp(iSii)/2),Qli2)-eXp(-iSii)/2)-

Qlil)米 と か いてよ い0 8iiV 記 を ¢空 の 耽phaseガ とよ･S o 一般のベク トル中

の pha se6/2 を

6≡-i-og(¢1/申1#) (2.2)

で定義す ると､¢-吏)･の と きSはSii){･こ一致するo Q(i)が実行列のときには
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懲々の SaxoT1-fiu七ner型 定理

これは 勘 l)の形 を もたず, 憾 'p-ii2'空 盛 賢いO この ときにはphase

6≡ b ～l(士iog(芋¢l/申2)} (2.3)

で定萎す る. 符 号は 6/Rの値域が (-7E/2,n/2)たなるよう に とる と 都合
がよい｡

何れの場合に も､ Qli)以外の勝手なベク トル,,=Q(Dを ミグ返してかけた と

き ､ その pha.seは ¢用 の ph ase 8(i)/Zに近づ き､ しか もその近づ き方は

-7j=側か らであることが示 される｡

Randon latticeでは､次 々といろん なQ(i)が randoTnに operate さ

れて行 くわけであるが､ もーし与 えられた振動数またはエネルギ-に対 して､

Gil)ヵけ べ ての iに対 して実で射 ､且つ集 合 (nil))及び 〈oii))の張 る空 間が

互 に重な り合わないな らば､上述のことか ら､ベ ク トル の phase は最後 に

は 〈SLi)tの張 る区間の中 に trapさITLて しまって､.もはやその外に出 られ

な くなるo 従って与え られた振動数 または エネルギーにおいて､-チベク トル

密度は 0にならなければならないo eti)が芙 であるとい う条件はこれ も上述

の ことか らー与えられた振動数 またはエネルギーが i種の cc,IISもituent

Iatticeのスペク トルの ga,の中にあることを意味す る｡ IQ(i転 1のと

きには i種の cdnsもitueTltIattice は実はスペク トルは もたないが､こ

の とき.に もe(i)が実でない領域 をband,実 であ る領域 をスペク トルの gapと

呼ぶ ことにす る｡か くしてー

Saxon-Hutnerの一般定理 : 2行 2列の

実数伝達行列 または (2.i)の形の複素伝達行列に よって記述 される系におい

て､(A)与えられた振動数またはエネルギーが､すべ ての consもituent

regular laもtice に対 してスペク トルの g年pの中にあ り､且つ(B姥 の振

動数 またはエネルギーに対 して (Sii))と〈SLi))の張 る区間が互 に重な り合わな

いならば､ rand｡‡丑 Iatticeにお いて もそこTq)スペク トル密度は 0.でああ

が得 られ る｡
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3 . Saxon一円utnerの大定理 と,.刃､定理

saxon一指u血 erの一般定理は 2行 2･.列 の実数行列または (a.i)の形の復素

行列によって記述されるすべての系 に対 してな りたつが､行列の形によっては

粂碩B)が条碩A匝 必然的な結果 として出て くる場合がある｡例 えばいくつかの

異なる原子か らなるnon-isotopicな了andom ユatticeの振動は､

J:(jLlg(i,U23 (3･1)

の形の伝達行列によって記述 される2.)但 し夢は原子の質量 とその右側の力の常

数 との比､hは左側の力の常数 と右側の力の常数 とJ)比で､ と も隼隣接す る原

子の種類 によってその値 が幾通 りにか変化す るので､ それを添字(i)及び(j)で区

別 した｡ この場合には条件岡は条件因か ら出 てくることが示 される｡ .即ちこ

のような系 に対 しては｡

Saxon一指utnerの大定理 : 二 与えられた振動数またはエネルギーが､系

のすべ ての consもituenも1atticeに対 してスペク トルの gapの車にあれば

その振動数またはエネルギーにおいてスペク トルの密度は 0である｡

この大定理は､ constiもuenもユatticeの中に virもualな ものが含まれ

ていて も､上述のようにvirtualな格子が スペク トルの gapを伝達行列の固

有値が実 である区間 として定義 しさえすればな りたつ｡これに対 して､

cdnsもituent､Iattice としてreaユ な(即ち iQti)巨 lであるような)もの

のみを考えた｡

Saxon一円utnerの小定理 : 与えられた振動数またはエネルギーが､系

のすべ ての re牢 な C｡nstituenも Iaもtice に対 してスペク トルの gapの

車にあ れば､ その振動数またはエネルギーにおいて､ スペク トルの密虎はO

である ｡

が考え られる.すべ ての constituentlatticeが realな らば､大定理

と小定理は同 じものになるが､ virtual な constiもuent Iatticeがあ
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種 々の Saxoa-fiutner型定理

る場 合にはー一般 に小定理 はなりたたない o

ls｡七｡picな rand｡m laもticeの場 合には, htj厄 すべ て 1､従 ってす

べ ての伝達行列が unimOd･ular であるために､小定理がな りたつ ｡ この事

実 は 2原子格子に対 してはよ く知 られてい るが､多原 子の場 合に もな り長っ

のである｡

ポテンシャルの強 さ Jilと そ の 間 の 間 隔 Jj)とが ともにra雨 ｡皿 に変移す

るKronig-Penney モ デ JL,(generalized disorderedKronig-

penney model)の電子エネルギー状態は

Q(i,j)=

ノ

t一くtヽI･∫_-__＼11､

iV用
2L=

iV(i)

一芸 Lexp(iC(j)k) (i-芸 三 iexpeie(j

'e_I,tie (3,汰) 砦 ex,･'-iP{j,A)

_1.･l iV(itJ _(_

とい う伝達行列i.tよって記述 され るo kは波数であ るO この場合に も一般定

理 における条件(a)は因 か ら導かれ るこ とが示 され るOすべ ての(i,31)に対

LJて fQ(i,j)巨 lであるか らこの場合に もSaxon輔 .ltnerの小定理がな り

たつの である｡

とくに Ⅴ(i)が一定の場 含､即ちいわゆ るttliquidmetal" の場合には､
条件(A)は Borland3)が前に導 いた gap-persistenceの条件 とまさに一致

す るO 即ち Borlandの結果は実は Saxon一昔utner の小定塵の特別 な場合

にはかならなか ったのであるoe(j)が一定の場合には､ 明 らかに小定理は も

ともとの Saxon-Hutnerの定理の random lattice及 び多 原子の場合へ

の拡張 になって くるG なおdisord.ere(まIatticeの 振 動数 スペク トjL,に

対す るMatsudaの定理が､やは りこの小定理の特別 な場合になっている と

い う事実は興味があるO4)5)

4,. qSaxon-Hutnerの定理 がな りたた ない場 合'hについて

もともとの SaxonJluもnerの定理はーその適用範囲 を拡張すれば､上の

ttsaxon-Hutnerの小定理 "になると考えてよいであろ うO ところが実 は

ここに も少 し間題があるのであ る. 例えばKerner6)は箱型 ポテンシャ ルの

場 合には Saxon-Tiutnerの定理がな りたrLない ことを示 したが､乙j)こ と
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掘淳一
は一見､間にポテンシャJt/がDの区 間 が は っ き り きまっていさえすれば､任意
のポテンシャルの列が適当な8ポテ ン シ ャ ノレ の 列 にひき直される,という
Borland2)の結論と矛眉する｡･なぜな ら 上 述 の ように､∂ポテンシャルの列に
対してはSaxon一指utnerの小定理 が な り た つ からO
この矛眉は次のよLうに説明される0 第 1 回 の 左側に示された2種の境Bti格子
A,Bを∂ポテンシャルの列に抄き直 す と ､ そ れぞれ右側のA',B'のようにな
ったとしよう｡∂ポテンシャルの高 さ は 同 じ に なったものとする｡これらのポ
テンシャルを混ぜてrandon･lattice を 作 る
∴ー_∴_‥∴∴__: t･

A

-,/iLfノ＼ ,-孔ノ㌔

ing!璽⊆璽璽璽∴… =__
a b a b a ら a b

A/

-喜妻
… ｣ ㌦ 十

第 1園

｣｣
c a c a_ c a c a

B′

と､それに対応する8ポテンシャルの列は第 2図の ようになるであろ うo ポテ

ンシャルの間隔はb+a,b十C,d十a,d十 C の 4滴 りを生ずるO

⊥ l…J⊥｣,｣｣
a b a b c a a b c acaab

:.Il,I:<固

従ってconsもituent Iattice としてこれら4=奄類の間隔を もつ規則路子を

考 えれば saxon-HIltnerの小定理がなりたつことに なる｡ しかしconsti～

七uentIattice としてはじめのA,Bを考えるとSaxon-Hutnerの定理は

必ずしもな りたたないのである｡

従って､上 の tt小 定埋 " と､ Kernerが な りたた ない といったSaxon-Ruもner

の定理 とや は り等価ではない｡ 一般に､我 々の定理にをいては, 1つ 1つの伝
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種々の Saxon一円utneT型定理

連行列のえらび方､即ちconsもituenも 1attice のえらび方にかなり大 巾

な自由度があるO これは一面では利点であって､例えばMatsuda の定礎 を

saxc)n一円utner の小定理の時別の場合 と考えることが出来 るのはこの自由

さのおかげである. しか し他方ではこの自由さのために､物理的には上記の･

ような渥乱が生ずることになるのであるOこの点を如何に調節 したらよいで

あろ うか｡

i) D.S. Saxon 良 R･A･ qutner,P凸ilipsRes･ Rep.生, A.･_:工'･-チ
(1949)81.

2) I.Hori良T･Asahi,Prog･ Theo-T･ Phys･i三, (195r7)5PJ3･

3) A.E.Borユand,Proc.Pays.Soc.ヱ堅, (1961)926.

4) H. Matsuda.,Frog. TheoI･.Pays,in press.

5) J. Hori,Prog. Theor,Phys, ill-PrFJt･SS.

6) E.H.Kernel,Phys.Rev. 95, (1954)68?.
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