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正則な I3ogoliubov変換について

信州大学理学部・佐々木格
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1 研究の背景と経緯

場の 2次の相互作用を持つ一般的な量子場のハミルトニアンの対角化の結果 I11]を

紹介する。通常，量子力学においてハミルトニアンの対角化とは，それをユニタリ作

用素によって掛け算作用素に変換することであるが，ここでは，量子場のハミルトニ

アンの対角化とは第二量子化作用素と定数の和にユニタリ変換することと定義する。

つまり，量子場のハミルトニアン Hが，あるユニタリ変換 Uによって

ぴHU=d几(S)+E (1) 

と第二量子化作用素と定数の和になるとき， HはUによって対角化されるという。こ

こで Sは掛け算作用素でなくもよく，また，そのスペクトルが知られていなくてもよ

い。一旦，（1）が示されれば，量子場の模型のスペクトル解析は一粒子ハミルトニアン

Sの解析に帰着される。また， S>Oならば， Hの基底状態はフォック真空0を用い

て一意に unと表わされ， Eは基底状態エネルギーとなる。

一般に生成・消滅作用素の 2次であるような量子場のハミルトニアンは Bogolinl)（）V

変換によって対角化できると考えられており吋，そのような l3ogoliubov変換は，

Arail2,:3．i]によって調和振動子と Bosc場の結合系や双極近似の Panli-Fierz模
型の模型の解析に用いられてきた。単純な場の 2次のハミルトニアン dI'b(T)+ 
（入／2沖s(g戸は PailTh€( ）Iv として Klein-l\1(:Conni （・kl91 によって（物理的に）研究

されており， H叩 !0yand Thirri11gの教科書でも解説されている。このモデルの数学

的な解析は Aゞ al1ara-F1 rn akmva l川によって行われた。これらの数学的な論文では，

ヨ文献l7Jに様々なことが書かれているが，多くの定理について，その証明は不十分であり，そこにあ
る結果を信用して用いるのは危険である。
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DogoliuboY変換は散乱理論を用いて構成され，その方法はもっとも単純な［6|の場合

でもかなり複雑である。また，変換構成のために作用素Tに対してどうしても絶対連

続性が必要になってしまう。

恥 goliul)（）v変換に関する最近の数学的研究には Nam-Napi()rkow吠ia-Solovpi|1ll|

やDいlcヽii1、Ki|8］がある。そこでは一般的な 2次のハミルトニアンがUogoli11boY変換
によって対角化されるための条件が研究されているが，対角化後のハミルトニアンの

陽な形は与えられていないため，その先の解析（例えばスペクトル解析）に進むのは

困難であるように思われる。

我々の論文11叶では，少しハミルトニアンの形を制限するものの，応用上十分に広
いクラスの 2次のハミルトニアンが対角化される。そして対角化後のハミルトニアン

の形も具休的に与えられる。

なお，この講演の内容と解説は松澤泰道氏（信州大学），宇佐美京介氏（信州大学）と

の共同研究に基づく。

2 モデルの定義と主定理

量子場の数学的基礎はフォック空間とその上の作用素論である。定義や記号は教科

書Il I. I.j Iに従う。
可分な複素ヒルベルト空間尻ク上のフォック空間クし（洸ク）上に作用するハミルトニ

アン

1 
00 

H=d几(T)+ ~ L入謹s(gn)2
n=l 

(2) 

を考える。ここで， Tは1粒子ハミルトニアンを表す洸ク上の自己共役作用素である。

釦€洸 (n= 1, 2，・・・）は結合関数と呼ばれるもので，対相互作用模型においては，こ

れは固定された核子の分布に関係する量である。心€股は結合定数である。第二量

子化作用素 d几(T)と場の作用素屯s(f)は生成・消滅作用素 A*(f),A(f)を用いて，

適当な桐密な部分空間上で

叩 (T)＝LA*(Tej)A(ej),

J 

1 
<.I>s(f) = ~(A(f) + A*(f)) 
⑫ 

と表すことができる。ここに｛町｝1c dom(T)は洸クの CONSである。この意味に

おいて，ハミルトニアン Hは生成・消滅作用素について 2次である。

ハミルトニアンを定める T，心，gnに対して，次の条件を定める：
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(131) T > 0。つまり Tは非負で単射な自己共役作用素である。

(B2) 心€艮． 9n E dom(T112) n dom(T-112), n = l, 2, ・ ・ ・ 

(BJ)L~=l IAnlllT-l/29nll2 < OO 

(Bl)I:~=1|心 |||Tlf2g平< CX) 

(B;'"i)ある e>0があって，次の作用素の等式が成り立つ：

00 

l+L入nlT―1／加〉〈T―1/2釧：：：：： c 
n=l 

(B6)次を満たす光ク上の共役子 Jが存在する：

JTJ=T, Jgn=9n, nEN. 

注意．（B5)は囚がある程度小さければ成り立つ。したがって入 E股は負であること

も可能である。

まず， Hの自己共役性は次によって保証される。

定理 1．仮定 (B1)（B6)のもとで， H はdom(d几(T)）上で自己共役かつ d几(T)の

任意の芯上で本質的に自己共役であるx20

凸（）（）f.証明は11叶を参照。 ロ

注意．（B6）によって <I>s(gn)は位鷹座標を表すと解釈できる。このことは自己共役性

を証明する上でも活用される。 (TI6)を仮定しない場合， H で下に有界でないものを作

ることができ，このとき， Hは自己共役にならない。この非自己共役となる例は6節

で与える。

主定理を述べる前に次に DogoliuboY変換の一般論を紹介する。一般に Jを洸クJ::

の共役子とし，有界作用素X,YEB（洸ク）で関係式

X*X -Y*Y = I, X* JY J -Y* J X J = 0 (3) 

を満たすものを考え，

B(f) := A(f) + A*(JY f), fE虎 (I) 

.-＇i domは定義域を意味する。
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とおくと，｛B(f),B*(f)｝も正準交換関係を満たす。逆に B(f)から A(f)を作るた

めの条件は

である。そこで

XX* -JYY* J = I, -XY* + JYX* J = 0 

6p := { (X, Y) E 6p I (X, Y)は(3),(,))を満たす。｝

e朽：＝ ｛（X,Y) E 6p I YはHilbert-Schmidt}

と定義する。 (X,Y) E 6p2であるとき，夙瓜洸）上のユニタリ作用素 Uで

UB(J)U* = A(!), fE洸

(5) 

(6) 

を満たすものが存在することが知られている＊：｝。この Uを（正則）l｝ogolillbov変換と

しヽう。

一般論はここまでにして， Hの対角化の話に戻る。 (Bl)(B6)を仮定する。

00 

炉：＝ T2+L入nITl／加〉〈Tl/2gnl
n=l 

とおく。 (B5)から dom(Tり上で

oo 

炉＝ T（1＋こ入nlT―1/2幻〈T―1/29n| T 2デ＞ 0 (7) ） 
n=l 

となるので，炉は単射かつ非負な自己共役作用素である。そこで

00 1/2 

S :＝（T2十苫nlT1／加〉〈T112Ynl) (8) 

とおき，作用素 X,Yを

1 X:=~(~+~), 1 Y:=~(~-~) (9) 
によって定義すると， X,Yは有界作用素であり，（X,Y) E 6p2であることが示さ

れる。

次が主定理である。

噂 shahの定理として知られている。作用素論的証明はl12Jにある。
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定理 2.（B1) （B6)を仮定する。 Uを(6)となる DogoliuboY変換とするとき

UHU* = d几(S)+E  

となる。ここに，韮底状態エネルギー Eは

で与えられる。

1 
E = itr(S-T) 
2 

定理 2の証明の流れを以下の章で解説する。

3 Bogoliubov変換による対角化の一般論

(10) 

一般的なハミルトニアンが Bogoliubov変換によって対角化されるための条件を整

理する。ハミルトニアン H がB(）goliul)（）v変換 Uによって対角化されるための条件

を調べたいのだが，鍵となることは，対角化によって』心(T)とA(J)との関係は， H

とB(J)に変わるということである。つまり B(J)が消滅作用素に見える但界ではH

が第二呈子化作用素にみえなければならない。

そこで， B(J),B*(J)から場の作用素

1 
¢(!) := ~(B(J) + B*(J)) 
《

を作る。 (:1)によって B(J),B*(J)はCCRを満たすので，¢（f)も＼＼＇l‘yl型交換関係

を満たす：

eゆ(f)eゆ(h)= e―ilm〈f,h〉/2eゆ(f+h).

実線型写像F：洸ク→洸を

F(f) := Xf + JYJ, fE洸

を定義すると ¢(f)＝転(Ff)となる。また，条件 (:3).（り）によって Fは全単射とな

リ，｛eゆ(f)If E洸｝は既約となる。
さらに，場の作用素と第二量子化作用素は eitdrb(T)屯s(J)e―itd丘(T)＝<))s(eitTJ) 

の関係にあることから， H が Uによって対角化されるのなら (d几(T)'<I冷(J))→

(H,cp(J))とした関係式も成り立つべきであり，実際，次が成り立つ。
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定理 3.Hを§b(洸ク）上の自己共役作用素， Sを尻ク上の自己共役作用素とする。洸ワ

の桐密な部分空間クが存在し，

eitHの(f)e―itH=の（eitSf), t E良fE~ (11) 

が成り立つとする。このとき，定数EE股が存在し UHU*= d几(S)+Eとなる。

(2)で定義される H を対角化しようと思うとき， eitHの具体系がわからないので，

上の定理：3の条件 (11)を直接確認するのは難しい。その条件を導く為の十分条件を与

えるのが次の命題である。

命題 4.Hをク爪洸ク）上の自己共役作用素， S>Oを洸ク上の単射な非負自己共役作

用素とする。以下の条件 (i)(v)を仮定する。

(i) 桐密な部分空間 ~1C 洸クが存在してクfin(~1) C dom(H). 

(ii,、idom(H) c dom(d几(S)l/2).

(iii) 桐密な部分空間~ c dom(S) が存在して eitS~ C ~(t E股）であり，

F(f), F(Sf) E dom(S-112) (f E ~)が成り立つ。

(iv)すべてのfE ~に対して

icS 
!既 ||s— 112F ((~ -iS) f) II= 0. 

(Y)すべての fE§ とW，<f>E dom(H)に対して

〈屯 [H,B(f)]ww〉＝一〈<l>,B(Sf)屯〉，

〈屯 [H,B*(f)]ww〉=〈屯B*(Sf)w〉.

ただし，〈也 [A,B]w<f>〉：＝〈Aw,B<l>〉一〈Bw,A<l>〉である。

このとき，

eitH ¢(J)e―itH = cp(eitS J), tE恥 fE ~ 

が成り立つ。

Proo]，証明は 11叶を参照。そこでの証明は，フォック空間と量子場（下）1叶の補題

12-0を参考にして行った。 □ 

4 Bogoliubov変換の構成

ここでは一般的な自己共役作用素 S,Tから (X,Y)E 6恥を構成する。
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この節ではS,Tは次を満たす一般的な作用素とする：

(A 1) S, Tは洸に作用する単射かつ非負な自己共役作用素である。

(A2)定数C1心＞〇があって， CfS2こT2三c3S2.
＊ 

(＼：り (ST-1)（ST-1)-1はトレース型作用素である。
（い）洸上の共役子 Jが存在して sJ=JSとTJ=JTが成り立つ。

この節の主結果は次である：

定理 5.(Al) (Al)を仮定する。このとき，（9)で定義される作用素X,Yは(X,Y) E 

6P2を満たす。

以下，定理りの証明の（概要を）解説する。

まず (9)で定義される X,Yが有界作用素であることを確認する必要がある。非負

の自己共役作用素A,Bに対して，それらの大小を次のように定義する：

AさB -¢=⇒ dom(B) c dom(A)かつ〈f,Af〉さ〈f,Bf〉(fE dom(B)) 

AさB ⇔ dom(B1l2) C dom(A112) カヽつ IIA112 !II さ||B112 JII (f E dom(B1l2)) 

このとき， A::;B⇒AさBであり， Bが単射なら B-lさA-lもしたがう。この事

実と lIけ］口の不等式から次の補題が導かれる。

補題 6.(Al). (A2)を仮定する。このときpE[-1,1]¥{0}に対して

(1) dom(8り＝ dom(Tり，
(2〕dom(8PT→)＝dom(T-P)かつ 8PT-Pは有界で 8PT-P= (T-P隈）＊．

上の補題でp=士1/2とすれば (9)で定義される X,Yは有界作用素となることが

わかる。また， p=lを考えれば (A3)の作用素が有界であることもわかる。

次の補題の証明は難しくない。

補題 7. (i¥ 1)心 (A2)を仮定する。 T-1/2sl/2 と T1/2s-1/2は dom(8112)n 
dom(8-1/2)を不変にする。

上の補題から次が導かれる。

補題 8.(A 1). (A2)を仮定する。このとき， X,Yを(9)で定義される有界作用素とす

ると

1 
X* ＝ 2(Sl/2T-1/2 + S-1/2T1/2)， Y* ＝ ；（sl/2T-1/2 -S-1/2正），（12)
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であり， X,Y,X*,Y*はdom(S112)n dom(S112)を不変にする。さらに，これらは関

係式

X*X -Y*Y = 1, 

XX* -YY* = 1, 

X*Y-Y*X =0, 

-XY* + YX* = 0. 
）
、
）
，

3

4

 

1

1

 

,
_
~
＼
,
'
ー
，

を満たす。さらに('¥1)を仮定すると，（X,Y)E 6pとなる。

Proof.主張の前半については，前の補題の結果である。 (13)．（11)は，桐密な部分空間

dom(S112) n dom(s-1/2)上で閉包をなくして計算して確かめられる。最後に，（A1) 

を仮定すればT土1/2,8土1/2はJと可換になるので，（1．． 1`)．（l l)はそれぞれ (3)と(3)

と同値になり (X,Y) E向が得られる。 ロ

作用素 Y が Hill) （ ‘lt-S(•lmlhlt になるための必要条件が (A3) である。上の補題と次

の補題から定理，うが導かれる。

補題 9.(Al) (A:3)を仮定する。このとき YはHillwrt-Schn1idtである。

Fl‘(）（）f. Y*Yがトレース型であることを示せばよい。 dom(S112)n dom(s-1/2)上で

Y*Y = S112(T―1 -s —1)31/2 + s —1/2(T-S)s-1/2 (13) 

と計算し，各項がトレース型であることを示す。 (A3)の作用素はdom(r-1)ndom(T) 

上で

(ST-1)＊(ST-1)-1 = T-1炉r-1-1 = T―l(S2 -TりT―1 (16) 

となることに注意する。 (15)の第 1項を変形するために， T-1に対する積分表示

2 00 
T―t = ~ 1= (T2 + t2)―1dt (17) 

を用いる。すると

2 r00 
31/2(T―1 -s —1)S1/2 = ; l s —1/2{ (T2 + t2) ―1_ （炉＋ tい｝s—1l2dt (LS) 

と表わされる。ここでレゾルベント公式を用いることで (16)の作用素を作ることがで

き，これがトレース型であることを用いて (13)の第 1項目もトレース型であることが

示される。第 2項についてもほぼ同様である。 口
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5 定理 2の証明（対角化部分）

主定理の証明を行う。 (B1)(TI6)を仮定する。証明の手順を要約すると次のとおり

である。

(Stcpfi (8)によって定義される Sに対して (Al)(A4)が成り立つことを確認する。

•このとき，定理 5 によリ (D) で定義される X,Y は (X,Y) E 6p2を満た

す。したがって， Dogoliul)ぃ変換の一般論より，（6)を満たすようなユニ

タリ変換が存在する。

(Si(＇l)か次に命題1の仮定 (i)・ (¥')をすべて確認する。

•すると命題 4 の帰結 (11) が得られる。これにより，定理 3 から H が U に

よって対角化される。

(St叩 1)を示す。 T,S> Oなので (.¥1)が成り立つ。 (A2)は次の補題で示される。

補題 10.c > 0を(B5)のものとし， C1= (1十冗n|心|||T-1/2伽旧）ーl/2,C2 = c―1/2 

とするとき， crS2 S T2 s c~デが成り立つ。すなわち (A2) がなりたつ。

Prmf．右の不等式は (7)の直接の結果である。 vE dom(Tりに対して

〈v,S%〉＝〈v,T%〉十二入n〈v,T1／加〉〈Tlf2gn,V〉
00 

=〈v,T%〉＋LI入nlllT―112gnll211Tvll2
n=l 

=cげ〈v,T%〉

となるので，左側の不等式も成り立つ。

次に (A3)を示す。 dom(T)n dom(r-1)上で
00 

(ST-1「(ST-1)-1 =T―1s牙—1 -1 = T―1と入nITl／加〉〈Tl/2gnlT―1 
n=l 

00 

＝区入nlT―1／加〉〈T―1/2釧
n=l 

となる。 (D3)よりこれはトレース型作用素である。したがって (A:3)が成り立つ。

口

最後に (B6)より TJ= JT, S勺＝ J炉なので SJ=JSも成り立つ。よって

(Al)がしたがう。以上より，（Stnp1)が示された。
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以下，（Sに位）を示す。まず

免：＝ dom(T)

とすれば，免は桐密であり，

dom(H) = dom(d几(T))::J完fin（免）

なので，（i)が成り立つ。 (ii)が成り立つことは

dom(H) = dom(drb(T)) = dom(drb(S)) c <lorn（直b(S)l/2)

からすぐにわかる。次に (iii)を示す。

!!J = dom(Sりndom(S―1/2)

とおくと明らかに !!Jcdom(S)であり，クは eitSで不変である。また， fE !!Jと

するとき F(J)= Xf + JYJであり X,Yはdom(S112)n dom(s-1/2)を不変にす
る（補題 8のでF(J),F(SJ) E dom(S-112)である。よって (iii)が成り立つ。 (iY)も

s-1/2xsl/2,s-1/2YS1/2が有界であることに注意し，強微分の定義にしたがって計

算すれば，簡単に示せる。

最後に (Y)を示す。これを示すためには定義域に関してより詳細な取り扱いが必要

である。そこで次の補題を用意する：

補題 11.(Bl) (D6)を仮定する。このとき， Xdom(T) c dom(T)かつ Ydom(T)c 

dom(T)であり， dom(T)上で

1 
TX=XS--W。(X-Y), 

2 
1 

TY= -Y8 + iWo(X -Y) 
2 

が成り立つ。ここで w。:＝区~=1 入nlg砂〈幻は有界作用素である。

Pmof.形式的な計算で上の関係式を満たすのは難しくない。定義域の関係式を示すの

が手間である。証明は［11]の l4ぃmma,]うを参照。

(v)の証明を行う。 fE ~, 1¥ E §fin(dom(Tり）とするとき，補題 11より

B(J)w, B*(J)1¥ E §fin(dom(T)) c dom(H) 

が成り立つ。これに注意して

〈屯 [H,B(J)]w〉=〈屯—B(SJ)w〉, 並<l>E名fin(dorn(Tり）

ロ

(19) 
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を示す。まずfffin(dom(Tり）上で

[d几(T),B(f)] = [d且(T),A(Xf)+ A*(JYJ)] = A(-TXJ) + A*(T JYJ) 

が成り立つ。補題 11の関係式を使うと

1 
A(-TXJ) = -A(XSJ) + ~A(W0(X -Y)f), 

2 
1 

A*(T JYJ) = A*(TY Jf) = -A*(YSJJ) + ~A*(Wi。 (X -Y)Jf) 
2 

となるのでfffin(dom(Tり）上で

1 1 
圃訊T),B(f)] = -B(Sf) + ~A(Wi。(X-Y)f) ＋ -A* （W。 (X -Y)f) 

2 2 

となる。一方で，相互作用項との交換子はfffin(dom(Tり）上で

00 

1 うとい恥(gn)2,B(f)] 
n=l 
00 
1 

=~L→s(9n戸， A(Xf) +A*(JYJ)] 
n=l 

＝亨シ(-〈Xf,gげ s(gn)+〈9n,JYJ〉処(g砂）
n=l 
00 

1 
=-~Lい(X -Y)f,g砂(A(gn)+ A*(g砂）
n=l 
1 
= -½ (A(Wo(X -Y)f) + A*(Wi。(X-Y)Jf)) 

と計算される。したがって，（19)が成立する。同様にして

〈<I>,[H, B*(f)]w〉=〈<I>,B* (S f)w〉''¥,<I> E ff fin (dom(Tり）

を示すことができる。 fffin(dom(Tり）がH とB(f),B*(f)の芯であることに注意し

て極限操作を行えば，（V)が示される。以上から (St(、p2)が示された。

6 (B6)を仮定しない場合の自己共役性について

定理 (I)でHの自己共役性を与えたが，（B6)を仮定しない場合， Hが下に有界で

なくなり，したがって dom(d几(T)）上では自己共役でないような場合が存在する。

そのことについては，論文 [11]では述べておらず，この事実を紹介するのは本解説が

はじめてである。
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(B1) （l応） t:3.けカヽら

1 
H=d几(T)+ ~ L入謹s(9n)2

n 

の自己共役性が示せるかという問題を考える。

これは実際には不可能である。もし自己共役性が示されるのであれば，パラメー

ター aE [O, 1]に対して入n→ a心と置き換えて H→Haとした場合， Haも自己
共役である。 H。=d几(T)は下に有界な自己共役作用素であるから，閉グラフ定理か
らH も下に有界でなければならない。したがって，（B1)(m)の条件のもとで， H

が下に有界でないような入n,9nが存在すれば，そのような心，gnに対しては H は

dom(d几(T)）上で自己共役ではないということになる。

eを虎の単位ベクトルとし，

4 
T = l, 91 = e, 92 = iie, 93 =釘＝...=0, ふ＝ 1= —入2

とおぐ」。このとき，

16 
1+入119り〈g叶＋入2192〉〈g叶＝ 1+ le〉〈e|-- |e〉〈el， 

= (1 -le〉〈el)+(2 -~ 
16 ， ) le〉〈el

1 2 
> - -|e><el)+~ le〉〈el＝竺-25 
(1 9 I I ¥ I 9 

よって， E= 2/9として (B5)が成リ立つ。

1 1 
H=d几(1)＋ー<I>s(e)2-呻s((4/3)ie)2

2 2 

が下に非有界であることを示す。

1 
H=dl可b(l-le〉〈el)+d]―'b(le〉〈el)+~<I>s(e)2 -~ 

16 

2 18 
如s(ie)2 

虎：＝ Ce とおき，虎＝尻J_ ①洸と分解し同型対応ク~b（洸ク）＝ク~b （光こ）®ク訊災")

を考えると

H~d几(1)⑳1+ lR(d几（1)+長s(e)2-悶恥(ie)り

.-4 4/3に深い意味はない (1,《う）の間であれば何でもよい。
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恥 (e)= x,如（ie)= pとおくと

1 16 1 l®(d几(1) ＋—処（e)2 ＿→s(ie戸） ＝ l®(~(p2+ 炉 -1) + ~エ2_ 雙的
2 18 2 2 18 

1 7 
= 1®~(-~p2 + 2x2 -1) 
2'18 

明らかにこれは下に非有界である。したがって Hも下に非有界。

7 最後に

基底状態エネルギーの表式 E= (1/2)tr(S -T)は2019年度の Ril¥ISの講演の際

には得られておらず，その後で示された。この公式の証明と応用例については「量子

場の数理とその周辺2020」で発表したので，そちらの講究録で解説することにしたい。

議論に付き合ってくれた信州大学の大学院生だった所附竜太君，仲本圭佑君に感謝

します。彼らの修士論文には Dogoliubov変換に関する基本事項がまとめられていま

す。*"

この研究は .JSPS科研費 l6kl76l2, 2(lk03628の助成を受けたものです。
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