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確率論的統計力学モデルの臨界現象と1aceexpansion*

原 隆 (名大多元数理,hara①matb.nagoya-u.ac.jp)

概 要

統計力学的確率論モデル (self-avoidingwalk,percolation,latticetreesandanimals)の臨
界現象と,その解析手段としてのIa･ceexpansionについてのreviewを行う.
(お断り)例年になく講演者の体調が悪く,講演自体も予定の2/3くらいしかできませんでし
た.その後も体調不良が続き,この報告も不本意なものとならざるを得ませんでした.このよ

うな事情のため,基本的な事実を羅列するにとどめ,詳細は他の文献を参照して頂くことにな

ります･講演の祷材,特にレース展開と平均場的な臨界現象の詳細については参考文献の[1,2]
をご覧下さい.

1 臨界現象の概要

確率論的統計力学モデルの臨界現象をまず,概観 しよう.大筋としては古典強磁性スピン系の

示す臨界現象に類似のものであるが,モデル毎に異なった臨界次元が示唆されるなど,モデルに

固有の面白い側面が見られる.

1.1 格子のお約束

この講演では,d一次元正方格子 :Zd- ((LTl,tT2,･･･,Xd)lxj∈Za)･上のモデルを考える･格子の
元x∈Zdは サイ ト,サイ トのペアを ボンドというが,特に以下の2通 りのボンドを考える :

･nearest-neighbour(n･n.)model:b-(.T,y)with匝-yl-1･
･spread-outmodel二b-(.T,y)with0<lL77-yl≦LforsomeL>ll

ボンドの集合を 0で表すことにする1.

1.2 Self-AvoidingWalk(SAW)

n-stepのSelf-AvoidingWalk(SAW)とは

･順序づけられた n+1個のサイ トの集合 LJ-(LJ(0),LJ(1),...,LJ(n･))で,

･隣 り合った点がボン ドになっており :(LJ(i),LJ(i+1))∈0(0≦j<n),
･ 自分自身と交わ らない (self-avoidingconstraint)LJ(i)≠LJ(j)fori≠j

ものである (基本文献は [2])･Walkのステップ数は LLJlで表す･最後の条件が重要であり,これ

がなければ普通のランダムウオークである.

'基研研究会 ｢確率モデルの統計力学｣ 2003年12月17日

1この2通りのモデルを考える理由は以下の通り:我 の々解析手段 (laceexpansion)が非力なため,spread-outmodel
は完全に解析できるがn.n.modelは解析できない場合が往々にして起こる.臨界現象に関しての ｢常識｣に従えば,
両者は同じuniversalityclassに属すると思われるので,spread-outmodelに関する厳密な結果から.n.n.modelに
関する同様な結果の傍証を得ようと言うのである.もちろん,この両者が同じuniversalit･yclaSSに属すること自身
は証明されておらず,T 上の理屈はあくまで補助的なものであることは忘れてはならない
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｢確率モデルの統計力学｣

見たい量. 我々が興味を持つのは,以下に代表されるような量である :

･.Tからyへ,rZ･ステップで行くSAW の数 :cn(x ,y)≡#(LJ:.T- y,lLJl-n,SAW)･

･原点から出発する7-′ステップsAW の数 :cn≡#(LJ:0-･,回 -n,SAW)-∑ C,1(0,:r)
.℃

.平均二乗距離 (meansquaredisplacement‥r7.ステップsAW の端点同士が平均してどのく

らい離れているか):en≡(lw(n)t2)Y2･ここで(-･)nは原点から出発するすべてのnステッ
プsAW 全体についての期待値を表す (各SAWには同じ重みを与えて).

また,これらの母関数に相当する量として,以下も考える (これらはo≦p<pc≡1hLで定義さ
れる,〃は以下で定義):

･tTからyへの2点関数 ‥Gp(･T,y)≡∑ cn(LT,y)pn- ∑p回
TI LLl:tTーy

･帯磁率 (命名はスピン系との対応に由来)‥xp…∑ cnpn- ∑ plwl-∑Gp(0,tT)
n>_0 LJ:0-● ･T

r2,

･tAL芯logGp(0,n･el)
･相関距離 :Ep ≡ 二へ1桓 (elは1軸方向の単位ベクトル)

connectiveConstant. ･m+nステップのSAWをnステップのところで切ると11′ステップの

sAW とmステップのSAW になるが, r7,ステップのSAW とmステップのSAW をつないでも

m+ nステップのSAW になるとは限らない (互いに交わるかもしれない).従ってcn+m ≦ C,1 cm

が成り立ち,このlogをとると,subadditiveな数列の一般論からlimnー∞(cn)1/a-/Lなる定数〃

が存在することがわかる (このIlをcorTm,eCitveco･n,sta･ntという).

臨界現象に関する予想. 統計力学的における古典スピンモデルなどと同じく,これらの量の臨

界現象については以下のような予想があった.

･臨界指数 7,I/,,T7,..-が存在して

cn ～A〃nn,↑~1, (en)2-Dn2V, (rl/∞)

xp;a,(pc-p)-T, Ep ,3(pc-P)~U, (p/Pc)

Gpc(0,x)可.77｢(d12+り) (回/∞)

＼)
.
～ー
～1

1

2

3

･-1

1

1

.L

L

L

｡臨界指数は universalである (モデルの詳細によらない :今の場合ならn.n.modelでも

spread-outmodelでも同じ).～,A,Dは,もちろんuniversalではない･

･臨界指数は(2-･T7)I/-7のようなスケーリング則 を満たす.

｡上方臨界次元d｡があり,d｡より高次元では臨界指数は ｢簡単な値｣(平均場の値)になる.

･臨界指数の予想値は,例えば7なら,4次元以上で1,3次元で1.162,2次元で器･

以上の ｢予想｣ はどのくらい厳密に証明されているのかについては以下の定理がある2.まず,

高次元では ｢平均場の｣臨界指数が見られることについて :

定理 1.1([3,4,5,6,7])

･5次元以上のn.n.SAW とspread-outSAW では,7-1,I/-1/2である･

.十分に高次元の n.n.SAW,または4次元よりも上のspread-outSAW (ただしLは次元に

応じて大きくとる)においては,71-0である.

22次元の系についての最近の進歩は著しいものがあり,講演者の手に負えるものではない.そのため,この講演で
は,2次元の系に関する結果は一切言及しない.｢以下の結果｣という場合も,これ以外に2次元の結果は色々あるはず
だ,とご理解頂きたい
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次に,SAW のスケーリング極限については以下がある.

定理 1.2([8,5])5次元以上のn.n.SAW とspread-outSAWのスケーリング極限はブラウン運動

である (詳しくは以下参照)

上のスケーリング極限 (連続極限)を正確に言うと以下のようになる.まずn,歩のSAWLJをと

り,SAW の各点LJ(i)をnll/2に縮めた ものを折れ線でつないでXn(i)を作る

xn(孟)-去 u(i), (i-0,1,2,･･･,n′); それ以外の0<t<1は折れ線でつなぐ･

R叫直の連続関数 (supnorm)の全体をCdl0,1】で表す.すると,Cdl0,1】上の有界関数fに対して,

悪 くf(Xn))a-/fdW
が成り立つ.ここでdW はCd【0,1]上のWienermeasureである (ただし,拡散係数はD).つま
り,このように作ったXnの全体は,ブラウン運動に法則収束する.
なお,SAWの上方臨界次元は4=2+2と予想 ･解釈される (2節参照).

1･3 LatticeTreesandLatticeAnimals(IJTLA)

Latticetree(Ⅰ∬)とlatticeanimal(LA)は,SAW とpercolationの中間にあるようなモデルで

ある.Latticeanimalとは単に連結したボンドの集合を指す.また,latticetreeとは閉じたルー

プのないlatticeanimal(つまり,treeの構造を持ったもの)を指す.

我々が見たいものは

'a,"in:れ個 のボンドからなるLAとLTの数 (ただし,原点を含む)

･e,I:radiusof9y,ration(回転半径 ;SAW のenに相当)

などである.SAW の時と同様に,subadditivityから(tn)1/n一 入となるような人が存在するこ

とがわかる.更にSAWの時と同様に,

tn ～A′lnn･-1lT, (en)2-D′r2-2V (n/∞) (1･4)

などが期待される.実際,以下が証明されている.

定理 1.3([91)十分高次元の n.n.LT,および8次元より上のspread-outLT (ただしLは次元

に応じて大きくとる)においては, 7-1/2,U-1/4である.

スケーリング極限については,SAW の場合はn-1/2であったが,LTは 71.-1/4でスケールする.

定理 1･4([10])大きさnのLTをn11/4でスケールすると,その分布は仙egratedSuper-Frown,lan
助cursion(ISE)と呼ばれるものに収束する.

上方臨界次元の予想はd｡ -8-4+4である (2節参照).
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｢確率モデルの統計力学｣

1.4 Percolation

今までのモデルはいわゆる ｢高温相｣ しか持たなかった.Percolatiollは ｢低温相｣を持つ点で,

古典スピン系などとの類似性が高い.Percolationは以下のように定義される (基本文献は叫 )･

まず,格子の各ボンドに,確率変数nbを (0<p<1はパラメーター)

･b- (:
(確率pで) - Occupiedと言う

(確率 1-pで)- vaca･ntと言う

となるように置く.ただし,nbは互いに独立 にとる.

更に,各ボンドのnbの状態が決まったところで,2つのサイトLT,yについて,.17とyがoccupied

bondsでつながれているとき,xとyは連結されている (con,nected)といい,∬------HJと書く･ま

た,サイトtTについて,C(I)(co･rmectedclusterof.T)を,.Tに連結されているサイトの全体と

して定義する.以上の定義の下に,nbの分布について平均した量として,以下を定義する :

･2点関数 :7b(.T,y)≡IPl.T- y]
･帯磁率 :xp≡∑Tp(tT,y)-(lC(0)I)p･これは原点でのクラスターサイズの期待値でもある

y

(lClは集合C内のサイトの数).

･相関距離 :Er≡-1imJl.･.･一()○
n

logTp(0,rZ･el)
(elは1軸方向の単位ベクトル)

･Percolationde･n,City:Op…PllC(0)I-∞]･

このモデルでは以下が証明されている (lll]参照):d>1で,臨界確率 <pc<1が存在して,

･p<pcは ｢高温相｣ である【Tp(x,y)≦Ce~mltT~yl;xp,Epく∞,Op-0】; ｢高温展開｣ の手
法により証明.

･p>pcは ｢低温相｣である tOp>0,xp-∞];バイエルスの議論により証明･
･p/pcで,xp,Epは発散する･

以上を模式的に表すと以下のようになる.pcでの0の連続性は一般の次元では証明されていない.

//一一一一一一一√

問題はp記Pc近辺での臨界現象であるが,以下が予想されていた.

x 識(pc-P)~7, EPS(pc-P)~レ,

opRj(p-Pc)β

Tpc(0,.T)可x｢(a-2+り)

IP=C(0)l-n]FW ニト 1/6

この点,厳密な結果は以下のようになっている.

(lC(0)I2)p
(lC(0)E)p

ー349-
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定理 1.5(【12,13,14】)十分高次元の n.n.percolationと,6次元より上の spread-Outpercola-

tionでは,7-1,i,-1/2,β-1,･T1-0,6-△-2である.

いくつかの補足

･低温相の帯磁率の臨界指数7′に関する厳密な結果はない一一我々の低温相の理解はまだまだ

不十分である.

｡スケーリング極限はLTと同じように,77,-1/JでスケールするとISEになると思われるが,

技術的困難から不完全な結果しかない【15ト

.上方臨界次元の予想はdc-6-4+2である (2節参照).ただし,dc≧6は以下のような

ハーバースケーリング不等式から導かれるので,d｡ -6が証明されたと言っても良いだろう.

･ハ-/ト スケーリング不等式とは,dl/≧2△-Tのような臨界指数間の不等式である[16].

ここに平均場の値 (l/-1/2,△-2,7-1)を代入するとd≧6がでてくる.

1.5 0rientedPercolationandContactProcesses

これらのモデルも重要であるが,時間と紙数の制約から詳細は省く.臨界次元は4+1である

と思われている.また,4+1次元より上のspread-outorientedpercolationについては,スケー
リング極限が Super-BrownianMotionであることが,Hofstadと Sladeにより証明されている.

Conta･ctprocessについては,HofstadとSaka.iによる証明が進行中である.

2 一息入れて :Bubble,Triangle,Square
異なるモデルでなぜdcが異なるのか,その理由の一端をかいつまんで説明する.考えているモ

デルの臨界点での2点関数をG(x,y)で表すと,以下の定理が成立する3.

定理 2.1それぞれのモデルが ｢平均場的｣な臨界指数今の値を示す十分条件は以下の通りである.

(SAW) ∑ G(0,LT)G(a,0)<∞ -⇒ 7-1･.ど
(percolation) ∑ G(0,x)a(x,y)G(y,0)<- -⇒ 7-1･

X)y
(LTLA) ∑G(0,x)G(x,y)G(y,I)a(I,0)<- -⇒ 7-壬･

LT)y)I

2点関数を実線で表すと,上の諸量 (和の中身)は下図のようになるので,定理の条件はそれぞ

れ,bubblecondition,trianglecondition,squareconditionと呼ばれる.

od'roV'Yロ
さて,上の定理から,臨界次元の見当をつけることができる.いま,臨界次元よりほんの少しだ

け高い次元にいるとすると,2点関数は G(.T)可 .T l2~d と振る舞っているであろう.これを上の

bubble,triangle,squarediagramsに代入すると,4,6,8次元より上では有限になることがわかる.

3この定理はスピン系の臨界現象の解析での同様の研究に端を発しており.Leobowitz,Sokal,Aizenman,Fr6hlich,
Newmanなどたくさんの人の成果の結晶であるため,少数の文献を挙げることが難しい
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(このところの計算には,G(.T);YI.Tl2-dのフーリエ変換がG(k)～～lk｢2と期待されることを,

Il-N.可dddke(k)nに代入するのがわかりやすい･)これは何の証明にもなっていないが,我々の期
待する臨界現象があると思う限り,臨界次元の見当を与えてくれるものである.

SAW のbubbleconditionの"導出= ここでSAW について,上のbllbbleconditionの証明の一
部を紹介する.出発点は帯磁率の微分である.ともかく無心に微分すると:

∂

p毎 ,i,P-P孟 写 山妄 xp困-∑.r
∑ p困ILJILJ:0→.r

Rj∑∑ p恒 [y∈LJ]-∑ ∑plullplu2lIlLJlnLJ2-(0)1-
x,yLJ･0-A: 2,y山1:0-→x

LJ2:0→y

(2.1)

となる･右辺の叶-】は-･の条件が満たされていれば1,そうでないと0のindicatorである･ここで右
辺のindicatorを1で押さえれば (この種の議論はLebowitzが1975年に行ったものが最初であろう)

∂

p布 Xp≦ ∑ 押 pE-2i-(xp)2LJl.0-●
LJ2:0-●●

が得られる･,yp㌶(pc-p)Ll を仮定すると,上から直ちに7≧1が得られる･逆向きの不等式は

pi,yp-(,I,p)2-uu21P=...p,-lip.-2LIlwlnW2相 ･- ∨ - ∀

≧(,yp)2I∑ G(0,2)2(,I,p)2-(/yp)2[ト ∑G(0,2)2]
之≠0 2:≠0

(2.2)

となる･この不等式は,臨界点で ∑ zt｡G(0,2)2<1であるならば･7-1である,ことを主張するもので
ある.Aizenmanらはこのような理論を更に深化させて定理2.1を得た. 口

上の証明を振り返ってみると,bubbleconditionは,2つの長いSAWが互いを避ける確率がゼ

ロでないための条件として出てきた事がわかる.高次元ではSAWは (通常のブラウン運動と同じ

く)2次元的なものと解釈できるから,2つのウオークが交わらないためには2+2-4次元の空

間が最低でも必要である.これがSAWの臨界次元が4であることの一つの解釈である.

同様の議論はⅠJLAやpercolationに対しても行うことができる.LTLAの場合は2つのLTや

LAが互いをよける条件としてsquareconditionが出てくる.この場合,LTやLAが4次元の物

体であると思えば,臨界次元は4+4=8になる.

percolationの場合はもう少し話が複雑である.Percolationの確率モデルとしての定義から,

triangleconditionは一つのpercolationclusterが,もう一つのクラスターの背骨 (backbone)を

よける条件として現れる.クラスターは4次元の物体であるが,背骨はランダムウオークと同じ

く,2次元であり,臨界次元は2+4-6となる.

3 Laceexpansion

厳密な結果,定理 1.1-1,5のすべてのがレース展開と呼ばれる手法で得られている.レース展開

の特徴を粗っぼくまとめると以下の通り.

●レース展開は,モデルの2点関数に対する (ある種の)self-consistentな方程式を与える.
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｡ n.次の項の数は,高々cnぐらいである (C≧1は定数).これなら,収束する展開が得られ
る可能性がある 日

特に第2の点はレース展開の大きな特徴なので強調しておきたい.大抵の展開ではn次の項の数

が77..Tくらいになってしまい,収束級数を得るのは全く不可能であるが,レース展開にはこの困難

が存在しない4.

以下では主にSAllrに話を限り,レース展開の手法を少し説明する.

SAW のレース展開の導出. sAW に対するレース展開の導出をかいつまんで説明しよう.出発点は0

から･Tへの2点関数Gp(0,･7;)である･L7:≠0の場合を考え,0から47;へのSAW を,その第一歩で切る:

avold

Gp(0,･T)- ∑p回 - ∑ p ∑plu'lIl(0,y)○〕′はSAW]-写喜二二二ミJ (3･1)U･'0- I y:(0,y)∈o u′:y-I

ここで,もともとSAW であったLJを(0,y)｡LJ'と分けたので,全体でSAW であるための条件をつけた.
さて.これからinclusion-exclusionを行う.つまり.

Il(0,y)｡LJ'はsAW】-Il0¢LJ′1-1-Ilo∈LJ′】

であるので,これを(3.1)へ代入する･結果は

Gp(0,.T)- ∑ p∑p招 く1-Il0∈U'1)
y:(0,y)∈O J ′:y一一･T

≡-oTI -

(3.2)

∑ pGp(y,tT)- ∑ p ∑pIJIIl0∈LJ′1
y:(0,y)∈O y:(0,y)∈O u′:yー X

(3.3)

となるが,ここでLJ′をLLJ′が最初に0に来た時点でLL'1とLJ2に分ける:

∑plw'IIl0∈W′】- ∑ plullplu2lIlwl｡W2はSAW]- ∑LJ′:y･-X LJL:y-0 ul:y-0
LJ2:0-→x u2:0-･x

.i_ーaVOid
(3･4)

ややこしくなるので明記しなかったが,上の和では,LJlは終点以外ではOに来ていない (LJ2にはそのような制

限はない)･ここでまたもや,inclusion-exclusionを行う:IlLJIOLJ2はSAW]-1-IlLJl｡LJ2はSAW ではない]･
結果として,

∑plw′1Il0∈LJ′]-Gp(y,0)Gp(0,I)- ∑plullplu21IlLJIOLJ2iまSAW ではない] (3･5)LJ′:y-I Ul:y-0
山2:0-x

を得る.ところで,wlOLJ2がSAW でないということは,LJlとLJ2がo以外の点で交わっていることだ.そ
こで,LJ2がLL'1と,(LLJ2の向きで見て初めて)交わったところを.L～とし,ZでLJ2を更に2つに分ける:

∑pJullpE-121IlLJl｡LJ2はSAW ではない】LJl:y-0LJ2:0･-∫
-∑ ∑ ph lplu211plu22lzlulnLJ21-(0,I) かつ LJ21｡LJ22は SAW]
LUl:yーOu21:0-→=
(J22:ZーX(一一一pvold
-∑O210γ

(3･6)

4後で少し説明するように.レース展開の各項にはある種の制限がついている.この制限を取り払うように更に展開
を続けると,Schwinger-Dさ,son方程式から得られる展開になり,項の数はn!になる
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ややこしくなるので,図では互いによける条件の一部しか描いていない.ここでまたもやIlLJ210LJ22はSAW】-

1-IlLJ21｡LJ22はSAW ではない]の形でinclusion-exclusionを行うと,

-∑ ∑ 1,lullpl山211plu'221IlLJlnLJ21- (0,I)]G p ( I,tT･)2･ LL)1,y-0
u21:0- 2:

-∑ ∑ plullplU211pl山2再[wlnLJ21-(0,I) かつ W21｡LJ22はSAW ではない]
2:LJl:y-0LJ21:0-z
U22:2･ーtT

022 O21

0 γ 0 γ

(3.7)

となる.以下これをくり返して行くことで,SAW に対するレース展開が得られる.結果を書くと,

Gp(0,･T･)-60,3+p∑Il(0,y)∈0]Gp(y,･t･)+∑ np(0,y)Gp(y,･T)･ (3･8)y y

ここで,

np(0,.T,- 1 '80,x･｡♂ズ ー.iei,I.座 ♂ xW (3･9)

である.図の実線はそのように進むSAW についての和を表す.実際には図のSAW についての和には複雑

な制限が付いているが (例 :(3.7)のwlnLJ21-(0,I)),これらはすべて各項を小さくする方向に働くの
で,ここでは省略した.

(補足)

･(3.7)のinclusion-exclusionではLJ22への制限は,LJ21からのみ来ており,LJlは関係なかった･この
ように,切り離す部分への制限を必要最小限に抑えることが,出てくるダイアグラムの種類を押さ

え,ひいては項の数を制限することにつながる.

｡レース展開のグラフからもdc-4が以下のように示唆される5.レース展開を用いた解析が有効で
あるためには,∑x回2n(0,I)が有限であることが必要である･そこで,Gp(L7:)可可2~dを仮定して
(3.9)の各項 (に回2をかけたもの)のふるまいを見てみると,第2項以降はすべて,4次元より上
でのみ有限であることがわかる (例 :第2項は∑x回2(回2-a)3-∑x回8-3dであり,回の大きい
ところの寄与はd>4でないと収束しない).

sAW のレース展開の解析. SAW に対するレース展開の解析法をかいつまんで述べる.出発点

は(3.8)で,両辺のフーリエ変換をとってGp(k)について解くと,

Gp(k)-1+p岡D(k)Gp(k)+IIp(k)Gp(k)つまり Gp(k)
1-plOLD(k)- IIp(k)

(3･10)

が得られる･ここでか ま以下の坤 )≡BTIl(0,tT)∈0】のフーリエ変換で,10日まOから出てい
るボンドの数･np(x)の各項は (制限を取り払うことで)Gp(x)の積や和で押さえることができる

ので,これはGpに対する,広い意味での self-consistentequationと考えることができる･
次に (3.10)を解くのであるが,もちろん,exactに解くことはできない.しかし,今は臨界点

でGp(.T)が simplerandom walkの2点関数と同じように振る舞うことを示したいのであるから,
exactに解けなくても可能性はある.実際,具体的な計算により以下が確かめられる.

5以下の議論は,レース展開が有効であるための必要条件によるものであるから,臨界次元に対する数学的な条件に
は全くなっていない.しかし,経顔上,レース展開はかなり効率の良い展開であるので,展開が破綻することには (早
なる技法の破綻以上の)本質的な理由があると思いたいのである
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･まず Gp(tT)≦4S(.T)であると仮定せよ･ここでS(tT)は臨界点における単純ランダムウオー
クの2点関数である.

･すると,(S(.T)の1/d一展開などからわかるように)d≫1である限り,Ilは非常に小さい.

･しかし, 白が十分に小さいならば,(3.10)は Gp(.T)≦3S(.17)を意味する.

すなわち,高次元においては,Gp(.,r)記S(.T)は(3･10)のself-consistentな解である事がわかる･

これだけではGp(.T);3S(.T)が可能な解の一つであると言ったに過ぎないが,上でGp(.T)≦4S(.T)

がGp(.T)≦3S(.T)に化けたようなことを用いて努力することにより,実際にGp(.T)≦3S(.T)以外

の可能性がないことも証明できる (枚数が尽きてしまった.詳細は【1,2】などを参照されたい).

LTLA,percolationのレース展開 LTLAや percolationに対するレース展開も同様に導け,そ

れぞれのIIp(0,x)の本質は以下のようになる (記述を簡単にするため,少し不正確な表式を敢え

て書いた.ulLAの展開にはもっと多くのグラフが出てくる.詳細は【1,2]などを参照):

･sAW, 一宮8.,.1･･♂'t'-凪 ･iSi71t'-･･･0 oi0
'percolation' ｡♂-t'-0(D‥.O rI.O t･--

(LTLA, -.△x･｡皿 x-.皿 ,t･･-
モデルによって出てくるグラフが異なることが見て取れる.また,∑.T回2IIp(0,.T)の収束性を
(SAW と同様に)考えると,dc-6,8が示唆される.

4 まとめ

確率論的統計力学モデルの臨界現象についての reviewを行った.ここ十数年の主な発展は以下

のような特徴を持っている.

｡確率論的統計力学モデルの ｢高次元かつ高温側の臨界現象｣はかなり解明された.

｡特に最近,その連続極限が同定されつつある ことは大きな進歩である.

●解析にはレース展開の手法が非常に有効であった.レース展開は,それが収束する場面では,

我々が欲しい情報をほとんどすべて与えてくれるので,強力である.ただし,展開が収束し

なければどうしようもない (この意味で allornothing).

しかし,未解決問題も多く残されている.

｡ ｢低温側｣ の臨界現象は,厳密なレベルでは全然ダメである.

｡臨界次元以下も歯が立たない.臨界次元直上 (対数補正があると期待される)ですら,満足

のいく結果はない.この意味ではスピン系よりも劣っている.(ただし,2次元は conformal

invarianceの観点から大いに進歩している.ダメなのは3次元以上,臨界次元以下である.)

.以上の未解決問題に立ち向かうにはレース展開の本質的な発展,またはくりこみ群などとの

併用,といった何らかの breakthroughが必要と原は考える.
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