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概 要

まず､ブラックホールが引き起こす最も興味ある現象の1つであるHawking
輯射について､特に事象の地平線 (horizon)の役割に注目しながら解説しま
す｡次に､時空を流体､horizonを流速と音速が等しくなるSonicpointに対
応させることで､Hawking輯肘と同じ現象がSonicpointをもつ流れで起こ
り得ることを示し､さらにLavalnozzuleによる具体例を紹介します｡最後

に､本来､量子論的現象であったHawking編肘に対応する古典的現象と観測
量について議論 します｡

目次

1 Introduction

2 Schwarzschild時空での Hawking塙射

2.1 Minkowski時空での真空 .

2.2 Schwarzschild時空 ..

2.3 Bogolubov変換とHawking編射 .

3 流体での BlackHoleとHawking編射

3.1 音波の伝搬とsonichorizon.

3.2 LavalNozzle.

3.3 Hawking塙肘の古典的対応物 .

4 まとめと議論

*sakagami@phys.h.kyoto-u.ac.jp
fohashi@phys.h.kyoto-u.ac.jp

*)本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡

- 328-

9

1

1

3

2

3

3

3

3

3

3

3

346

350

352

357



流体でのHawking梅射

A AppendixA:一般相対論の基礎

A.1計量 .
A.2 テンソル .

A.3共変微分 .

A.4 ラプラス演算子 .

B AppendixB:場の量子化

B.1調和振動子と生成 ･消滅演算子 .
B.2 スカラー場 :無限自由度の調和振動子

B.3Normalmodeと真空 .

C AppendixC:ペンローズ図

882345566633333

Lf5
5

7

8

1

6

6

6

6

7

3

3

3

3

3

1Introduction
ブラックホールとは､
遠方にいる観測者にいかなる信号も送ることができない

時空領域です
｡
このような時空は
､
無限遠方の観測者と因果関係のないブラック

ホール領域と無限遠方と因果関係のある外部領域に分けられます｡
この2つの領

域の境界は事象の地平線(horizon)とよばれます｡
ブラックホールの外部に物体を

おいて自由落下させると
､
その物体はブラックホールに向かって落ちて行き､
や

がてhorizonを通過してブラックホール領域に達します｡
しかし後で説明するよう

にhorizonがnullであるため､
その内側から光を含めていかなるものも外部領域

に出てくることは許されません
｡
ところが
､
この"何も放出しない"という古典的なブラックホール措像は量子

論を考えることによって大きく変わってしまいます｡
ブラックホールが形成され

る前後での真空の変化に起因する粒子生成のため
､
ブラックホールはPlanck分

布に従う塙肘を放出し蒸発するという驚くべき結果がHawkingにより示されまし

た[1]｡
この編肘は彼にちなんでHawking編肘と呼ばれ､
ブラックホールの引き起

こす最も興味深い現象の1つと認識されています｡Hawking
幅肘が存在すること
､
さらにそれがPlanck分布という熱的な性質をもつことにhorizonが本質的に重要

な役割を果たします
｡
それは2章で解説するようにhorizon近傍での波(光また

は質量のないスカラー場)の伝搬を調べることで明らかになります｡
具体的には
､
horizonの効果はhorizon近傍での引き延ばしということばに集約されます｡
そ

の結果として平面波にlog的なふるまいが生じ､
その解析性から温度が決定される

ことが示されます
｡
このようなhorizonの役割に注目して

時空流体
光
⇔
音波
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という対応を考えてみましょう｡ 観測者がいる上流から下流に向かって流れが加速

され､ある場所で流速が音速を超えたとします｡このSonicpointの下流側で出さ

れた音波は流れを遡ることができないので観測者に到達できません｡従って流速

が音速を超える点は音波に対する(sonic)horizonの役割を果たしていて､ブラッ

クホールでのHawking塙射をシミュレー トできるを考えられます｡本解説では3

章でLavalNozzleを用いてsonichorizonのある流れの具体例をつくります｡さら

に音波､正確には速度ポテンシャルの摂動がブラックホール時空でのスカラー場

の方程式と等価な波動方程式をみたし､量子化によって Hawking編肘に対応する

Planck分布に従う粒子生成を引き起こすことを示します｡

しかしながら､この粒子生成はsonichorizonに起因する真空の変化で引き起こ

される量子場の理論特有の現象です｡そのため､流体全体にわたって量子コヒー

レンスが保たれていなければなりません｡この点が実際に流体を用いて Hawking

輯肘を観測する実験を行うときの大きな障害です｡そこで本解説では最後にsonic

horizon近傍から､流れに逆らって伝搬してくる古典的な波を上流で観測した場

合､量子論での粒子数の役割を古典的な波のPowerSpectrum が果たし､それ

が Planck分布に従うことを示します｡

本解説では､まず第2章で､ブラックホール時空でのHawking幅射について説

明します｡この現象を理解するためには､曲がった時空を記述するための一般相対

論と真空や粒子生成という概念を取り扱うための量子場の理論について理解してい

ることが不可欠です｡そこでこれらの理論に馴染みのない読者のためにAppndix

を用意し､Hawking編肘を理解するために最低限必要な一般相対論と量子場の理

論の内容を解説してあります｡随時必要に応 じて Appendixを参照しながら解説

を致しますが､これらの理論についてご存 じでない読者の方は先にAppendixを
読まれることを勧めます｡

また､第3章ではまず光 (または質量のないスカラー場)と音波を対応させま

す｡これは光速度 Cを音速 cgに置き換えることに相当します｡次に行うHawking

塙肘の古典的対応物の議論はh→ 0という操作に対応します｡そこでこの対応を

明確にするため第2章およびAppendixではいわゆる自然単位系 (C-A-1)を
取らず､これらの定数を陽に残すことにしました｡ そのため式がやや長くなりま

すが､ブラックホール時空でのHawking塙射と流体での対応する現象を関係を理

解するときに役立つと考えます｡
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2 Schwarzschild時空での Hawking福射

2.1 Minkowski時空での真空

まず Minkowski時空での量子論から考えていきましょう｡ この時空の計量は直

交座標系 (ct,x,y,I)では

ds2- -C2dt2+dx2+dy2+dz2

で与えられ､極座標系xp-(ct,r,0,p),p-0,1,2,3に座標変換すると

ds2 = -C2dt2+dr2+r2dO12

=.,I/,,I,IJ･/I./JJ/
ト¥
gpレdxILdxv

(2･1)

となります｡本解説では一般相対論の慣例に従い､(2･3)式のように上下に同じ添

字が現れたとき和をとることにします｡ここで dn2-dO2十sin2odp2は単位球面

の計量(A.10)です｡また計量テンソルgpuとその道はそれぞれ
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です｡

AppendixAの(A.34)で説明したように一般の時空での質量のないスカラー場

◎(xp)の従う方程式は

･◎(均 -去 & lvrI6gp唐 ]-o (2･4)

で与えられます｡光すなわち電磁場をでもこの章で説明するHawking編肘につい

て同じような議論が行えます｡ただし､より量子化の手続きが簡単なスカラー場

で話を進めたいと思います｡ここで 9-det(gpv)は計量テンソルの行列式です｡

これに､上の Minkowski時空の計量を入れると

(一誌 +吉;r2孟 +冒)◎-o

L2-志 孟 sinO孟 +ふ 蒜
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はいわゆる角運動量演算子(A.35)です｡ここで簡単のためS波に限り議論するこ
とにし

頼 ,γ)
◎(xp)- I-.｢

(一誌 +慕 )帖 γ)-0

と置くと､波動方程式

(2.6)

(2.7)

が導かれます｡

場の量子化に移りましょう｡AppendixBで説明したように場の方程式(2.7)の古

典解いわゆるnormalmodeを調べなければなりません｡規格化定数を省略すると

S波の normalmodeは次のようになります｡

正エネルギー解 負エネルギー解

out-golng 4,aut∝eXp(-iw(ct-r))4,Zrt*∝eXp(iw(ct-r))
in-golng 4,Ln∝eXp(-ilo(Ct十r))4,in*∝eXp(ilo(Ct+r))

正エネルギー解は(B.20)のように時間推進 (時間微分)に対する固有値の符号で

Ia,.:I
c∂t
-LJ¢, LJ>0 (2.9)

で定義されます｡

AppendixCで説明したように Minkowski時空は図1のようなペンローズ図で

表されます｡ただしペンローズ図を画く詳細な手順は､ここではまったく重要で

はなく､次のように定義されるfuture(past)nullinfinityI+(I~)

pastnull infinityI-

t→-∞ u=ct-r→一〇〇
futurenullinfinityI+

t一一+∞ u-Ct-r-finite

にだけ注目してください｡normalmode(2.8)は質量のないスカラー場のみたす波

動方程式 (2,7)の解で､光と同じくnull方向に進みます｡in一goingmodeは J~か

らγ-Oへ左450､out-goingmodeはγ-0から戸 へ右450に伝搬する波です｡

pastnullin氏nityJ~での真空には in-goingで正エネルギーの normalmode¢崇､

futurenullinfinityI+での真空にはout-goingで正エネルギーのnormalmode¢aut
が対応します｡

I~から正エネルギー解 4,Lnを入射します｡この波は原点 r-Oで跳ね返されて

J十に達します｡原点での境界条件¢-o(㍗-o)を課して波の伝搬 (散乱)を解
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流体でのHawking輯射

図 1:Minkowski時空のペンローズ図

いてやるとI十での波はやはり正エネルギー解 4,autであることが示せます｡I-で

の正エネルギー解が､∫+で､正と負のエネルギー解の重ね合わせではなく､正エ

ネルギー解のみになるという事実はI~とI+の真空が同じであることを意味して

います｡

2.2 Schwarzschild時空

ブラックホール時空 ここまで考えてきたMinkowski時空では､図1から容易に

わかるように､任意の時空点から外向きに出された光はfuturenullinanityJ十に

到達します｡これはMinkowski時空のすべての時空点が J十と因果的につながって

いることを意味します｡これに対して､ある時空にfuturenullinanityJ+に光す

なわち情報を送れないような時空領域が存在する場合､その領域をブラックホール

領域といいます｡これに対してJ+と因果的につながっている領域を外部領域とい

います｡このときブラックホール領域と外部領域の境界は事象の地平級(horizon)

と呼ばれ､本解説でとりあげる Hawking幅肘において非常に重要な役割を果た

します｡このようなブラックホール領域をもつ時空を代表例がSchwarzschild時空

で､その計量は

ds2 dr2-'1-チ)C2di2' 『 票 + r2dO2 (2.10)
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で与えられます [2,p.93]｡少 し歴史的な話をすると､Einsteinが一般相対性理

論を発表 した翌年の 1916年には､既に Einstein方程式の球対称真空解として

Schwarzschild時空の計量(2.10)が得られていました｡しかし､この時空がブラック

ホールを表していることが理解されたのは1958年のことでした｡このあたりに興

味のある方は文献[3]をご覧下さい｡これからSchwarzschild時空がブラックホー
ル領域をもつことを示しますが､その前にこの時空のいくつかの性質について述べ

ておきます｡まず､ブラックホールから離れてゆく､つまりr→ (刃 でMinkowski

時空 (2.3)に漸近することがわかります｡また (2.ll)式で､重力定数G､光速度

C､ ブラックホールの質量 M で定義されているrgはSchwarzschild半径 とよば

れr-rgに事象の地平線(horizon)があり､その内部のブラックホール領域からは
光が出てくることができません｡ これを示すために､まず動径方向 (dO-dp-0)
のnull測地線

0-ds2--(1-2)C2dt2･
dr2

(1-チ)

--(- チ)(C2dt2-dr･2)--(ト ラ)d(ct･r･)d(ct- )

を考えましょう｡ここで r*はtortoise座標とよばれ

dr

(2･12)

- r* -r+rglnl二二執 (-∞<r*<+∞)
rg

で定義されます｡さらにtortoise座標を用いるとin一goingnull測地線すなわち時

間とともに無限遠からγ=Oへ向かう光の軌跡を

V-ct+r*-const･ (dv-d(ct+r*)-0) (2.13)

と表すことができます｡このnull測地線を座標の1つとするEddington-Finkelstein

座標(V,r,0,p)では､Schwarzschild計量(2.10)は

ds2 =-(1-隻)dv2+2dvd,+r2dO2

となります｡(2･14)は (2.13)から得られる座標変換 cdt-dv-
dr

(2.14)

Schwarzschild計量(2.10)に代入Ldtを消去することで得られます.角度座標を
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r=const.

const.

図 2:Eddinton-Finkelstein座標でのSchwarzschildブラックホール時空

無視すると(dO-dp -0)､(V,r)座標は図2のように画かれます｡まず半径 r-

rg(dr-0)の表す軌跡を考えましょう｡ 計量(2･14)から､これが nullであること
がわかり図2ではr-rgは右上がり450の直線で表されています｡光の測地線も

左右450の直線を画くので､図2よりr<rgの領域から外向きに放出された光は
r≧rgの領域に到達することができないことが示されます｡これは γ<rg の領域

からfuturenullinfinityI+(t一 十∞,r一 十∞)に光を送ることができないこと

を意味します.従ってI'と因果関係をもっことのできない時空領域であるr<rg

がブラックホール領域､その境界 r-rgが事象の地平線 (horizon)にであること

がわかります｡また図2の左上がり450の直線 γ-const.はin一goingnull測地線

(2.13)すなわち外部領域からhorizonを通過してブラックホール領域に入ってい

く光を表しています｡このようにEddington-Finkelstein座標を用いると光を吸収

するが放出はしないというブラックホールの性質が明らかになります｡

Normalmode Schwarzschild時空での真空の性質を明らかにするため､まず

normalmodeを調べましょう｡Eddington-Finkelstein座標xp-(V,r,0,p)での計
量(2.14)

-(1-チ ) 10
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を質量のないスカラー場の方程式(2.4)に代入LMinkowski時空と同じようにS

波(2.6)に限ってやると波動方程式

∂

扉

∂≡≡Er
∂γ

[2g･(ト ?,g]拙 r)-0

[2g･& ]紬 r)-0

が導かれます｡この方程式の正エネルギー解は

out-going 4,aut-CLJeXP(-iLJu) 27TnLJ=T >0

で与えられます｡ここで uはout-goingnull座標

u=V-2r*=ct-r*

(2.15)

(2･16)

(2.17)

でγ=0から無限遠に向かうnull測地線を特徴付けています｡もちろん負エネル
ギー解はそれぞれの複素共役で得られます｡またブラックホールから充分に遠ざ

かると計量(2.14)もmode(2.16)もMinkowski時空のものに近づくことから､こ

の modeの妥当性がわかります｡また､(B.18)に対応するノルムは

(Ql,¢2)≡-i/Ldu(耀一芸可atI･

- -i/Ldv (瑠 一芸 可 at I -

で与えられ､(B･21)のように

(¢aut,4,aye) -6LJu , (¢Zrt,¢ayt*)-0
(4,aut*,酵t')ニー6LJU,(4,aut*,4,訪t) -0

と正規直交化されます1｡材,Ln,4,in*)についても同様です｡規格化定数は

Cw -
1
/ヽI_)LJIl

です｡ただし今後の議論に Cwの具体的な形は無関係です｡

1ここではboxnormali2;ationを採用 します｡
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流体でのHawking幅射

図 3:星の重力崩壊とブラックホール形成

Minkowski時空での議論と同様にpastnullinanityI~とfuturenullinfinityI+

でのnormalmodeの関係を調べましょう｡図3のように星が重力崩壊を起こしてい

る状況を考えます｡星の表面が収縮LSchwarzschild半径より小さくなるとブラッ

クホール時空が生成されます｡.再まJ~から出てhorizon近傍を通り戸 へ向かう

null測地線です｡これをペンローズ図にしたのが図4です｡Eddington-Finkelstein

図 4:星の重力崩壊とブラックホール形成のペンローズ図

座標での計量(2･14)および図2で示したようにr- rg はnullで右上がり450の
直線で表されます｡光の伝搬すなわちnull測地線も450の直線になるのでr<rg
から外向きに出された光はr- rgを越えて無限遠方に達することができません｡
従ってr<rgがブラックホール領域､その境界であるr- rgが horizonでした｡
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AppendixCで説明しているようにペンローズ図は無限遠方を共形変換で有限なと

ころにもってきますが､角度は保存するので､ペンローズ図でもhorizonは傾き

450右上がりの直線で表されます｡図4ではhorizonをH+で示しています｡この
内側がブラックホール領域です｡ブラックホール時空のペンローズ図についても

これ以上詳細な点は重要ではありません｡futurenullinfinityI+,pastnullinfinity

J一に加えてhorizon〝+が存在することにだけ注目してください｡さらにhorizon

をγ-Oで折 り返しnull測地線でJ~まで引き戻したものを 〃~ (horizonの過

去への延長)とよぶことにし､H-とI~の交点の座標の値をV=Oとします｡ま
た星の内部の時空はSchwarzschild計量(2.10)とは異なります｡ただし､ここでの

議論には時空の詳細はあまり関係なく､normalmodeに村する中心での境界条件

がMonkowski時空と同じであることが重要です｡図4に画いているように､null

測地線 Tは I-からV-const.で中心r-0に向かい､そこで反射され､その後

はu=const.で す十へ進んでいきます｡

次にI+での真空を定義するouLgoing正エネルギー解

4,:ut-CLJeXp(-iLJu) (2.21)

を null測地線 7に沿って r まで引き戻 して見ましょう｡図4のように Tは

horizonH+から微小な距離 Eだけ離れているとします｡図5(a)に H+近傍の様

子を示します｡horizon近傍 r～rgでの動形方向 (dO-dp-0)への距離は(2･14)
より

ds2-2dvdr (2.22)

で与えられます｡ dvは horizon方向､そして drが r方向の微小変位なので､

horizonH+とTの距離はdr-Eです｡従って Tのr座標は

r=rg+E

となります｡対応するtortoise座標 (2.12)は

r*～rc+rglnE

なので ¢aut(2.21)の u 座標は

u = V-2r*

～ -2rglne+const･

(2.23)

(2.24)

で与えられます｡horizonに近づく(e-0)とu座標 はu- ∞ と発散し､mode

(2.21)で見るとT と horizonの間で無限回振動していることがわかります｡こ

の null測地線 Tを I-へ引き戻 した様子を図5(b)に示します｡無限遠方なので

Minkowski時空にになっており計量は(C.2)のように

ds2=-dudv
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/

(a)horizonH+近傍 (b)J~近傍

図 5:horizonH+近傍 と I-近傍でのnull測地線

です｡ H-とTの距離はdv-eですからI一近傍ではnull測地線 7は

V=-e

で表されます｡今までの議論をまとめると

〝十 u ～-2r91ne e～eXp巨岩 )

(2･25)

(2･26)

となります｡ここでEはH+,I-近傍でのhorizon(およびその延長)とnull測地

線 7との properな距離で､図4のように､null測地線はこの距離を一定に保って

伝搬 します｡また u,Vは､それぞれの領域で normalmodeを特徴づけるnull座

標です｡この関係を使ってJ+での正エネルギー解(2.21)は

4,aut∝ exp(-iou) atI+

-exp(2irgwlne)

- exp(2irgwln(-V)) atI-
とI-での解につなげられます｡以上の議論からI+での正エネルギー解(2.21)を

r へ引き戻 して得られる解をxLJとすると規格化定数(2.20)も含めて
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xw(V) 圭 eXp (i: ln(-V)) γ､> 0γ < 0 (2.27)

で与えられます｡xLJが V>0でゼロになっているのは､この部分のmodeはブ

ラックホールに落下してしまい､∫+の modeと関係が無いからです【4]｡ここで
fCはsurfacegravityとよばれる､horizonを特徴づける幾何学量で Schwarzschild
ブラックホールの場合

r-r9-0 - (1-チ)～2㍍(r-rg)
とhorizonでの計量の一階微分になり(2.28)で与えられます2｡

(2･29)

2.3 Bogolubov変換とHawking輯射

I+での 正エネルギー解 4,Zrt(2･21)をI~へ引き戻した解 xw(2.27)はJ~での

正エネルギー解ではなく¢崇,¢㌘*の重ね合わせになります｡従ってMinkowski時
空の場合と異なりJ+とJ~の真空は同じではありません｡真空が変化することに

より粒子生成が起こることを示して行きます｡

Bogolubov変換 normalmode(把,4,Lnつ は完全系 (S波のみ)を張っている
ので､スカラー場の演算子は(B.25)のように

十a塔 ) (2･30)= o ＼ r 一一rノ

と展開されます｡ここで aLJ(ai)は I-での消滅 (生成)演算子で(B.30)に対応す
る交換関係

･(I,-chl/2芸 (a葦

law,aL′]-6wu′

を充たしノーでの真空は(B.33)と同様に

(2.31)

awlOin>-0, for Vw (2.32)

で定義されます｡但 し､lOin>は in-goingwave¢崇 に対する真空を表していま
す｡∫+についても全 く同じで､展開は

@(I)-chl/2∑
U>0 (豆考 +aL誓 )

2,Cの幾何学的定義は､例えば【4,subsection2.3.6】を見てください
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礼 ,aL,]-6ww′

交換関係は

(2･34)

真空は

丘uIOout>-0, for ∀LJ (2.35)

で与えられます｡但 し､lOout>はout一goingwave¢Zrtに対する真空を表し､以

下に示すように一般に tOin>とは異なります｡

次に､この2つの真空の関係を調べましょう｡¢autは (4,tn,賠 つ を用いて

¢aut-∑ (Aww,紹 +Bwu,紹*) (2･36)
LJl>0

と展開することができます｡I+,I-のnormalmodeを関係づける(2.36)をBogol-

ubov変換､Awu/,BuLJ,をBogolubov係数といいます｡Minkowski時空のように正

エネルギー解がJ+,I-で不変な場合

Buu′-0 ⇔ (4,But:LJ>0)-棉,Ln･.LJ>0)

& lOin>-lOout>

と真空は不変になります｡norm(2.19)から変換係数は

AAL BBl-1, ABT-BAT-o (2.37)

充たすことが示されます｡ただし､4月はBogolubov係数を無限次元の行列とし

て表したものです｡また逆変換を

轄-∑ (Awu′¢:Tt+Buw′¢:Tt')
W/>0

A-AI, β-一月T

とすると

(2.38)

(2.39)

という関係が導かれます｡

次に I+,r での生成 ･消滅演算子の関係を求めましょう｡(2.30)に(2.38)を代

入し(2.33)と比較､さらに(2.39)を用いると

虎u-∑(AニW,aw,-BニU,aL,)LJ/>0
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変換係数の計算 I+での正エネルギー解4,:utをr まで引き戻したxw(2.27)と
¢崇,¢㌘*とのスカラー積よりBogolubov係数は

AUW′-(xu,紹), Bww′ニー(xw,紹*), (LJ′>0)

で与えられます｡(2.16)(2.18)(2.27)より

Awu′ニ ーi/dv (xu誓 一驚 可
- cucw,/_owdv (W,･£)exp〈iw,V･i≡1n(-V)) (2･41)

となります｡さらに､W'>0なので図6のようにV-ixと上半面の虚軸方向に積
分路を回してやると

ALJLJI

図 6:積分路

-iCuCu,L∞dx (W/一 芸 )exp(-W,x･i≡ln(-ix))

-iexp(器)cwcw′

･f∞dx(J一芸)expト ,x･i:ln(x)) (2･42)
という表式が得られます｡ここで -i-expト i7T/2)を用いました.またBLJLJ′に
ついては 逆にV--ix と下半面に積分路を回すと

Buu ′ - i/ dv(xu警 一翫 )

- iexp(一芸)cwcw′

･L∞dx(W,一芸)exp〈-W,H i≡ln(I))
となります｡(2.42)(2.43)を比較すると下線部を除いて一致しているので

という関係があることが示せます｡
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Hawking編射 ここまでで得られた結果(2.37)(2.44)から､Bogolubov係数 BLJW′

はゼロではありません｡従ってSchwarzschild時空ではJ十とト の真空が異なる

ことがわかります｡そこで J+での振動数 Wのmodeの粒子数演算子

Nw-豆L豆u (2･45)

を考えましょう｡もちろん I+での真空loout>の期待値は(2.35)より当然

<ooutl凡ノlOout>-0
となります｡ブラックホール (horizon)が形成される前､J~での初期状態が真空

lOin>であったとしましょう｡Heisenberg措像で考えるとI~からI+へ時間発

展する間に量子状態は lOin>のままですが､粒子数演算子は

Nu-aLaw - Nu-丘Law

と変化します｡I+で観測される粒子数は(2.40)より

<凡 >i｡…<0叫 凡 lOin>
- ∑<oinl(AupaL-Bupap)(亀aq-B;gal)LOin>
p,cr>0

-∑BupB;p-(BB十)uup>0
(2･46)

とBogolubov係数 BwLJ/で与えられます｡ここで(2.37)(2.44)より

6ww , - (AALBBf)ww,

-(e小 W''/a-1)(BBT)Ow′
さらにW-LJ'とすると(BBI)LJWが求められます｡従って､I十で観測される粒子
数は

(2･47)

となり､ブラックホールはPlanck分布に従う黒体幅肘を放出していることが示さ

れました【1]｡また､ここでの計算とは逆にSchr6dinger描像にたち粒子数の定義
はI+,I-で同じで､状態がlOin>からloout>に時間発展すると考えても同じ
結果が得られます｡

ここで行ったHawking塙肘の導出では､horizon近傍ではあっても､すべての

modeは horizonの外部を伝搬しています｡従ってI+,I-の真空が異なり粒子生
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成 (2.47)が生 じたとしても､それが ブラックホールの放出する塙肘とみなすこ
とには疑問があると思います｡しかしこれは 2章でJ十での正エネルギー解を J~

まで引き戻 してBogolubov係数を計算するという手法を取ったからです｡このや

り方は計算が簡単なのですが上のような疑問を生じさせる危険性があります｡2章

で求めた Bogolubov係数は､ J~での正エネルギーと負エネルギー解をうまく重

ねることでhorizonを通ってブラックホールに落ちていくmodeをゼロにする係

数を求めたことになっています｡これはxu(2.27)が V>0の場合にゼロになっ

ていることに端的に示されています｡従って､J~での真空すなわち正エネルギー

解 ¢崇 の場合､その一部は horizonを通過 してブラックホールに落ちてしまいま
す｡この状況でエネルギー運動量テンソルを計算すると､負のエネルギー流束が

ブラックホールに向かい､正のエネルギー流束が J十に向かうことが示されます｡

これはブラックホールが塙肘を放出し､自らのエネルギーを減少させていること

を意味 します 【5日6,section8.21｡

Hawking温度とその起源 分布を特徴づけるsurfacegravityrcはSchwarzschild

ブラックホールの場合(2･28)(2･11)より

1

K= 重 ' rg=

2GA/I

c2

で与えられます｡ここでrgは質量 M のブラックホールのhorizonの半径であ

るSchwarzschild半径です｡従って surafcegravityFCは (長さ)~1の次元です｡W

も(2.16)から同じ次元であることがわかります｡例えば太陽質量 Mo-2･1033g

のブラックホールでは r9-3kmで､これが Hawking塙射の波長を特徴づけます｡
温度に換算すると

ch c3h

kBTH = 元 K= 宮託 扇 (2･48)

となります｡ここで 毎 はBoltzmann定数です｡具体的に数値を代入すると

r ～6.2･10~8
と､太陽質量程度のブラックホールの場合非常に低温になります｡ブラックホー

ルのエネルギーは質量 〟 に比例するので､Hawking温度(2.48)は､エネルギー
を失うと温度があがる､つまり比熱が負であるという重力系に特有の興味ある性

質を示 しています｡

次に Planck分布 という熟的な分布が現れた理由を考えてみましょう｡ これま

での導出で､I'での正エネルギー解を I-へ引き戻 した解 xLJ(2･27)のlog項が

Boltzman因子 exp(芸)を出すことが計算上の理由であることがわか ります｡解

xLJは I+では通常の平面波解

exp(iLJu)- eXp(iu(ct-r))
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に対応 しています｡ところが horizonに近づくと(2.12)(2,17)から

u-ct-r*,r*-r+rglnl二二隻I
rg

とlog的ふるまいを示し､r-rgでr*一 十∞ となりhorizonに達するまでに無
限回振動 します｡これは波で見た horizonまでの距離が引き延ばされていること

を意味しています｡もちろん計量を用いたproperな距離は有限ですが､波のnode

の数で距離を定義するとhorizon近傍は無限に引き延ばされています｡この現象は
horizonに近づ くことにより重力ポテンシャルが深 くなりblueshiftを受け波長が

短くなっていくためと理解できます｡このlog項で表されるhorizon近傍での引き

延ばしの出所はSchwarzschild時空でのnormalmodeのみたす波動方程式 (2.15)

g l2£ I(1-?);]
¢(〟,㍗)-0

で､下線部分のように微分の前の係数が horizonでゼロになる項があることです｡

この項は計量(2･14)の(V,V)成分 gvv-ト碧 から来ています｡さらにこの項の
horizonでのゼロ-の近づき方を

(1-隻)-2K(r-rg),γ
1

FC=-2rg
と特徴づける一階微分すなわちsurfacegravityFCが 引き延ばしの強さを示すlog
項の係数､ひいては黒体塙射の温度を決定しています｡

少し違う方法でhorizonと塙肘の熱的性質の関連を示しましょう｡schwarzschild

時空(2.10)で角度部分をd0-0と無視した計量

ds2- -(1-チ)C2dt2･
dr2

(1- ? )

を考えます｡horizon近傍の時空の性質を理解するためr-rg-Z2/(4rg) とおい
て zについて展開すると計量は

ds2--(KZ)2C2dt2･dz2, a-義

となります｡null測地線 ds2-0を解 くことで得られるnull座標 (u,V)を用い
ると

(:

= ct-

- ct+
+ ds2=-IC2Z2dudv

と変換されます｡さらに新 しいnull座標 (U,V)を

U≡-e-fCu, V≡ercv
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と導入すると

ds2=-dUdV (2.50)

と2次元 Minkowski時空の計量に変換されます｡従ってhorizon近傍の時空や量

子状態に対 しては (U,V)が自然な座標であることがわかります｡一方､私たち
無限遠方にいる観測者にとって自然な時間座標は tです｡(2.49)において tと

(U,V)の関1,%を見るとtの虚軸方向に27T/Kの周期性があることがわかります｡
従って､horizon近傍で用意された量子状態は無限遠方の観測者から見ると､Im

t方向に周期的になります｡良く知られた有限温度の場の理論の議論によれば[6,

p.26】【7,p.103ト この周期が温度の逆数に対応するので次元を考慮すればHawking

温度 (2.48)が導かれます｡

3 流体での BlackHoleとHawking福射

3.1 音波の伝搬とsonichorizon

ここまでの議論で､ブラックホールのHawking塙射においてhorizonが重要な

役割をすることがわかりました｡ここでhorizonとは光が脱出できないブラック

ホール領域の境界でした｡時空を流体そして光を音波に置き換えて見ましょう｡ 私

たちがいる上流から下流に向かって流れが加速され､ある点 (Sonicpoint)で音

速を超えたとします｡Sonicpointの下流側で出された音波は私たちには到達でき

ないので､Sonicpointは音波に対 して (sonic)horizonの役割を果たしています｡

従って､Sonicpointが存在する流れの中での音波の伝搬に､Hawking編射と類似

の性質があると期待できます [8,9]｡

完全流体の方程式と摂動 以下の方程式に従う完全流体を考えましょう｡

p(=･(V･∇)V)ニー∇p(p)∂β戻+V(pv)-0
p,p,Vは流体の密度､圧力､流速です｡議論を簡単にするために断熱的な理想
気体

p-cp,,7-旨
とします｡Cは定数､Cp,Cvは定圧､定積比熱です｡さらに渦なし

∇ × γ = 0 一 ℃= ∇◎
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と仮定して速度ポテンシャル ◎ を導入します｡Euler方程式(3.1)を積分すると

Bernoulli方程式

∂◎ 1

有 +豆V･V+h(p)-0

が導かれます｡ただし断熱的なので

h(p,-/P'p等-/PT,cs-

(3.5)

(3･6)

はエンタルピーまたCβは音速です｡ここで積分定数は速度ポテンシャルに吸収さ

せました｡

次にbackgroudの流れと､そのまわりの摂動を考えます｡速度ポテンシャルと

密度を

◎- ◎o+¢, ¢-鍾

p- po(1両 ), O- !

とbackgroundの物理量 (po,申o)と摂動 (4,,4,)に分けて方程式(3･2)(3･5)に代入し
ます｡まず o次の方程式として

% .;vo.vo.h(po)=0

さらに1次の方程式として

雷 .vo.∇Q.C臣 0

が得られます｡ここで Vo-∇◎Oはbackgroundの流速です｡
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一次の方程式 (3,8)において4,を消去すると

(Si･vo･∇) [去 (芸 ･vo･∇ )Q ] - 去∇[po∇¢]- o

となります｡さらに質量保存(3.2)より任意の関数 Jに対して

(;･vo･V)f-
1

Po
1
Po

[;･vo･V･(V･vo)](pof)

[;･V･vo](pof)
を満たすことが示され､速度ポテンシャルの摂動 ¢に対する波動方程式

が導かれます｡これを一般の時空でのスカラー場 ◎のみたす波動方程式(2.4)

･@(小 岩 孟 匝 gp唐 ]-0

と比較しましょう｡ 座標を (xp)-(i,I,y,I)≡(i,xi)と置くと

√二百gpv-α

po -pova
c冨 C3

-pov呂
C2

p,U-0,1,2,3

(3･10)

(3･11)

と4Ⅹ4行列としての√巧gFLレが読みとれます｡ここでαは次元を調節する定数

です｡det(guv)--a,det(gPV)--1/gですから(3･11)より√二百-p呂α2/csと
なります｡さらに逆行列を求めると
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となり､流体の摂動のみたす波動方程式 (3.9)が (3.12)の計量で与えられている

時空でのスカラー場の伝搬と一致していることがわかります｡

計量の表す時空 この計量がどのような時空に対応するか見てみましょう｡ 議論

を簡単にするため cs-一定,αpo/cs-1とします｡さらに流れはx方向一次元で

流速はvi-(V(x),0,0)､と与えるとy,Z座標を無視した2次元時空の線素は

ds2--(C'3-V(I)2)dt2十2V(I)dtdx十dx2 (3･13)

となります｡これではまだブラックホール時空との関係がはっきりしません｡そ

こで次のように(3.13)の最初の2項を平方完成します｡

ds2-lc…-,(dt一毒 dx)2･詩dx2
さらに新しい時間座標 丁を

tl

dT≡ d t -す=訴 dx

のように導入すると

ds2--(ト等)cw ･
dx2

(1-等)
と変換されます｡これをSchwarzschild時空の計量 (2.10)と比べると

Cs ケ→ C

(1-響)-(1-チ)

(3.14)

(3.15)

という対応がありV(I)- csすなわち流速が音速に等しくなるSonicpointが音波

に対するhorizonの役割を果たしていることがわかります｡

ここまで､Sonicpointのある流れでは､速度ポテンシャルのゆらぎのみたす波

動方程式がブラックホール時空での光やスカラー場の方程式と等価であることを

見てきました｡ これは､流体を用いてブラックホールの起こす最も興味ある現象

の1つであるHawking編射をシミュレートできることを示唆しています｡例えば､

流速がV(x)-土cs√ ;不 という流れが実現できればSchwarzschild時空に対応さ
れることができます｡流速のプロファイルをコントロールできれば､その他のブ

ラックホールについてもHawking柘肘のようにhorizonの存在に起因する物理現

象をシミュレートできることが期待できます｡また､2章での議論から､流体での

Hawking塙肘もPlanck分布を示し､その温度を決めるsu血cegravityは(2.29)と

同様の議論で決められます.horizon近傍で音速 csが一定な場合には､

1闇■･･･~ r
Cs

dv(I)
dx sonichorizon
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とSonicpointでの流れの速度勾配で決まります｡

計量 (3.13)についてもう少し議諭しましょう｡ この計量は

ds2--C…dt2+(dx-V(x)dt)2

と表すことができます｡(3.15)を用いて時空の計量に対応させると

ds2--C2dt2+(dx-V(x)dt)2,V(I)--

(3.16)

(3.17)

となります｡上式の V(I)は無限遠方での初速度ゼロでブラックホールに自由落

下してゆく観測者の速度を表しています｡さらに計量(3.17)はSchwarzschild計量

(2.10)をこの自由落下する観測者の固有時間と位置 (i,x)に座標変換して得られる

ことが知られています｡horizonx- rg-2GM/C2で V--Cと自由落下の速さ
が光速度になっていることに注目してください｡これは自由落下する観測者の座

標系いわゆる局所慣性系がhorizonでは光速度で落下していることを示していま

す｡従ってこの慣性系から光を外向きに放出しても､慣性系自体が光速度でずり

落ちているため､光は外向きに伝搬することができません｡これが ブラックホー

ルから光が脱出できない理由です｡

3.2 LavalNozzle

3.1章で議論したSonicpointのある一次元流れの具体例を考えましょう｡

図7のように､軸対称で中ほどにくびれたthroat

があり両端に向かって広がっている管路をLaval

Nozzleといいます｡管路の軸に沿った座標を

xとし､管路の断面積A(I)が緩やかに変化す
る場合､流れは各断面で一様で､一次元流と見

なすことができます｡この等エントロピー定常

流は(3.7)で時間微分をゼロにすることで得ら

れる方程式
図 7:LavalNozzle

J-PVA-const. (流量-定)

去V2+h(p)-const･ (Bernoulli方程式)
で記述されます3｡上の2つの式の微分を取ると

坐 +坐 + 筈 -o〟 Ù

vdv.C漂 -o

3以後､backgroundの流れの密度､圧力､流速をp,p,Vと表します
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(一宰 雫.

となり､dp/pを消去すると

(3･20)

という関係が得られます｡従って マッハ数をM-V/csとするとLavalNozzleで
の流れは

i:

/ /TlIニト ､-､--､

M <1 dA<0 4 dv>O

M >l dA>0 - dv>0

図 8:LavalNozzleでの加速 となり亜音速では nozzuleの断面積を減少さ

せた方が方が加速され､超音速ではnozzuleを

断面積を増加させた方が加速されることがわかります｡さらに､(3.20)から断面

積が最小になるthroat(dA-0)が sonicpointM -1になっているので図8のよ

うな流れが実現されます｡

断熱的な理想気体なので(3.3)よりエンタルピー hと音速 csは

7P
h=手三 石,

C…-7空 (3.21)
P

となります｡さらに図 9(a)のように上流のある位置での密度と圧力をpu,p… そ

こでの流速がゼロすなわち vu-OとするとBernoulli方程式(3.5)は

芸V2+ .⊥ p- 一 一
T Pu

7-1p 7-1pu
(3･22)

で与えられます｡無次元化した密度をx…p/puとおくと､無次元化された圧力は
p/pu-が となりBernoulli方程式から

V2-書 芸(1-x7-1)
と流速が求められます｡throatで単位面積あたりの流量

J/A-pv-
27

声 了PuPux2(1-が~1)

が最大になっていることからthroatでの xが

- 3 5 1 -
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と得られ､そこで流速と音速が

γ=Cβ=
27 Pu

7+1pu
(3･26)

と等しくなっていることが示されます｡図9(b)にLavalNozzleでの流速と音速と

I-p/puの関係をグラフにします｡上流での音速 csu-TPu/puで規格化してあ

ります｡

velocity

a:-1 ミ

(a)LavalNozzle (b)V,csv.S･x

図 9:LavalNozzleでの流速 Vと音速 csの変化｡csu-TPu/puは上流での音速｡

I-p/pu,7-7/5

3.3 Hawking編射の古典的対応物

NormalmodeのWKB近似 LavalNozzleでの具体的な流れを用いてHawking

塙肘の解析を行いましょう｡ 図9の一次元流れに対する計量は

gpu- 汁 (C…vz-V2)

0

0
1

0

γ
1
0

0

で与えられます｡ここで密度､音速､流速は

土

pu

-u

Csu

= 二と
Cs- =x(7-1)/2
Csu

ご て(1- 那 -1)
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となります｡ここで流速は図9のように-£方向を正にとってあります｡ここでは

具体的な流れのプロファイルとして(3･28)の x-p/puが空間座標の x と一致し
ている､つまり密度が ∬座標に比例する場合を考えます4｡しかしこれからの解析

では､プロファイルの具体的な∬依存性はあまり関係なく､Sonicpointおよび漸

近的に流速ゼロ (あるいは一定)の領域が存在することだけが重要です｡対応す

る波動方程式(3.9)で

4,(i,3:)≡e-iDtp(x)

と形を仮走して5代入すると

D2芸p-iD[買窒+£(争)]･封p(1一芸)霊]-o
が得られます｡さらに

p(I)≡exp(i/k(I)dx)

(3.29)

(3.30)

とおいて WKB近似つまり､流速や波数の変化が波長に比べて緩やかである

去(:)-･去(芸) ≪ た

と仮定すると最低次の方程式は

lD2芸+2買kDl l一芸)k2]p-o
となります｡これから分散関係

(C…- V2)k2- 2Dvk-D2=0

が導かれ､それを解くと2つの解

k =

し

D

Cs-V

LL･

cs+V

≡bout out-golng

Ikin in-go lng

(3.31)

(3.32)

が得られます｡この中で (3.29)(3.30)にkoutを代入して作られる modeがsonic

horizonから流れに逆らって伝搬し充分遠方で観測されるので Hawking塙射に関

4実際には長さのスケールLが必要です｡
52章のLLJとは次元が異なるのでD という記号を用いましたD
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連していると予想されます｡流速 Vが漸近的にゼロになっている場合はこのmode

の角振動数はD波数はtD/csuです｡Backgroundの流れが定常なので角振動数 tD
は保存 しますが､ x 方向について一様な流れではないので波数 kは(3.32)のよう

に場所により変化します｡out一goingmodeの波数 kouiの表式は流速 -t‖こ逆らっ

て伝搬する音波の effectiveな音速が cs- Vであることを示しています｡これは

計量(3.17)すなわちブラックホール時空を自由落下する観測者の座標系で見たと

きと同じ事情です｡さらに注目すべきことにhorizonに近づくにつれ koulは大き

くなり､波の nodeの数で定義された距離は発散します｡つまり2章の最後で述

べたHawking編肘がPlanck分布に従う原因であったhorizon近傍での引き延ば

しがsonichorizon近傍でも起こっているのです｡この引き延ばしの効果はsonic

horizonで koulが一次の極をもつために､ log項が積分から現れることからも見
て取れます｡これを具体的に計算してみましょう｡ 長さのスケール Lを導入して

p/pu-I/L,p/pu-(I/L)Tとすると(3.21)(3.23)より

I.÷ 二一 三二~~

となりsonicpointxthの近傍での座標 z

x- xth･Z, 警-(蓋)1′(7~1)
を導入するとsurfacegravityrcは

慧 ～KZ, a-主(宇)(27"'/2(1ー1) (3･33)

となります｡従って out-goingmodeのWKB近似解はhorizon近傍 (Z ～o)で

¢:ut- eXp i/koutdx)
(3.34)

となり2.2章での mode(2.27)と完全に一致します6｡

Hawking福射の古典的対応物 Normalmodeの解析的な性質がブラックホール

のそれと一致しているので､流体での sonichorizonでも原理的にはHawking輯

射すなわち粒子生成が起こります｡しかしこの過程が真空が変化することにより

6次元から見ても明らかなように2.2章のWに対応するのはD/csです｡
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引き起こされる量子論的特有の現象であることを忘れてはいけません｡ 従って流

体での Hawking塙肘が起こるためには流体全体にわたって量子コヒーレンスが保

たれていることが必要不可欠です｡Sonicpointをもつマクロな流体においてその

ような量子性を維持することは非常に困難なので､ここではHawking塙肘の古典

的対応物を議諭 しましょう｡

まず図10を見ながら､もう一度Hawking塙肘の機構をおさらいしましょう｡第

sonichorizon

図 10:ブラックホールとLavalNozzleの比較

2章では､∫+での正エネルギー解をJ~まで引き戻 し､そこでの normalmodeで

展開してBogokubiv係数を求めました｡ しかしmodeが I~から星の中心 r-0

に落ちてい くあいだは horizonがまだ形成されていないので､log項を生み出す

引き延ばしの効果は受けません｡言い換えるとhorizonの影響はnull測地線が図

10(左)の波線のように〃+に平行に伝搬するあいだにのみ現れます｡また同じ

図で点線で示されているように J~(γ<0)から出た modeは r-Oで跳ね返さ

れてH~に達 します｡従って､(2.41)(2.43)のように r でスカラー積を計算 して
Bogolubov係数を必要はなく､同様の計算を H~で行うことが可能です｡さらに

H-の中でもhorizonH十に近い部分､すなわち図10(左)の せinで示されてい

るhorizon近傍を伝搬する modeがhorizonによる引き延ばしの効果を強 く受け

ると予想されます｡2.3章の最後の部分での議論から､このhorizon近傍での自然

なout一goingnull座標は (2.50)のように

U--exp(-ICu) (3.35)

なので､ここでの正エネルギー解 (振動数 Oin)に対応する normalmodeは

せm-exp(-iOinU) (3.36)

で与えられます｡Bogolubov係数の計算は､この世inと､I+から正エネルギー解
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4,But-e-iLJuをhorizonH十に平行に H-まで引き戻した mode

¢:ut-exp(-iou)- exp(-i≡ln(-U)) (3.37)

のあいだのスカラー積になり(2.41)(2.43)と同じ結果が得られます｡

ここで量子論から古典論に議論を移しましょう｡horizon近傍でout-goingwave

Qrinを発射 し､その Fourier成分を I+で観測したとしましょう.対応するFourier

変換を 〃一上horizon近傍で実行すると各振動数成分は

f(W)-/dU叫 :ut*
- /dUexp(-iOinU･i≡ln(-U))

で与えられます[10]｡同じことを流体で行いましょう｡ つまりsonichorizon近傍
で古典的な out一goingwaveせin-exp(-iOinZ)を打ち出し､その周波数成分を充

分遠方の上流で観測します｡この場合上流での振動数 Dの平面波はSonichoriz?n

近傍では (3.34)で与えられます｡従って上流で観測されるFourier成分は

f(a)- /∞
dze-iO- zzitD/csfC

- iO-'1･iD/csK'exp(一芸 )r(1+意 ) (3･38)

とr関数で表されます｡これから上流で観測される波のPowerspectrum を求め
ると

(3･39)

とPlanck分布に比例する形が得られます[11]｡
Powerspectrum(3.39)について幾つかコメントします｡まずこの結果は､Hawk-

ing塙射での生成される粒子数(2･47)の古典的対応物とみなすことができます｡そ

う考えて (2.47)を眺めると､この結果がブラックホール時空での量子場の理論か
らの帰結であったのにもかかわらず hが現れていないことに気づきます7｡しかし

これは､角振動数 LJの関数として表したことが原因で､粒子のエネルギーの表式

E-hw を通 じてhが現れます｡実際､Hawking温度(2.48)には hが登場 してい
ます｡次に､このPowerspectrumは､(sonic)horizon近傍に加えられた摂動が流

れに逆らって無限遠方の観測者に到達するあいだに受ける引き延ばし効果に起因

するもので､normalmodeの解析的性質は反映 していますが､真空が変化する粒

7Introductionで述べたように､第2章での計算では C,hを陽に残しています｡
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子生成ではありません｡最後に､Powerspectrum(3.39)は sonichorizonで与え

た摂動 (out-goingwave)gin-exp(-iOinZ)の振動数 ninに依存していません｡
ここで行った古典的な計算では､初期条件としてsonichorizonで摂動を与えその

伝搬を解いているので､初期条件に対する依存性がないことは奇妙な印象を与え

ます｡これは､horizon近傍でのWKB近似解 (3.34)を用いて Powerspectrum を

計算していることが原因だと考えられます｡きちんと初期値問題を解いて Power

spectrum を求めると(3･39)以外に初期条件は流れの詳細に依存する部分が現れま
す｡従って､実際に実験を行った場合､sonichorizonのあたりに摂動を与えると､

まず､初期条件に依存する部分が伝搬してきて減衰するのが観測されます｡その

後､摂動の中でhorizonに非常に近いところに与えられた部分の寄与がじわじわ

と伝わってきます｡この後者のPowerspectrumが普遍的にPlanck分布 (3.39)を

示すと考えられます｡

4 まとめと議論

本解説では､まずブラックホール時空でのHawking塙肘について､特にhorizon

の果たす役割に焦点を置いて解説しました｡次に時空を流体､光を音波に置き換え

ることで流速が音速と等しくなるSonicpointがhorizonと同じ性質をもちJ音波

に対するHawking車銅寸が存在しうることを議論しました｡この流体での Hawking

柘射は､ブラックホールの場合と異なり､原理的には実験できるので非常に興味

ある現象です｡しかし､Hawking編肘が horizonの形成により真空が変化し粒子

生成が起こるという量子場の理論特有の現象なので､流体全体にわたって量子性

が維持されていなければなりません｡そこで､本解説では実際にLavalnozzle寄

のSonicpointをもつ流れで実験できる可能性のより高い古典的な観測量を議論し

ました｡Hawking輯射の特徴は

(1)真空が変化することによる粒子生成

(2)Planck分布という熱的分布

の2点です｡3.3章で議論 した sonichorizonから出てくる古典的な波の Power

Spectrum(3.39)は当然のことながら(2)にしか対応していません｡従って､粒子
生成によりブラックホールがエネルギーを失うという蒸発過程のシミュレーショ

ンにはなっていません｡しかし実験室での Hawking編射のシミュレーションとい

う観点では系の量子コヒーレンスを保つ必要ないPowerSpectrum は､粒子数の

ような他の量子論的な物理量に比べて実験 ･観測が容易なので重要です｡さらに､

PowerSpectrum という物理量はPlanck分布の起源を

horizonがその近傍を伝搬する波に与える引き延ばし効果
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と端的に示してくれます｡これは､ブラックホールの熱力学という文脈で考えると

horizonのもつ 近傍での引き延ばしやその内部の情報を見せないというkinematical

な性質とplanck分布さらにエントロピーという熱力学的概念のあいだに一般的な

対応がある､という興味ある可能性を示唆していると思います｡

また第3章では､完全流体の場合のみを議論しました｡粘性のあるNavier-Stokes

方程式に従う流体についての解析はこれからの課題です｡ただし､粘性とは異な

りますが､流体を構成する原子のdiscretenessの効果を念頭に置いて､速度ポテン

シャル ¢のみたす波動方程式(3.9)に高次の空間微分を含めた解析があります｡こ

れは(3.32)で示されているように､sonichorizon近傍での引き延ばしの結果､波

数が大きくなり流体の小さなスケールの構造が見えてくる可能性があるからです｡

高階微分を含めた解析では､予想に反してHawking輯肘のspectrum はあまり大

きな影響を受けないことが示されています【12,13】｡従って､粘性の効果について

もspectrum にあまり影響を与えないだろうと考えています｡
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A AppendixA:一般相対論の基礎

A.1 計量

まず2次元Euclid空間 (2次元平面)E2を考え､平面上のデカルト座標を(T,y)
とします｡無限小離れた2点の座標の差を(dx,dy)とするとこの2点間の距離は

ds2-dx2+dy2 (A.1)

で与えられ､2次元平面(E2)の線素と呼ばれます｡この線素は､デカルト座標に
(xl,x2)-(I,y)という名前を付けると

2

ds2 -∑giidxidxj≡gijdxidxj,
i,3'-I
gij-6ij (クロネッカーデルタ記号)

(A.2)

と表されます｡ここで(A.2)式のように上下に同じ添字が現れたときは原則として

和をとることにします｡この空間の距離を特徴づける対称テンソル gi,･は計量また
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は計量テンソルとよばれます.同じ空間を極座標 (r,p)で考えると線素は

x-rcosp dx-cospdr-rsinpdp

y-rsinp dy-sinpdr+rcospdp

よ り､

ds2-dx2+dy2-dr2+r2dp2

となり､計量は

≡

隅
"ll
l
肌u

o

㍉
1

0

iZr旧し

lt旧柑u二
g

-メ
diag(1,γ2)

(A･3)

(A･4)

で与えられます｡このように同じ空間でも座標により線素や計量の形が変わりま

す｡ここでは触れませんが､座標によらない空間の性質は曲率などの幾何学量に

反映されます【2]｡

2次元球面 次に曲がった空間の例として S2 (2次元球面)を取り上げます｡3

次元ユークリッド空間E3に具体的に半径aの球面

x2+y2+Z2- a2

を埋め込んで見ましょうO 条件 (A.5)の微分とE3の計量

xdx+ydy+zdz-0

ds2-dx2+dy2+dz2

(A.5)

からZ座標を消去し､さらに関係式 (A.3)をもちいて (r,p)座標に移るとS2の
線素

ds2-丁等 ･r2dp2 (A･8)

が得られます｡ここで r- 何 は図11のようにx-y平面に射影した距離

であることに注意してください｡2次元平面E2の線素(A.1)と比較すると距離

(線素)の違いがわかります｡さらに線素(A.8)の右辺第一項が積分できるので

dr
=ado
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図 11:S2 の (r,p)座標と0座標

となる 0座標を導入できます｡この Oは S2上の自然な座標でr=asinOを充た
します｡

圭 ∈

asinOcosp

asinOsinp
αcosβ

＼
J

(A.9)

から(0,p)が極座標を張ることがわかります｡さらにこの座標ではS2の線素は

ds2-a2dO2, dO2-dO2十sin2odp2 (A.10)

という形になります｡ここでd02は単位2次元球面の線素です｡この線素(A.10)
に見ると､半径 x-aOを一定にして (d0-0)角度 pについて 27T回して円を措
いたときその円周の長さが

l-27TaSinO(<27TX)

となることがわかります｡2次元平面での円周 27rXより円周が短くなっている度

合いが空間の曲率を表 しています｡

時空の計量と因果律 時空の因果的構造も計量により理解できます｡4次元Minkowski

時空の線素は

ds2--C2dt2十dx2+dy2+dz2

-360-
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で与えられ､平坦な時空を表しています｡座標に(xP)-(xO,xl,x2,x3)-(ct,I,y,I)
という名前をつけると

ds2- rlpレdxPdxv,rlpv-diag(-1,1,1,1) (A.12)

となります｡計量の空間部分は E3 と同じですが､時間部分の符号が負になって
いるため､いままでの空間に対する線素と異なり正定借ではありません｡

附

ct

rsinOcosp

rsinOsinp
rcosβ

＼l｣

(A.13)

という関係を用いて座標を(xp)-(ct,r,0,p)と極座標に変換すると4次元 Minkowski
時空の線素は

ds2--C2dt2+dr2+r2(dO2+sin2odp2) (A.14)

となります｡ここで近くにある2つの時空点P,Qを考えましょう｡ それぞれの座標

をxp(p),xp(Q)とするとQからPへ向かうベクトルはdxPQP-XP(P)-xP(Q)で
与えられますo点Qを座標の原点とすると角度 0,9の変化はゼロなのでtdxPQP)-
(cdt,dr,0,0)従って2点の距離 (の2乗)は

ds2QP--C2dt2十dr2

となります｡この符号により

(A･15)

dsもp>0点Q,Pは互いにspacelike dxPQi,はspacelikeベクトル
ds2QP<0 点Q,Pは互いにtimelike dxPQPはtimelikeベクトル

と区別されます｡2点P,Qがspacelikeな場合､お互いに因果関係はなく､時間に
ついての前後関係も相対的で観測者の座標系によって入れ替わってしまいます｡ま

た､timelikeな場合は

dxOQP-xo(P)一㌦(Q)>0点Pは点Qに対 して futuretimelike

といいます｡これにより点Qに対 して Minkowski時空は､図12のように点Qの
未来 (futuretimelike)､過去 (pasttimelike)そしてどちらでもない spacelike領域

の3つの領域に分けられます｡これらの領域の境界は点Qをnullの関係にある領

域で､点Q を通る光の軌跡 (null測地線)の集合で､光円錐 (lightcone)と呼ばれ

ます｡
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図 12:Minkowski時空

上の議論からわかるように､光の軌跡 (null測地線)は ds2-0を解くことで

求められます｡Minkowski時空での点Q (原点)を通るnull測地線の場合(A.15)
式より

dsSp--C2dt2+dr2-0,dO-d9-0
から

r-j=C(i-to), 0- p- 一定
と動系方向伝搬する null測地線が得られます｡もちろん一般の時空でもds2=O
で光の軌跡が得られることは言うまでもありません｡

A.2 テンソル

一般相対論ではスカラー､ベクトル､テンソルは一般座標変換

xp-x'p-x'p(I)

に対する変換性で定義されます｡変換 (A.16)に対して

◎(I)- ◎′(x′)-◎(I)

(A･16)

(A.17)

と同一時空点での値が不変なとき◎(I)をスカラー場といいます.またベクトルは

vp(x) - V,p(I,)-芸 Vレ反変-クトル (A･18)

vp(I)- V′p(x′)-芸 vv 共変-クトル
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と添字の上下に対応して2つのタイプがあります｡反変ベクトルの例としては､座

標の無限小変位

dxP - dx,～ - 芸 dxv (A･20)

共変ベクトルの例としては､スカラー場の微分

孟 @(I)一 品 畔 ′)-芸 £ ◎回 (A･21)

が挙げられます｡

テンソルについては具体例だけを挙げることにすると､まず計量テンソルが2

階共変テンソルの代表例です｡

gpu(x)-gLv(x/)-宗 諾 gQP(I) (A･22)

次のように計量テンソルと反変ベクトルA〃,β〃との縮約 (上下の同じ添字での和)
gpvAPBレはスカラーなので座標系によらない不変量で反変ベクトルの内積を与え
ます｡従って線素 ds2-9pudxPdxv が不変な距離を表していることも明らかだと

思います｡計量テンソルの逆 gpuは

gFLPgpv-6㌦, 6㌦-diag(1,1,1,1) (A.23)

をみたし

gp v 一 g/pu-監 芸 gαβ (A･24)

と変換する2階反変テンソルで､gPレApBuと共変ベクトルの内積を与えます｡

A.3 共変微分

反変ベクトルの変換則 (A･18)を見ると変換行列 ∂x′p/∂xvは時空点の関数であ

り変換のしかたは一般に場所によって異なります｡従って一般には2つの異なる

点の和 (差)

AP(I)士BP(x′)

はベクトルではないことに注意しなければなりません｡無限小変位を6xllとする

とベクトルの微分 ∂A〃/∂∬レは

･ t÷ -AIL(I+6x)-AIL(I)
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と異なる場所のベクトルを比べなければならないのでテンソルになりません｡ こ

れを解決するためにxPのベクトルAP(x)をxp+6xPのベクトルAU(I+6x)Lこ関
係づける"平行移動 "を考える必要があります｡詳しいことは省きますが無限小

平行移動は

AV(I+6x)≡AP(I)-rPaβ(I)Aα(I)6xβ (A･26)

と定義されます[2,pp･18-19]｡ここでrPaβ(x)はconnectionとよばれ

rpaβ(I)-rppα(I)-去gpp(数十恕 一驚 ) (A･27)

で与えられます｡この平行移動 (A.26)をもちいて反変ベクトル A叫 二村する共変

微分 ∇〃は

6xv∇vAP≡AP(I+6x)-A陣 +6x) (A･28)

と定義され

･uAP≡器 +rppuAP (A･29)

となります[2,p.20]｡ちなみにスカラー場に対しては(A･21)式のように微分がベ
クトルとして変換するので

∇p◎(I)≡∂◎(x)∂.7:IL
とスカラー場の共変微分は偏微分に一致します｡

(A･30)

A.4 ラプラス演算子

ベクトルの発散 反変ベクトルA〃の発散は共変微分(A.29)の上下の添字をそろ

えて和をとったスカラ-

･pAP-諾 十 rPppAP (Al31)

で与えれ､一般の時空では発散を計算するためにはconnectionを知っていなけれ

ばなりません｡ ただし(A.31)ではすべてのconnectionが必要なわけではなく､上

下の添字をそろえて縮約をとったものだけです｡うまい具合に

rppp-諺 - 義 碧 9-detgpv (A･32)

という公式があり【2,pp.45-46]計量の行列式から求められます｡(A.32)を(A.31)
に代入すると

･pAP-義£ (伽 )
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ラプラス演算子 ここで A〃としてスカラー場の微分つまり

AP-gPVvv◎-gP窓

を(A.33)に代入してみましょう｡すると

口◎ - ∇p∇P◎-義 £ (JWgpu芸 )

(A･34)

とラプラス演算子の表式が得られます｡具体例としてまず単位2次元球面(A.10)

dn2-dO2十sin2odp2

を取り上げましょう｡ この場合(xp)-(0,p),

9-sin20,gp〝-diag(1,sin-2o)

より

･S20-[嘉 芸 sinOS ･ ふ 蒜 巨
(A.35)

と､いわゆる角運動量演算子が得られます｡他の例として4次元 Minkowski時空

(A.ll,A.12)

ds2--C2dt2+dx2+dy2+dz2-恥vdxPV

を考えるとこの場合はdetr7FW--1,rlPu-diag(-1,1,1,1)となり､ダランベー
ル演算子

□◎=

が得られます｡

~斉藤 十云房 十両 十百訴護 憲 ･; ･&]@

B AppendixB:場の量子化

B.1 調和振動子と生成 ･消滅演算子

まず､次の Lagrangian

L- 写 62一芸u2q2

で与えられる調和振動子の量子化を復習しましょう｡ 共役運動量

aL

p=両 =6
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によりHamiltonianは

H-去 p2.写W2q2

となり､正準交換関係

lq,p]-ih

で量子化されます｡生成 ･消滅演算子を

a-義 (向 .孟 ), a†-義 (向 一叢 )

と定義すると､これらは交換関係

【α,α†一-1

をみたし､Hamiltonianは

H-hw(N･;)･ N-ata

と表わされます｡また､

匪 α]ニーα, 匪 αI]-αI

よりα(αI)は量子数を減少 (増加)させることがわかります｡
調和振動子の基底状態 (真空)は､消滅演算子をもちいて

aIO> -0

と定義され､n量子状態はそれに生成演算子を作用させて

In, - 宗 In-1, - 等 IO,

と構成され

坤 ,- 叫 - 去)恒

とn番目のエネルギー状態になっています｡

-3661
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B.2 スカラー場 :無限自由度の調和振動子

今までの議論の多自由度の調和振動子への拡張は

(q(i),p(i))- (qi(i),Pt(i)),i- 1･･･N

とN自由度の変数に置き換えそれらに正準交換関係

lqi,Pj]-ih6ij

を課すことで行えます｡さらにスカラー場との対応は

i- x-(I,y,I),qi(i)- ◎(i,X) (B.12)

と空間の各点に調和振動子の自由度を張 り付けることで関係づけられます｡N自

由度の量子力学とスカラー場の量子論の対応を表1に示しておきます0

N自由度量子力学 スカラー場の量子論

自由度のラベル iqi(i),i-1...N x〒(x,y,I)

変数Lagranglan共役運動量Hamiltonian正準交換関係運動方程式 ◎(i,x)

〟≡ (写41'-写uZqt')t=1 /dx3 (去 る2- ;(vO)2)

aLPi= -∂di H(tp)=｢堅｣ =b(i,a)/C26◎(i,x)

萎(志 か y qt,) /dx3 (in2+ 妄(∇◎)2)

表 1:N自由度量子力学とスカラー場の量子論の対応

表記を簡略にするために次のような微分記号

∂

ap ≡∂訪

÷
Hrmり

≡

山
.

∂ iZn

iZn

こ

こ

1∂ ∂ ∂ ∂

C∂t'∂x'ay'∂z
l∂ ∂ ∂ ∂

Z.iJ
I.i一触

;･

'･
I

J
一
C
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を導入します｡すると表 1のスカラー場の Lagrangianは

L-/dx3(去壷2一芸(∇◎)2)
--/dx3去りPVap的◎, りPV-diag(-1,1,1,1) (B･13)

運動方程式は

(一誌 +∇2)◎(i-)-o (B･14)

- a/L∂P◎-□◎-0 (B･15)

と表すことができます｡波動方程式(A.36)と比較すると､ここで考えているのが
Minkowski時空での質量ゼロのスカラー場の量子論であることがわかります8｡

B.3 Normalmodeと真空

ノルムとNormalmode 調和振動子の量子化では生成 ･消滅演算子が重要な役

割を果たしました｡スカラー場の量子化では､この生成 ･消滅演算子を導入するの

に少し工夫が必要です｡そのためスカラー場の運動方程式(B.14)(B.15)の古典解

◎∝e一山+ik'C, e+iut-ih'C,W-clkL (B.16)

を利用 します｡まずこの解の規格化を行うためにノルムを導入します｡このスカ

ラー場の方程式(B.15)の2つの解を ¢1,¢2とすると

∂p匝1∂P4,;-(∂P4,1)鍔]-0

が成り立ちます｡ここで *は複素共役を示しています｡上の式は次のような保存則

alLJP(¢1,4,2)-0 (B･17)

JP(4,1,¢2)≡il4,1∂P¢;-(∂P4,1)¢芸]

として表すことができます｡この保存則は時間成分をp… JO空間成分を J …
(Jl,J2,J3)と表すと

aJO
五 十divJ=0

となり量子力学での確率保存と同じ形なので､JOを時間tを一定にして空間積分
した

/=Constd3x JO(Ql,¢2)

8質量がmの場の方程式は(□-m2)◎-Oです｡
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が時間に依らない保存量であることは容易に示すことができます｡従ってスカラー

場方程式 (B.14)の解の保存するノルムとして

(¢1,¢2)≡-i/d3x(増一新) (B･18)

が導入できます｡

以上の議論から方程式 (B.14)の2種類の解 (normalmode)､正エネルギー解

(positivefrequencymode)と負エネルギー解 (negativefrequencymode)を考え

ます｡

これらの normalmodeを ノルム (B.18)に代入すると簡単な計算で

(uた,uh′)-63(k-k') (ui.,u;,)--63(k-k′)

(uた,u芸′)-0 (u芸,uh,)-0
(B.21)

と正規直交化されていることが示されます｡ただし負エネルギー解はノルムが負

になっています｡

上の議論ではではノルム(B.18)の積分範囲は-∞ <x,y,Z<∞ と無限体積にわ
たり､解(B.19)の振動数と波数W,kは連続的に分布し､normalmodeの正規直交
関係にはデルタ関数が現れています｡これとは別に､normの積分範囲を一辺の長さ

が Lの立方体にとり､normalmodeには周期境界条件を課すboxnormalization

というやり方もあります｡この場合 normalmodeは
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となり波数 kはとびとびの値を取 ります｡さらに､正規直交関係は

(uた,uh′)-6hた′ (u;,u完′)--6純′

(uh,u;,)-0 (u完,uh′)-0

とクロネッカーデルタになります｡

生成 ･消減演算子 次にnormalmodeを使って､場の演算子 ◎を

･(tp)-chl/2/d3k(aku"tp)十廟 (頼 )
と展開します｡ここでの議論はboxnormalizationの場合には

/dk - Eh

(B.24)

(B.25)

(B.26)

と置き換えてください｡ah(aと)が生成 (消滅)演算子であることを示しましょう｡

正規直交関係 (B.21)より

ak-読(@(tp),u轟 x))1
chl/2/d3x 舶 x)(wO(tP)･ic2n(i,a)) (B .2 7)

同様に

ai･-読 /d3x u如 )(wO(i,x)-ic2m(tp)) (B･28)

が得られます｡ ただしIl(i,x)-監◎(i,x)/C2は共役運動量です｡同時刻での交換
関係

[◎(i,x),Il(i,x')]-ih63(a-a,I)

lah,alk,]-(uh,uh′)

-63(k-k')

(B･29)

(B.30)

から

を充たすことが示されます｡

ここまでで､量子力学での生成 ･消滅演算子の定義(B.5)とその交換関係 (B.6)

の導出にあたることを場の理論で行いました｡次に(B.7)に対応してHamiltonian

H-/dx3 (;n2･去(∇◎)2)
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を生成 ･消滅演算子で表 しましょう｡場の演算子の展開(B.25)から n(i,I)-
壬錘 (i,x)/C2と ∇◎ を計算して (B･31)に代入しますo normalmode(B･19)の
具体形から得られる積分

uh(tp)u;,(i,I)-去63(k-k′)

uk(tp)uk,(tp)=己竺63(k.k,)2LJ

H-/d3khw(a£ak･芸)
を利用すると

(B･32)

が導かれ､ak(a£)が波数 k､ エネルギーhLJ-hclkIの粒子の生成 ･消滅演算子
であることがわかります｡

真空の定義 調和振動子では消滅演算子を用いて(B･9)式で基底状態を定義しまし
た｡場の量子論では､これに対応して

akIO>-0, for ∀k (B.33)

で粒子の存在しない真空状態を定義します｡

ここで､真空は消滅演算子の全体 tak)に対して定義されていることに注意しな
ければなりません｡場の演算子の展開(B.25)からわかるように正エネルギー解全
体で真空が決められると言うこともできます.ある座標系 匝雪 で定義された真空

を､それに対して等速度運動する座標系 (I/～)から観測したとしましょう｡場の
方程式(B.15)はスカラーなのですが､個々の解はLorenz変換に従って形を変えま
す｡しかし正エネルギー解の全体が張る関数空間が Lorenz変換に対して不変､言

いかえるとLorenz変換で正エネルギー解と負エネルギー解が混じり合うことがな

いことが示せます｡この事実が等速運動している観測者から見ても真空が同じで

ある､つまり真空の Lorenz不変性を保証しています｡

C AppendixC:ペンローズ図

無限遠まで含めて時空の因果的構造を表すためにペンローズ図を用いると便利

です｡ここではMinkowski時空での計量(2.3)

ds2= -C2dt2+dr2+r2d02

を例にしてペンローズ図を描いてみましょう｡null座標 u,Vを導入すると

cl-r
ct+r
→ds2--dudv十

- 37 1 -
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と表せます｡半径 r≧oなので null座標の範囲は

-(:氾<u≦V<∝)

となります｡さらに次の座標変換

E
[2
t;
l2

<

<

a

V

<

<

竺
2

竺
2

一

一

b

V
n

n

a

a

t

t
こ

こ

1↓
て

V≧U
(C.3)

を行い有限区間に写像すると計量は

ds2-(2cosUcosV)~2(-4dUdV+sin2(V-U)dn2) (C･4)

と変換されます｡さらに共形変換

ds-2- 2̂ds2, A-2cosUcosV (C.5)

を行います｡この変換は各時空点での長さを変える変換ですが､角度は変えませ

ん｡特に､null測地線は

ds2=o # ds～2=O

とどちらの計量でも同じで､時空図では450の直線を画きます｡Minkowski時

空(C.1)に変換(C.3)(C.5)を施して得られる時空

ds～2--4dUdV+sin2(V-U)dn2 (C.6)

は､光の伝搬の性質を保ち無限遠を座標U,Vの有限な値に写像しているのでMinkowski

時空の因果構造が見やすくなっています｡この計量の角度部分 (♂,¢)は省略して

(U,V)座標だけを図示したのが次のペンローズ図です｡

図 13:Minkowski時空のペンローズ図
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ここでは､次のような過去と未来の null無限遠 (pastnullinfinityI-,futurenull

infinityI+)が時空につけ加えられています｡

pastnullinfinity r

.vT ; q72/2ト (uvlfinTt:
u→-∞

い く,tr.さfi-蓋｡)

fuてuUBenfull蒜 niiy Ii (vuT =el - 巨 -:fi-:t｡i
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