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非圧縮性の密度流の数値計算を行う場合，圧力ポアソン方程式に効果的な前処理を利用することは，計算時間を短縮する上で重要である．また，非圧縮性流体の圧力計算手法である C-HSMAC法では，圧力ポアソン方程式の求解を繰り返し行うことで，妥当な計算結果を得る上で重要な非圧縮条件を高精度に満足するように制御できる．本論文では，C-HSMAC法における圧力ポアソン方程式の求解に前処理付き Bi-CGSTAB法を用い，その効果について考察した．その結果，前処理により計算時間が短縮されることが確認できた．特に，Multigrid法を前処理として用いた場合に，C-HSMAC法の反復回数が他の解法と比べて大幅に少なくなるケースが存在しており，この現象も計算時間の短縮につながっていると考えられる．
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1. 緒言
流体の複雑な流れを詳細に解明する上で数値解析

的手法が果たす役割は大きく，特に実現象を想定し
た大規模な計算を行うためには計算の高速化に関す
る検討が欠かせない．流体の数値解析手法について
は様々なものが提案されているが，MAC 系1), 2) や
SIMPLE系3) の解法に代表される非圧縮性流体を対
象とした圧力分離型解法では，各時間ステップで圧
力を計算する際に圧力ポアソン方程式を解く必要が
あり，多くの場合この圧力計算段階が全体の計算時
間の大部分を占める．したがって，圧力ポアソン方
程式を離散化して得られる連立一次方程式を高速に
解くことが計算時間を短縮する上で重要となる．
連立一次方程式の解法には様々なものがあり，例

えば Bi-CGSTAB法4)などのクリロフ部分空間法に対
しては ILU分解などのような前処理を用いると計算
時間を短縮できる場合がある．また，Multigrid法を
前処理に利用する方法5), 6) も盛んに利用されている．
Multigrid法は反復回数が格子解像度に依存しないた
め，格子点数が大きい問題に対して特に有用である
と考えられている7), 8)．例えば建部ら5)は，係数行列
の値が空間的に変化するポアソン方程式の数値実験
を通して，格子点数によらずにMultigrid法による前
処理が有効であることを確認している．
非圧縮性流体の計算において，非圧縮条件を高精

度に満足することは妥当な計算結果を得る上で重要
であり，そのための手法として，C-HSMAC法2)が提
案されている．例えば既報9) では，上辺が振動する
キャビティ流れに C-HSMAC 法を適用することで，
通常の SMAC法で発生する可能性があるパッシブス
カラーのオーバーシュートを防止できることが確認
されている．C-HSMAC 法は，各時間ステップにつ
き，非圧縮条件を満たすまで連立一次方程式の求解
を含む圧力計算と速度修正を反復する解法である．
本研究では，C-HSMAC法における圧力ポアソン方
程式の求解に前処理付き Bi-CGSTAB法を用い，計算
時間や C-HSMAC法の反復回数の観点から，Multigrid
法，SOR法，ILU分解による前処理の効果を検討する．
具体的には，まず作成した前処理付き Bi-CGSTAB法
のプログラムの動作確認のために，ポアソン方程式
の右辺を 0として単純化したラプラス方程式を対象
として逐次計算を行う．次に等密度のキャビティ流
れについて，前処理付き Bi-CGSTAB 法を適用した
C-HSMAC法を用いて逐次計算を行い，計算時間や
C-HSMAC法の反復回数について検討する．最後に，
密度流における代表的な問題である lock-exchange問
題10) および dam-break 問題11) についても並列化し
た前処理付き Bi-CGSTAB 法を適用し，計算時間や
C-HSMAC法の反復回数について検討を行う．同時
に，流体の密度比，ブシネスク近似の有無，計算領
域の形状の違いによる影響についても考察する．
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2. 数値解析手法
(1) 流体の基礎方程式
本研究では，混合する 2種類の非圧縮性ニュート

ン流体 (以下，流体 A，B)から構成される多相場に対
し，以下の非圧縮条件，運動方程式，流体 Aの移流
拡散方程式を用いて計算を行う．
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ここで，#" は直交座標系の座標成分，$は時刻，"" は流速の #" 方向成分，%#" は外力の #" 方向成分，&は密
度，' は圧力である．また，(" ! は粘性応力であり，粘性係数 +を用いて以下の式で表される．
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さらに，) は流体 Aの体積割合 (0 ≤ ) ≤ 1)，*$ は相間の拡散係数であり，&および +は ) と各相の密
度 &%，&& および各相の粘性係数 +%，+& を用いてそれぞれ以下のように与えられるとする．

& = )&% + (1 − ))&& (5)

+ = )+% + (1 − ))+& (6)

密度流の計算を簡略化する方法の 1つに慣性項に
含まれる密度 & を定数 &0 とするブシネスク近似があり，式 (2)は次式で表される12)．
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ブシネスク近似は，密度の変化が小さい場合にのみ
利用可能であり，密度変化が大きい場合には正確な
結果が得られないことがある13)．次節で述べるよう
に，ブシネスク近似の有無によって圧力計算段階で
解く圧力ポアソン方程式が異なる．本研究ではこの
差異が Bi-CGSTAB 法の前処理に与える影響を確認
するため，ブシネスク近似を用いた場合についても
密度流の計算を行う．
(2) 流体計算手法の概要
本研究では基礎方程式をコロケート格子14) 上で有

限体積法に基づいて離散化する．ブシネスク近似を
用いない場合，C-HSMAC 法の計算手順の概要は以
下の通りとなる2)．なお，物理量の右上添字は時間
ステップを表し，移流項の計算には全て 5次精度の
TVDスキーム15)を使用した．

[1] 予測段階
　式 (2)を時間方向に以下のように離散化し，
流速の予測値 "∗" を計算する．
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[2] 圧力計算段階
　 , + 1ステップの流速 "'+1

" と圧力 ''+1 が，
以下の式を満足すると仮定する．
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式 (8)および式 (10)より下式が導出される.
"'+1
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ここで，- = ''+1 − ''とすると，(11)より "'+1
"は以下のように表される．
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式 (12)を式 (9)に代入すると，以下の圧力ポ
アソン方程式を得る．
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　本研究では上記のポアソン方程式を前処理
付き Bi-CGSTAB法を用いて解く．C-HSMAC
法では非圧縮条件である式 (1) を十分に満足
するために，時間ステップ当たりに複数回圧
力ポアソン方程式を解く．具体的には，流速
発散のしきい値 .( を満たすまで下記のような反復計算を行う．なお，右上添字 ,は時間
ステップを，/ は C-HSMAC法の反復回数を
表す．反復計算の初期値（/ = 0）は，")" = "∗"，
') = '' である．

do / = 0, 1, 2, · · ·
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　を -について解く（初期解 - = 0）
')+1 = ') + - (15)
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exit if全ての計算セルで
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enddo
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式 (14)における圧力ポアソン方程式の求解で
は，初期値 .0およびパラメータ ** (< 1)を用
いて残差二乗和のしきい値 . を下式のように
設定し，C-HSMAC 法の反復が進むたびにし
きい値が小さくなるようにする16)．

. = (**)).0 (17)

[3] 修正段階
　圧力計算段階での最終的な圧力 ') が , + 1
ステップの圧力 ''+1 となる．さらに，式 (11)
から , + 1ステップの流速 "'+1

" を求める．
　最後に，式 (3)から , + 1ステップの ) の値
)'+1を陽的に計算する．
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以上が本研究で用いるブシネスク近似を用いない
場合の流体計算手順の概要である．なお，ブシネス
ク近似を用いる場合，運動方程式は式 (7)となり，圧
力計算段階で解くべき圧力ポアソン方程式は以下の
ように導出される．
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式 (19)において &0，Δ$は定数なので，式 (13)とは異
なり，離散化した場合の係数行列が時間・空間によ
らず一定となる．
(3) 前処理付き Bi-CGSTAB法
本研究では連立一次方程式 0x = bを前処理付き

Bi-CGSTAB法4) を用いて解く．具体的には，不完全
LU分解，SOR法，Multigrid法17) を用いて右前処理
を施す．Multigrid 法では V サイクル Multigrid 法を
用い，制限補間・延長補間については，以下の方法に
より行う．まず，細かい格子点の残差ベクトル r++1

を粗い格子点での右辺ベクトル b+ に変換する制限
補間は，下式により求める．右上添字は格子点の細
かさを表しており，また，右下添字は #1軸，#2軸方向の格子点番号を表し，細かい格子での格子点番号
を 1, 2，それに対応する粗い格子での格子点番号を
/ , 3 としている．
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そして，粗い格子点の近似解 x+ を細かい格子点
での近似解 x++1 に変換する延長補間は次のように
行う．まず，図-1において，粗い格子と細かい格子
が重なっている格子点 Aでは，下式のように，値を

そのまま利用する．
#̃++1
", ! = #+) ,, (21)

続いて，格子点 Bでは，残差 r++1と，隣接する格子
点 Aの加重平均から求める．
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最後に，格子点 Cでは，残差 r++1と，上下左右の格
子点 Aまたは格子点 Bの加重平均から求める．
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加重平均 678B
", !，678C

", ! の重みは，係数行列の値から決定する．

A A

AA

BC

C

C

C

図-1 マルチグリッドの延長補間の説明図（黒線が細かい
格子，赤線が粗い格子）

3. 計算手法の検証と比較
(1) ラプラス方程式の求解
領域 0 ≤ #1, #2 ≤ 1における以下の 2次元ラプラス
方程式の数値解を前処理付き Bi-CGSTAB 法により
求める．

!2-

!#2
1
+ !2-

!#2
2
= 0 (24)

境界条件は以下の通りである．
- = 0 (at #1 = 0, #1 = 1) (25)

- = sin (9#1) cosh (9) (at #2 = 0) (26)
!-

!#2
= 0 (at #2 = 1) (27)

2次精度の中央差分を用いてラプラス方程式を離
散化した．内部格子数は 1025× 1025とし，収束条件
は残差二乗和が . = 1.0 × 10−10を下回るときとした．
各解法の条件は，以下の通りである．
• 計算は逐次的に実行した．
• 境界内部の初期解は - = 0とした．
• 係数行列の対角成分が全て 1となるよう，係数
行列 0および右辺ベクトル bをスケーリング処
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理している．
• ILU分解による前処理では，fill-inを全て無視す
る ILU(0)を用いた．

• SOR法による前処理については，加速パラメー
タ :を 1.9とし，反復回数は 10回とした．

• Multigrid法は 9段とし，反復回数は 1回とした．
スムーザとして SOR法を用い，加速パラメータ
:は 1.9，反復回数は 10回とした．

なお，以下では，数値計算に京都大学のスーパーコ
ンピュータシステム (Cray CS400 2820XT, Intel Xeon
Broadwell 2.1GHz 18× 2 cores / node)を利用した．コ
ンパイラは GFortranを用い，コンパイルオプション
は -Wall，-fall-intrinsics，-fimplicit-none，-fbounds-check
を用いた．OpenMPにより並列化しているプログラ
ムでは，さらに -fopenmpを利用した．
いずれの前処理を用いた場合でも，理論解 - =

sin (9#1) cosh {9(1 − #2)} と良く一致していた．解の収束までに要した計算時間を表-1に，残差収束の様
子を図-2に示す．いずれの前処理を用いた場合につ
いても，前処理を用いない場合と比較して計算時間
と反復回数が減少し，既往の報告18) と一致する結果
が確認された．

表-1 ラプラス方程式の計算時間
前処理 計算時間 [s] 反復回数
なし 206.14 1592
ILU 154.89 572
SOR 124.86 88

Multigrid 19.91 5

1e-15

1e-10

1e-05

1e+00

1e+05

 0  50  100  150  200

R

elapsed time [s]

BiCGSTAB
ILU+BiCGSTAB

SOR+BiCGSTAB
Multigrid+BiCGSTAB

図-2 ラプラス方程式の残差二乗和 ; の変化（格子数：
1025 × 1025，黒線はしきい値 1.0 × 10−10）

(2) キャビティ流れの計算
密度が定数である非圧縮性粘性流体について，上部

の壁が動く 2次元キャビティ流れの計算を行う．計
算結果を Ghiaら19)の計算結果と比較した上で，計算
時間を各手法間で比較する．流体計算手法は，2章で

示したものを用いる．図-3は計算領域を示しており，
& = 1，< = 1，"top = 1とし，Re = "top</= = 100, 400の
2種類について計算する．流速の境界条件は，上部の
壁面では u = ("top, 0)，その他の壁面では u = (0, 0)，
圧力の境界条件は，上下壁面で !'/!#2 = 0，左右壁面
で !'/!#1 = 0とした．計算セル数は 67×67とし，時
間刻み幅は Δ$ = 2.0 × 10−3 とした．Bi-CGSTAB法に
適用する前処理は，(1)節と同様の解法を適用した．
なお，Multigrid法は 4段とした．また，C-HSMAC法
の条件として，流速発散のしきい値 .( = 1.0× 10−10，
圧力ポアソン方程式の初期残差ベクトルの内積に対
するしきい値 .0 = 1.0 × 10−10，圧力ポアソン方程式
のしきい値を減少させるパラメータ ** = 1.0 × 10−1

とした．

図-3 キャビティ流れの計算条件
計算された定常時の流速分布を図-4，図-5に示す．
これらの図より，連立方程式の解法の違いによる結
果の差異がないことを確認した．
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図-4 キャビティ流れの定常時の流速分布（Re = 100）
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図-5 キャビティ流れの定常時の流速分布（Re = 400）
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時間ステップが 5000となる（$ = 10）までに圧力
ポアソン方程式の計算に要した時間（圧力計算時間）
を表-2に示す．ラプラス方程式の計算と同様に前処
理を用いることで圧力計算時間を短縮できることが
確認でき，Multigrid法，SOR法，ILU分解の順に高
速となった．レイノルズ数の違いによる圧力計算時
間の大きな変化は見られなかった．また，流体計算
の各時間ステップにおける圧力ポアソン方程式の計
算時間 > を図-6，図-7，に示す．なお，図を見やす
くするために，5ステップごとにプロットしている．
各時間ステップに着目した場合でも，Multigrid 法，
SOR法，ILU分解の順に高速に計算できる傾向に大
きな変化はなかった．

表-2 キャビティ流れの圧力計算時間
Re = 100 Re = 400

前処理 圧力計算時間 [s]

なし 648.48 702.77
ILU 416.66 452.82
SOR 374.88 443.34

Multigrid 214.90 259.93
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図-6 キャビティ流れにおける各時間ステップの圧力計算
時間 >（Re = 100）
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図-7 キャビティ流れにおける各時間ステップの圧力計算
時間 >（Re = 400）

各時間ステップにおける C-HSMAC法の反復回数
を図-8，図-9に示す．なお，Re = 100は 200ステッ
プごと，Re = 400は 400ステップごとにプロットし
ている．これらの図より，いずれのレイノルズ数に
おいても，前処理なしの場合および ILU分解，SOR
法を前処理に用いた場合の反復回数はおよそ 12回前
後であるのに対し，Multigrid法を用いた場合には 4
回前後となっており，他の解法と比較して C-HSMAC
法の反復回数が 1/3程度となっていることが読み取
れる．これは，Multigrid法を前処理に用いた場合に
は 1 回の Bi-CGSTAB 法の反復での残差減少量が大
きくなるため，圧力ポアソン方程式の残差の収束条
件 . を大幅に下回った状態で Bi-CGSTAB 法が終了
し，非圧縮条件を満たしやすくなるためであると考
えられる．
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図-8 キャビティ流れにおける各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（Re = 100）
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図-9 キャビティ流れにおける各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（Re = 400）

(3) lock-exchange問題の計算
重力が存在する中で容器に入れた仕切り板の左右
を密度の違う 2流体で満たし素早く仕切り板を取り
除く，いわゆる lock-exchange問題10)の流体計算を行
う．計算結果を Gröbelbauer ら20) の実験結果と比較
した上で，計算時間を各手法間で比較する．
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計算は 2 次元で行う．条件は，図-10 において
31 = 6 [m]，32 = 0.3 [m]，重力 ? = 9.81

[
m/s2] と

した．
流体については，Gröbelbauerら20)の実験のうち，
[Case-1] CO2 (&A = 1.791

[
kg/m3])21)，

Argon (&B = 1.614
[
kg/m3]))21)

（密度比 5 = 1.11）
[Case-2] R22 (&A = 3.511

[
kg/m3]))22)，

Helium (&B = 0.163
[
kg/m3]))21)

（密度比 5 = 21.6）
の 2 種類の組み合わせについて計算する．相互拡
散係数は Case-1で *$ = 1.30 × 10−5 [

m2/s
]23)，Case-

2 で *$ = 3.00 × 10−5 [
m2/s

]13) とする．粘性係数
は，CO2 が + = 1.491 × 10−5 [Pa · s]，Argon が + =

2.271 × 10−5 [Pa · s]，R22が + = 1.278 × 10−5 [Pa · s]，
Helium が + = 1.993 × 10−5 [Pa · s] とする21)．壁面
における境界条件は，流速についてはノンスリッ
プ条件（u = 0），圧力の境界条件は，上下壁面で
!'/!#2 = −&?，左右壁面で !'/!#1 = 0 とする．計
算セル数は 657 × 33とし，時間刻み幅は，Case-1で
Δ$ = 1.0 × 10−2 [s]，Case-2 で Δ$ = 5.0 × 10−4 [s] と
する．

Bi-CGSTAB法に適用する前処理は SOR法および
Multigrid法とし，(2)節と同様の条件とする．なお，
本節では OpenMP によるスレッド数 18 の並列計算
を行うが，本研究で用いた ILU分解のアルゴリズム
においては，前進代入，後退代入の部分に並列性が
ないため，今回の計算では ILU分解による前処理を
採用しなかった．C-HSMAC法の条件については (2)
節と同様とした．

Lock-gate

図-10 lock-exchange問題
密度比 21.6 の場合に計算された流れの様子を図

-11，図-12に示す．いずれのパターンでも，仕切り
板が取り除かれた後，左側の高密度流体が右下に流
れ，右側の低密度流体が左上に流れる様子が確認で
きる．高密度流体の右下先端部分の位置を，フロン
ト位置と呼ぶこととする．本研究では，#2 = 0上で

) = 0.5となる位置をフロント位置とした．5 = 21.6
の場合，ブシネスク近似を用いた計算結果よりも，
ブシネスク近似を用いない計算結果の方が，フロン
ト位置が大きくなっていることが確認できる．これ
はブシネスク近似で外力項以外の密度を定数と置い
たためであり，既往の研究13) と同様の傾向である．

図-11 lock-exchange問題の流れの様子（5 = 21.6，ブシネ
スク近似あり，$ = 0 [s] から 1 [s] 間隔）

図-12 lock-exchange問題の流れの様子（5 = 21.6，ブシネ
スク近似なし，$ = 0 [s] から 1 [s] 間隔）

計算された流体 Aのフロント位置の変化を図-13
に示す．図から，連立一次方程式の解法により，計
算結果の差異が見られないことが確認できる．一方
で，前述の通り，5 = 1.11ではブシネスク近似を使う
場合と使わない場合で計算結果が変わっていないこ
とに対し，5 = 21.6ではブシネスク近似を使うとフ
ロント位置が小さく計算されている．
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図-13 フロント位置の時間変化（実線：ブシネスク近似な
し，点線：ブシネスク近似あり，Exp.は Gröbelbauer
らの実験結果）
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仕切り板を取り除いてから 1000 時間ステップま
での圧力計算時間を表-3，表-4に示す．また，流体
計算の各時間ステップにおいて圧力計算にかかった
時間 > を 5ステップごとにプロットしたグラフを図
-14，図-15，図-16，図-17に示す．いずれの前処理
でも圧力計算時間が短縮されており，Multigrid法が
最も高速であった．各時間ステップにおいても，そ
の傾向は変わらなかった．また，密度比やブシネス
ク近似の有無は前処理の効果に大きな影響を与えな
いことが確認できる．
なお，ブシネスク近似を利用すると圧力計算時間

を短縮できるが，前述の通り，密度比が大きい場合
には妥当な解を得ることができない．
表-3 lock-exchange問題の圧力計算時間（密度比 5 = 1.11）

ブシネスク近似
あり なし

前処理 圧力計算時間 [s]

なし 893.64 1448.23
SOR 321.59 746.09

Multigrid 250.62 512.29

表-4 lock-exchange問題の圧力計算時間（密度比 5 = 21.6）
ブシネスク近似
あり なし

前処理 圧力計算時間 [s]

なし 676.15 1500.59
SOR 254.00 737.92

Multigrid 216.52 403.27

各時間ステップにおける C-HSMAC法の反復回数
を図-18，図-19，図-20，図-21に示す．なお，図を
見やすくするために，密度比 5 = 1.11 においては
50ステップごと，密度比 5 = 21.6においては 200ス
テップごとにプロットしている．これらの図より，
Multigrid法における C-HSMAC法の反復回数が若干
少なく，またばらつきがあるが，キャビティ流れと
は異なり，いずれの前処理法でも大きな差は見られ
なかった．キャビティ流れと lock-exchange問題では
密度比や計算領域などが異なるため，それらが原因
である可能性が考えられる．
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図-14 lock-exchange問題における各時間ステップの圧力
計算時間 >（密度比 5 = 1.11，ブシネスク近似あり）
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図-15 lock-exchange問題における各時間ステップの圧力
計算時間 >（密度比 5 = 1.11，ブシネスク近似なし）
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図-16 lock-exchange問題における各時間ステップの圧力
計算時間 >（密度比 5 = 21.6，ブシネスク近似あり）
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図-17 lock-exchange問題における各時間ステップの圧力
計算時間 >（密度比 5 = 21.6，ブシネスク近似なし）
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図-18 lock-exchange 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 5 = 1.11，ブシネスク
近似あり）
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図-19 lock-exchange 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 5 = 1.11，ブシネスク
近似なし）
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図-20 lock-exchange 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 5 = 21.6，ブシネスク
近似あり）
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図-21 lock-exchange 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 5 = 21.6，ブシネスク
近似なし）

(4) dam-break問題の計算
重力が存在する中で水槽の仕切り板の片側に水を
入れ，仕切り板を素早く取り外した時の水の挙動を
観察する，いわゆる dam-break問題の流体計算を行
う．計算結果を越塚ら11) の実験結果と比較した上
で，計算時間を各手法間で比較する．
計算は 2 次元で行う．条件は，図-22 において

@ = 0.146 [m]，重力 ? = 9.81
[
m/s2] とし，流体の物

性値は以下のように仮定した21)．
流体 A (水)

&A = 997
[
kg/m3]

+A = 8.901 × 10−4 [Pa · s]
流体 B (空気)

&B = 1.169
[
kg/m3]

+B = 1.848 × 10−5 [Pa · s]
流体 A，Bの密度比は約 853である．また，相互拡散
係数は *$ = 0とする．さらに，前項と結果を比較す
るために，lock-exchange問題で用いた流体の組み合わ
せについても同様に計算する．壁面における境界条
件はいずれの密度比においても lock-exchange問題の
際と同様とした．計算セル数は 131× 131とし，時間
刻み幅は密度比 5 = 1.11において Δ$ = 1.0× 10−3 [s]，
密度比 5 = 21.6 において Δ$ = 2.0 × 10−4 [s]，密度
比 5 = 853において Δ$ = 1.0 × 10−4 [s]，とした．Bi-
CGSTAB法に適用する前処理は SOR法およびMulti-
grid法とし，(3)節と同様の解法を適用し，OpenMPに
よる並列計算についても同様に 18スレッドとした．
また，C-HSMAC法の条件は (2)節と同様とした．

Lock-gate

図-22 dam-break問題
計算された密度比 853の場合の流れの様子を図-23
に示す．lock-exchange問題と同様に，図-23における
高密度流体の右下部分の座標をフロント位置 A と呼
ぶこととする．計算されたフロント位置の変化を図
-24 に示す．なお，図-24 中の $∗ および #∗1 はそれぞれ無次元時間，無次元速度であり，$∗ = $

√
2?/@，
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#∗1 = A/@ で求められる．図から，連立一次方程式の
解法ごとに，計算結果の差異が見られないこと，ま
た妥当な結果が得られていることが確認できる．

図-23 dam-break問題の流れの様子（5 = 853，$ = 0 [s] か
ら 0.1 [s] 間隔）
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図-24 フロント位置の時間変化（Exp.は越塚ら11) の実験
結果）

仕切り板を取り除いてから 3000 時間ステップま
での圧力計算に要した時間を表-5に示す．また，流
体計算の各時間ステップにおいて圧力計算にかかっ
た時間 > を 5 ステップごとにプロットしたグラフ
を図-25，図-26，図-27 に示す．キャビティ流れや
lock-exchange問題と同様に，Multigrid法，SOR法の順
に圧力計算時間が短縮されていることが確認できた．

表-5 dam-break問題の圧力計算時間
密度比

1.11 21.6 853

前処理 圧力計算時間 [s]

なし 1041.35 1101.56 1074.95
SOR 426.32 488.71 485.95

Multigrid 189.39 226.09 215.06
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図-25 dam-break問題における各時間ステップの圧力計算
時間 >（密度比 1.11）
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図-26 dam-break問題における各時間ステップの圧力計算
時間 >（密度比 21.6）
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図-27 dam-break問題における各時間ステップの圧力計算
時間 >（密度比 853）

各時間ステップにおける C-HSMAC法の反復回数
を図-28，図-29，図-30に示す．なお，図を見やすく
するために，100ステップごとにプロットしている．
これらの図より，いずれの密度比においても，キャビ
ティ流れと同様に，Multigrid法における C-HSMAC
法の反復回数は他の 1/2程度となっていることが確
認できる．lock-exchange問題においてこの傾向が見
られなかった原因として，計算領域の形状の違いが
Multigrid 法による前処理に影響している可能性が
考えられる．これは，計算領域が正方形に近いと，
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Multigrid前処理の効果を得やすいと考えられるため
である．
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図-28 dam-break 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 1.11）
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図-29 dam-break 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 21.6）
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図-30 dam-break 問題における各時間ステップの C-
HSMACの反復回数（密度比 853）

表-6に Bi-CGSTAB法 1反復の計算時間の平均値
を示す．なお，密度比 1.11の場合における 3000時間
ステップまでの圧力計算時間から計算した．前処理
なしの場合の Bi-CGSTAB法 1反復の計算時間と比較
すると，SOR法を前処理に用いた場合には 8倍以上，
Multigrid法を前処理に用いた場合には 27倍以上の計
算時間を要している．しかし，それを上回る反復回

数の減少により，結果的に表-5において全体の計算
時間が短縮されていることが確認できる．表-6の前
処理なしの Bi-CGSTAB法と前処理付き Bi-CGSTAB
法の 1反復の計算時間を比較すると，SOR法の前処
理においては計算時間の約 88%を，Multigrid法の前
処理では 96%を，前処理が占めていると推計できる．

表-6 dam-break問題（密度比 1.11）における Bi-CGSTAB
法 1反復の計算時間
前処理 総反復回数 1反復の計算時間[

×10−3s
]

なし 1828014 0.570
SOR 88315 4.827

Multigrid 11974 15.817

4. 結言
本研究では，非圧縮性流体の計算に用いられる

MAC 系解法のうち，非圧縮条件の判定基準をユー
ザーが設定できる C-HSMAC法を対象に，圧力ポアソ
ン方程式の求解において前処理付き行列解法を用い，
計算速度や，C-HSMAC法の反復回数について考察
した．圧力ポアソン方程式の解法として Bi-CGSTAB
法を利用することとし，前処理法として ILU分解，
SOR法およびMultigrid法について検討した．
まず，解析解が得られているラプラス方程式を対
象として，逐次計算にて各種前処理付き Bi-CGSTAB
法のプログラムの動作確認を行った．いずれの解法
でも適切な計算結果が得られ，前処理により計算時
間，Bi-CGSTAB法の反復回数が減少していることを
確認した．
次に，キャビティ内の密度が一定な非圧縮性流体
に対して，C-HSMAC法における圧力ポアソン方程
式に各種前処理法を利用して逐次計算を行った．レ
イノルズ数が 100と 400それぞれの場合における計
算時間を比較したところ，ラプラス方程式を対象と
した場合と同様，前処理によって計算時間を短縮で
きることを確認した．なお，レイノルズ数が 100と
400の場合で前処理の効果に差異はないことを確認
した．それぞれの前処理法における C-HSMAC法の
反復回数の違いについても考察したところ，Multigrid
法を前処理として用いた場合のみ，C-HSMAC法の
反復回数が他の 1/3程度となっていることを確認し
た．Multigrid 法を前処理に用いると Bi-CGSTAB 法
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の 1 回の反復での残差の減少量が大きくなるため，
Bi-CGSTAB法が終了する際に解が残差収束条件を大
幅に下回った状態となり，非圧縮条件を満たしやす
くなることが要因であると考えられる．
続いて，密度流における代表的な問題の 1つである

lock-exchange問題に対し，C-HSMAC法における圧力
ポアソン方程式の求解に並列化された各種前処理付
き Bi-CGSTAB法を用いて有効性を確認した．その結
果，前処理による計算時間の短縮が確認され，また，
密度比の違いやブシネスク近似の有無によって前処
理の効果に大きな違いは見られなかった．C-HSMAC
法の反復回数については，キャビティ流れの場合と
は対照的に，いずれの前処理法を用いた場合でも差
はほとんど見られなかった．
最後に，同じく代表的な密度流の問題である dam-

break 問題においても，C-HSMAC 法の圧力ポアソ
ン方程式を並列化された前処理付き Bi-CGSTAB 法
を用いて解き，有効性を確認した．その結果，今回
実施したいずれの条件でも，前処理を用いること
で計算時間が短縮されることが確認できた．また，
C-HSMAC法における反復回数について検討したと
ころ，キャビティ流れのように，Multigrid法による
前処理によって C-HSMAC 法の反復回数が他の 1/2
程度となっていることを確認した．この結果から，
lock-exchange問題において C-HSMAC法の反復回数
の減少が見られなかった原因として，計算領域の形
状の違いが考えられる．計算領域が正方形に近い場
合，C-HSMAC法に Multigrid法による前処理を用い
ると，1回の圧力ポアソン方程式の計算時間の短縮だ
けでなく，C-HSMAC法の反復回数の減少による計
算時間の短縮を見込むことができる可能性がある．
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PRECONDITIONING FOR PRESSURE COMPUTATIONS
IN NUMERICAL PREDICTIONS OF DENSITY CURRENTS

Ryota MOTONISHI and Satoru USHIJIMA

When performing numerical calculations of incompressible density currents, it is important to use ef-
fective preconditioning for the pressure Poisson equation in order to reduce computation time. In the
C-HSMAC method, which is a fluid calculation method, the incompressibility condition, which is important
for obtaining valid calculation results, can be satisfied with high accuracy by iteratively solving the pressure
Poisson equation at each time step. In this paper, the effect of using preconditioned Bi-CGSTAB methods
for solving the pressure Poisson equation in the C-HSMAC method is discussed. As a result, it was con-
firmed that the preconditioning can reduce the computation time. In some cases, the number of iterations
of the C-HSMAC method was smaller than that of other methods when the Multigrid method was used as a
preconditioner. It is possible to expect not only a reduction in the computation time for a single iteration of
the pressure Poisson equation, but also a reduction in the computation time due to the reduced number of
iterations of the C-HSMAC method.
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